[6 


前 言 


组 全 数学 源 交 流 长 ， 但 在 运 训 时 代 这 类 问题 往往 联系 着 数 
的 神秘 主义 出 现 , 例如 : 

.我国 < 易 . 系 辞 上 > 中 说 河 出 图 ， 洛 出 书 ,圣人 则 之 。”, 宋 
朝 理学 家 朱 最 在 4 周易 本 义 > 一 书 中 指出 ， 河 图 为 图 0.1 形式 所 
示 。 用 现代 术语 来 说 ， 这 不 过 是 一 个 简单 的 3 ΒΙΟ ΒΒ 
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但 二 、 三 千年 前 却 作为 祥瑞 。 
2. 据说 古代 印度 婆罗 门 教 寺庙 内 的 僧侣 们 玩 着 一 种 称 为 
ων νο. 


πὲ ΠΗΧΧΒΕΡι5|:ἑπα, ιδ ΗΕ Ἢ 
界 末日 的 来 临 。 游 戏 的 器 具 是 在 一 块 | I 


黄 铜 平板 上 装 三 根 金 钢 石 细 柱 ， 在 一 
根 细 柱 上 放 有 64 个 大 小 不 等 环形 金 。 | 
盘 , 大 的 在 下 小 的 在 上 。 问 题 是 车 一 次 < 9 ων 
只 能 移动 一 个 盘 ， 并 且 不 多 许 大 盘 放 图 0.1 
在 小 盘 上 , 如 何 把 这 64 个 金 盘 从 一 根 柱 上 全 部 移 到 另 一 根 柱 上 ? 
这 是 一 个 简单 的 解 递 推 关系 式 问题 。 诚 然 ， 一 个 人 若 用 手 
工 移动 , 几 辈 子 也 完 不 成 , 但 描述 出 它 的 解法 过 程 ， 现 在 却 是 容 
易 的 事 ( 见 本 书 题 5.35)。 


及 至 近代 , 组 合 数学 昌 有 所 发 展 , 但 仍 以 消遣 性 的 数学 游戏 
形式 在 民间 流传 ， 或 以 智力 测验 性 的 形式 被 一 些 学 者 研究 。 例 
如 |: 

1. 欧洲 民间 流传 着 “结婚 问题 >?。 说 的 是 某 社团 中 有 许多 
未 婚 青 年 妇女 和 男士 , 妇女 们 都 渴望 结婚 , 但 也 不 愿 随便 嫁 给 任 
一 个 人 ,实际 上 她 们 心中 都 有 一 张 可 接收 为 配偶 移 男 士 名 单 , 问 
该 社团 中 每 个 青年 妇女 都 嫁 给 可 接受 的 男士， 这 可 能 吗 ? ( 即 杯 
书 第 九 章 相 异 代表 系 问题 )。 - κ 
-. 8, 1850 .年 , :Rev. Thomas 和 Ῥ. Kirkman 提出 下 述 
“Kirkman 女生 问题 ” 一 位 女 教师 带 着 她 的 15 个 女 学 生 和 散步 。 
女生 排 成 5 行 ， 每 行 3 人 。 所 以 每 个 女生 有 两 个 同伴 。 若 计划 
散步 7 天 ， 使 得 没有 一 个 女生 和 她 同班 同学 在 同一 行 中 超过 一 
次 , 这 可 能 吗 ? ( 见 本 书 题 10.34)。 

组 合 数学 被 系统 地 研究 , 并 有 惊人 的 发 展 是 近 几 十 年 的 事 ， 
特别 是 电子 计算 机 出 现 以 后 的 事 。 一 方面 组 合 数学 中 过 去 需要 
成 年 累 月 才能 计算 出 来 的 问题 ;现在 借助 于 计算 机 1~2 分 钟 就 
可 解决 。 使 得 过 去 仅 以 游戏 形式 出 现 的 组 合 分 析 技 术 进入 了 严 
肃 的 理论 和 应 用 范围 。 另 一 方面 , 计算 机 技术 广泛 应 用 ,面临 着 
复杂 繁多 的 计算 任务 ， 使 传统 的 以 微 积 分 和 微分 方程 为 中 心 的 
模拟 数学 理论 蒜 长 莫 及 , 这 促使 了 离散 数学 , 包括 组 合 数学 的 迅 
速 发 展 。 现 在 组 合 数学 已 成 为 一 门 内 容 丰 富 、 有 自己 特色 的 严 
并 的 科学 , 并 仍 在 莲 勃 发 展 之 中 。 

组 合 数学 对 计算 机 科学 技术 人 员 至 关 重要 ， 它 是 计算 机 科 
学 和 工程 某 些 分 支 的 基础 ， 特 别 和 计算 机 科学 理论 关系 更 为 密 
切 , 我们 知道 计算 机 科学 的 核心 是 算法 研究 ,而 组 合算 法 是 算法 
的 主要 内 容 。 没 有 组 合 数学 的 基础 ， 就 无 法 深入 研究 算法 和 分 
析 算 法 。 此 外 ,组合 学 的 思想 和 技术 也 在 社会 科学 .生物 学 等 其 
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它 领 域 得 到 有 日益 广泛 的 应 用 ， 就 是 传统 上 应 用 模拟 数学 的 物理 
和 力学 范围 , 许多 场合 也 为 组 合 数学 所 取代 。 值 得 一 提 的 是 ,组 
合 数学 中 的 许多 问题 很 能 推动 人 们 去 思索 ， 它 们 的 解法 也 常常 
是 机 智和 精巧 的 , 因此 , 它 也 是 一 门 提高 思维 分 析 能 力 的 极 好 课 
程 。 

本 书 含有 对 进入 组 合 数学 来 说 最 为 基本 的 概念 和 方法 ， 和 
对 计算 机 专业 最 为 需要 的 组 合 思想 和 算法 。 它 们 大 多 环绕 着 计 
数 问题 、 存 在 性 问题 、 组 合 设计 问题 和 最 优化 问题 给 出 。 组 合 
数学 中 较 高 深 内 容 , 如 组 合 矩 阵 论 . 复 杂 的 区 组 设计 等 ， 没 有 列 
入 。 对 原 属 组 合 数学 范围 . 现 已 独立 成 为 一 个 数学 分 支 的 内 容 ， 
或 习惯 上 已 归 入 其 它 学 科 范 围 的 内 容 , 如 图 论 、 线 性 规划 等 也 未 
列 入 。 

每 章 都 由 两 部 分 构成 ， 一 是 内 容 提 要 。 纲 要 性 地 介绍 本 章 
内 容 ， 使 读者 对 它们 有 一 个 清晰 的 轮廓 。 许 多 重要 定理 ， 在 题 
解 中 都 有 证 明 , 这 样 就 使 得 有 经 验 的 教师 , 可 利用 本 书 作 教材 ; 
自学 者 也 可 仅 应 用 本 书 钻研 这 些 内 容 而 手 需 其 它 教材 。 二 是 题 
解 及 评注 。 主 要 介绍 解 题 方法 ， 简 短 的 评注 是 提请 读者 注意 问 
题 的 某 些 特点 及 某 些 事项 。 全 书 共 十 一 章 ， 包 含 504 个 问题 的 
详细 解答 。 第 一 章 也 可 在 其 它 各 章 学 完 后 再 读 。 

本 书 第 一 、 三 .七 、 九 章 由 王 元 元 编写 , 第 二 、 四 、 十 、 十 一 
章 是 由 王 庆 瑞 编 写 , 第 五 、 六 章 由 黄 纪 鹿 编写 , 第 八 章 由 李 振 国 
编写 。 方 世 电 同志 审阅 校订 了 全 书 内 容 并 参加 了 部 分 章节 的 纺 
写 。 在 本 书 编写 过 程 中 ， 还 得 到 南京 大 学 张 克 民 教 授 的 指导 和 
帮助 , 在 此 表示 谢意 。 由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 还 存在 一 些 
缺 反 和 销 误 , 奶 切 项 望 广大 读者 批评 指正 。 

编 者 
1986 年 1 月 于 南京 
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το ο πα δ τν : 


第 -- 章 “组 合 学 问题 解法 入 门 


| ΤΙ 
点 介绍 。 
ey 什么 是 组 合 学 | 
全 学 是 数学 的 一 个 分 支 它 研究 事物 在 给 定 模式 下 的 配 

ἘΞ, ο Ας 性 , 所 有 可 能 配置 的 计数 和 分 类 , 以 及 
配置 的 各 种 性 质 。 组 合 学 在 计算 机 科学 中 有 着 极其 广泛 的 应 
用 。 . - 

19 组 合 学 基本 解 题 方法 

组 合 学 问题 求解 方法 层出不穷 、 千 变 万 化 ， 很 难 给 出 一 个 
纲领 式 的 概括 。 本 书 将 通过 大 量 问题 的 求解 向 读者 展示 组 合 学 
的 基本 解 题 方法 。 这 些 方法 大 致 可 以 分 为 两 类 。 一 类 是 从 组 合 
学 基本 概念 .基本 原理 出 发 解 题 的 所 谓 常 规 方 法 , 例如 , 利用 容 
斥 原理 、 二 项 式 定理 、 Polya 定理 解 计数 问题 ; 解 递 推 关 系 式 的 
特征 根 方法 、 生成 函数 方法 ; 解 存 在 性 问题 的 使 乱 原理、 相 异 代 
表 系 定理 等 等 。 这 类 方法 通常 比较 容易 掌握 ， 读 者 将 在 以 后 各 
章 里 分 别 读 到 并 学 会 它们 , 因此 本 章 只 提供 若干 例子 作为 索引 。 
另 一 类 方法 则 不 同 , 它们 通常 与 问题 所 涉及 的 组 合 学 概念 无 关 ， 
而 对 多 种 问题 均 可 使 用 。 例 如 

1 .数学 归纳 法 。 

.一 一 对 应 技术 。 它 的 应 用 是 多 方面 的 , 在 组 合 学 中 最 党 

κ 将 问题 的 模式 转化 为 一 种 已 经 解决 的 问题 模式 。 


s 1... 


因此, 一 一 对 应 技术 的 此 种 应 用 也 可 称 为 模式 化 归 方法 。 

3. 数论 方法 , 特别 是 利用 整数 的 奇偶 性 、 整除 性 等 数论 性 
质 进行 分 析 推理 的 方法 。 

4. 殊途同归 方法 , 即 从 不 同 角度 讨论 计数 问题 以 建立 组 合 
等 式 。 

”本 章 将 对 组 合 学 的 这 两 类 基本 解 题 方法 给 出 一 些 实例 作为 
导 引 。 尤 其 因 后 一 类 方法 运用 范围 甚 广 ， 而 它们 的 正确 使 用 又 
需要 一 定 的 技巧 , 我 们 将 在 下 文 给 出 较 多 数目 的 例题 , 以 期 较 深 
刻 地 揭示 这 些 方法 的 要 领 ， 从 而 使 读者 在 以 后 各 章 问题 的 阅读 
中 能 自如 地 运用 它们 。 | 


题解 及 评注 

1.1 证 明 有 "个 元 素 的 集合 ,其 子 集 怡 为 个 。 Ἢ 

证 对 ”归纳 。 

当 m=0 时 ， 该 集合 为 一 空 集 ， 它 只 有 一 个 子 集 (自身 ), 而 κ 
1 一 20, 故 命题 真 。 

设 ”一 上 时 命题 成 立 。 现 证 %w= 上 十 1 时 命题 也 成 立 。 先 从 
该 集中 取出 一 个 元 素 , 例如 α, 于 是 据 归 纳 假设 ,有 2* 个 不 含 a 
的 子 集 。 我 们 知道 该 集 的 全 体 子 集 可 以 分 为 两 类 ， 一 类 为 不 含 
的 子 集 ( 已 知 2* 个 )， 另 一 类 为 含 e 的 子 集 。 后 者 也 是 2* 个 ， 
因为 含 α 的 子 集 与 不 含 e 的 子 集 是 一 一 对 应 的 (前 者 中 去 掉 e 
便 是 后 者 之 一 ; 反之 , 后 者 中 加 进 4 便 是 前 者 之 一 )。 因 此 该 集 
的 子 集 总 数 应 是 2 十 2 一 2*t1 个 。 这 就 是 说 ， 命 题 在 n 一 十 1 
时 亦 真 。 根 据 归 纳 原理 , 对 一 切 n 原 命题 成 立 。 

评注 ”这 是 应 用 第 一 数学 归纳 法 的 一 个 例子 。 第 一 数学 归 
纳 法 在 初等 数学 中 常用 于 自然 数 性 质 的 证 明 ， 其 实 它 也 可 用 于 


其 它 对 象 的 借助 于 自然 数 来 刻 划 的 性 质 的 证 明 ( 如 本 例 )。 更 有 
其 者 , 可 以 说 它 适用 于 一 切 “ 象 自然 数 ” 的 集合 ,这 种 集合 具有 以 
下 性 质 : 集合 中 有 基础 元 素 ( 或 最 小 元 素 ), 而 其 它 元 系 均 可 从 它 
出 发 , 相继 用 同一 操作 (类 似 于 自然 数 的 后 继 运 算 ) 来 生成 。 

1.2 证 明 任何 大 于 1 的 整数 或 者 自身 为 一 质数 ， 或 者 可 
以 号 作 考 干 个 质数 的 乘积 。 

证 对 整数 ”归纳 。 

n 一 2 时 它 目 身 为 一 质数 。 

设 对 一 切 小 于 mn 大 于 1 的 整数 命题 真 , 欲 证 "满足 本 命题 。 
车 m 为 一 质数 ， 显 然 真 。 否 则 m 有 因子 j πο, 13, 
<m。 据 归纳 假设 ,和 了 或 为 质数 ， ων 
不 妨 设 ὁ--ὐι-δο» -.: «δι, ἠ--ἠι” ο τον ον, ἩΠΠΊ2:Ι, 1231, Β. 
ῥι, Vo, ''', Οι, δα, 19, τη, τν 均 为 质数 。 因 此 

No jd 
即 m 可 写成 若干 质数 的 乘积 。 全 题 归纳 证 得 。 

评注 ”本题 运 用 了 第 二 数学 归纳 法 ， 而 用 第 一 归纳 法 就 很 
难 如 愿 以 偿 。 由 于 第 二 数学 归纳 法 采用 较 强 的 归纳 假设 ， 因 而 
应 用 起 来 有 其 独到 之 处 。 第 二 数学 归纳 法 还 有 更 广 的 适用 邢 
ΒΗ, 它 适 用 于 一 切 良 序 集合 。 

1.89 下 列 结论 和 归纳 证 明 都 是 错误 的 , 请 指出 其 错误 所 在 。 

“结论 任何 数目 wm 个 ) 的 一 群 人 都 具有 相同 的 身高 ， 进 而 
有 和 结论; 所 有 的 人 一 般 高 。 

证 当 mn=1 时 结论 显然 成 立 。 

设 任何 k<) 个 人 均一 般 高 。 现 证 w 个 人 也 一 般 高 。 将 
nn 个 人 分 成 两 组 αι, Ου, 而 使 其 中 一 人 ， 例如 w 先 生 ， 同时 在 
两 个 组 中 ， 生 每 一 组 的 人 数 均 小 于 mn, 这 是 可 以 做 到 的 (*)。 据 
归纳 假设 ,Gs 中 人 都 同 m% 先 生 一 般 高 ,Gs 中 大 也 都 同 作 先生 一 
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般 高 , 因此 ,所 有 ww 个 人 都 一 般 高 。 
κ ”错误 原因 是 断言 (*) 对 n=2 时 不 能 成 立 。 
评注 注意 , 应 用 归纳 法 时 , 不 仅 基 础 步 又 的 证 明 要 正确 ， 
并 且 归 纳 步 又 的 证 明 也 要 正确 ， 两 者 缺 一 不 可 。 特 别 是 在 归纳 
过 程 中 所 引用 的 性 质 (和 象 本 例 中 的 性 质 (*)) 必须 对 归纳 变 元 
(上 述 mw 的 一 切 可 能 值 ( 除 基础 步骤 中 m 所 取 值 外 ) 均 成 立 。 
1.4 求证 πο 时 ri (nm 十 1)"。 
证 ”我们 证 明 一 个 更 一 般 的 结论 ， 
当 vn>3 时 mw (二 1)" 
.在 该 绪论 中 命 w=% 便 得 原 命题 。 把 看 作 任 意 的 ， 对 % 
作 归 纳 。 当 ”=3 时 我 们 有 (注意 : 此 时 4358) 
=o σλωξ--διλ--οι-.- 1 -- (vt+l1)’ 
现 设 wp (--1)”ο ἹΠ 
(η ἠ- λα” στ nt) TT) nw" 
> (wt1) (w 吓 1) "(归纳 假设 ) 
= (wt 1) "1 
归纳 完成 原 命 题 得 证 。 
评注 ”这 种 归纳 证 明 方 法 可 称 为 拆 裂 法 , 因为 它 的 特点 是 : 
用 新 变 元 将 处 于 两 种 不 同 地 位 的 同一 变 元 (本 题 中 处 于 底数 及 
指数 地 位 的 要 元 τ) 区 分 开采 。 这 是 一 种 较 高 级 的 归纳 证 明 技 
巧 。 | | 
归纳 法 并 不 限于 对 一 个 变 元 进行 ， 还 可 以 对 多 个 变 元 联 列 
归纳 , 例如 , 欲 证 性 质 了 (m, 由 对 一 切 目 然 数 πι, n 成立， 那么 
只 需 证 明 
«(Ὁ Ρ, ΤΙΝ, 
(2) 3 Είπο--1, απ), Ρίο, mn 一 二 成立 , 则 了 (m,n) 成 立 。 
1.5 有 101 个 人 参加 乒乓 球 淘 汰 赛 (每 一 轮 比赛 在 参加 人 
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数 是 奇数 时 , 让 一 人 轮空 )， 共 需 进 行 多 少 场 比赛 方 可 决 出 优胜 
者 (一 场 比 赛 指 两 人 的 一 次 对 侈 )。 

解 ” 由 于 一 场 比赛 对 应 一 个 被 淘汰 者 ,并且 反之 也 真 , 那么 
比赛 场 数 与 被 汰 者 人 数 应 当 是 相等 的 。 由 于 优胜 者 只 有 一 人 ， 
全 部 被 淘汰 者 是 100 人 ， 因 此 要 进行 100 场 比赛 方 可 决 出 优胜 

评注 “本 题 使 用 了 一 一 对 应 技术 。 若 不 用 这 一 技术 ， 而 对 
每 轮 比赛 的 场 数 逐步 进行 计算 , 其 策 拙 是 可 以 想象 的 : 第 一 轮 赛 
50 场 , 赛 后 留 下 50 名 优胜 者 和 一 名 轮空 者 ; 第 二 轮 赛 25 场 , 赛 
后 留 下 25 名 优胜 者 和 一 名 轮空 者 ; 第 三 轮 赛 13 场 ; 第 四 轮 赛 6 
场 ;第 五 轮 赛 8 场 ; 第 六 轮 赛 2 场 , 第 七 轮 赛 工场 , 共计 
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下 面 题 1.6~ 工 .1 都 是 一 一 对 应 技术 应 用 的 例题 在 这 些 
例题 中 , 一 一 对 应 技术 都 用 于 模式 化 归 。 Ἢ 

1.6 将 八 个 “车 ” 放 在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 上 , 如果 它们 两 
两 均 不 能 “ 互 吃 ” 那么 称 八 个 车 处 于 一 个 “安全 状态 ”。 问 共 有 
多 少 种 不 同 的 安全 状态 。 

解 ” 八 个 车 处 于 安全 状态 当 且 仅 当 它们 处 在 不 同 的 八 行 和 
八 列 上 。 我 们 可 以 用 二 9, 8, 4, ὅ, 6, Τ, 8 的 一 个 排列 αι, αν, 
1, αφ 对 应 于 一 个 安全 状态 , 使 αι 表示 第 纪行 的 第 @; 格 上 放置 
一 个 车 。 这 种 对 应 显然 是 一 一 的 ， 因 此 安全 状态 的 总 数 恰 等 于 
这 八 个 数 的 排列 总 数 8! -- 40320。 / 

”评注 ”本题 当然 可 以 用 乘法 原则 直接 求解 ， 即 第 一 行车 有 
8 种 放置 方式 ,第 二 行 则 有 7 种 ,……， i 最 后 一 行内 有 一 种 放 
法 。 因 此 放置 成 安全 状态 的 放 法 共计 8.7.……1=40820 种 。 这 
里 使 用 一 一 对 应 来 解 这 么 个 简单 的 问题 ， ΤΥ 
归 的 意义 和 方式 。 


ο αι λος σα, 32 大 中 取 了 个 元 素 ,， 人 多 许 各 个 元 于 
重复 选取 。 证 明 共 有 0O(% 一 1 十 7, σὴ [5 τες ) 和 不同 的 
选取 样本 。 | 

证 ἴξαι, ὦ», ''', αν 是 取 目 1 9, 8 的 一 种 选取 样本 ， 
3ΕΊξαι«α»--..«α,, 8 

δι--αι-ι-ὁ--1. (κ ὃς) | 
从 而 δι--αι, ὂρ--σα-Ἴ-1, δα--αὐἼἠ-3, ---, ὄν--αι-Ἔγ--]ο ἄν 
Ἱκῤι«θος οι. «ὐ κ -γ-τ | 

即 δι, δα, -.., ὃν 是 取 自 L 十 ?一 个 元 素 1 2 -..., ᾗ, ἔ-1, ο... 
十 7 一 1 的 一 个 样本 。 反 之 , 对 任 一 这 样 的 选取 样本 01, ba, “»", 
b:， 总 可 作出 取 自 1，2,…, 上 的 一 个 选取 样本 αι-- δι, ας -- ὃρ 
一 0 一 ?十 1。 这 就 说 ,两 种 选取 方式 的 选取 样本 是 一 
一 对 应 的 ,也 了 束 是 说 , 从 个 元 素 里 允许 重复 地 选取 ?个 元 素 的 
选取 样本 总 数 等 间 于 从 十 ”一 个 元 素 里 选取 7? 个 不 同 元 素 的 
选取 样本 上 总数 Ο(ξΠ-σ--1, γὴο 

评注 ”这 是 重复 组 合计 数 公式 的 一 种 推导 方法 。 由 于 用 了 
一 一 对 应 的 拉 术 ,推导 显得 简明 优美 。 其 它 推导 方法 见 第 二 
章 。 

15 设 集 合 4 有 "个 元 素 ,证 明 集 合 4 上 的 偏 函 数 ( 即 部 
分 函数 ) 共 计 (n 十 4)" 个 。 

证 ”我们 知道 集合 4 5858 Β μὴ 18 ἅς (全 函数 ) 个 数 是 
| 召 | (建议 读者 证 明 这 个 结论 ， 这 里 |4|，|B| 表 示 和 集合 4, Β 
中 元 素 的 个 数 )。 现 设 | 

| 4= αι, (2, η, ὤν), B= {1, CO “"' ἄν, ὂ} 

以 下 建立 4 上 偏 函 数 与 4 到 B 的 函数 之 间 的 一 一 对 应 。 

对 任 一 Α 上 偏 函 数 f, 定义 函数 g. 4-28, 
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[6 --}(α), 当 f(w) 有 定义 时 .. 
σία) --ὖ, 当 f(w) 没有 定义 时 
反之 , 对 任 一 函数 9: 4->B, 定义 Α ΓΑΡ 1, 
人 ο), Ἢ σ(ϱ) 5ᾱὖ 时 
Γεν, “σίω)--δ 时 
不 难 理解 ,对 应 是 一 一 的 ,因此 ΑΓΕ 8κ ΥΣ Τ Α 38 Β 
的 函数 个 数 , 即 | 如 | 一 十 1" 个。 

评注 ”利用 本 题 的 术语 ， 题 1.4 可 以 表述 为 一 个 典型 的 组 
全 学 命题 , 若 集 合 4, B 满足 ; | 4|=n, |Β|-----1, πΞ58, 那么 
马上 偏 消 数 的 个 数 不 多 于 从 集合 B 到 集合 4 的 函数 ( 即 以 为 
定义 域 , 4 的 子 集 为 值 域 的 函数 ) 个 数 。 因 为 据 本 题 结论 , 4 上 
偏 申 数 的 个 数 恰 等 于 从 集合 4 到 集合 吾 的 函数 个 数 。 

1.9 Ῥλίποι, 202 πο) 为 正 整 数 ? 的 一 个 剖 分 , 如 果 m， 
Όλη, ον. mx 是正 整 数 ， πι πο. πυρ -- πι 3; 且 π πει Ἔπος 
35... 20ο 1 ΒΗ, τοι 称 为 训 分 中 的 一 项 ， ΛΜ ΗΠΑ 
数 。 不 同 剖 分 的 个 数 称 为 剖 分 数 。 

(1) 证 明 ; 把 % 分 拆 成 不 多 于 项 的 前 分 数 ， 等 于 把 m” 分 拆 
成 最 大 项 不 大 于 到 的 前 分 数 。 | 

(2) 证 明 : 把 nn 分 拆 成 最 大 项 为 的 谢 分 数 等 于 把 % 分 拆 
成 届 项 的 前 分 数 。 

证 (1) 显然 每 一 项 数 不 多 于 5 的 % 的 齐 分 ， 对 应 于 一 个 
形 如 图 1.1 的 图 象 , 当 我 们 将 该 图 象 翻转 成 图 二 .2 中 的 图 象 时 ， 
它 表示 为 一 个 剂 分 。 不 难看 出 , 这 后 一 宅 分 的 每 一 m;《 即 图 象 
中 每 一 行 的 方 格 数 ) 都 不 大 于 ,因为 原 章 分 项 数 不 大 于 率 , 而 该 
项 数 是 后 一 诈 分 的 最 大 项 。 反 之 , 给 定 各 项 rs 的 放 分 , 可 作 
出 形 如 图 1.2 中 的 图 象 , 若 将 它 翻转 成 图 1.1 中 的 形式 , 便 可 得 
到 一 个 相应 的 项 数 不 多 于 6 的 谢 分 。 上 述 对 应 的 一 一 性 是 直观 
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图 13 | 图 5 
的 ,因此 命题 (1) 得 证 。 

(2) 当 旗 分 满足 πι ηΟ25 πμ 0 ΒΗ, 它 所 对 应 的 图 象 
必定 恰 有 6 行 , 因而 翻转 后 的 图 象 的 第 一 行 恰 有 5 格 , 翻转 后 的 
图 象 对 应 于 mz = 的 一 个 前 分 , 且 其 它 各 项 小 于 £。 反 之 , 一 个 
mm 一 上 的 剂 分 所 对 应 的 图 象 的 第 一 行 愉 甩 格 ， 那 么 该 图 翻转 
后 便 是 一 个 恰 有 8 行 的 图 象 ， 它 对 应 于 一 个 ην, Πο," ο 13 
非 零 的 有 6 项 的 前 分 。 命 题 (2) 得 证 。 | | 

评注 上 述 图 象 称 为 KFerrer 图 象 。 

15.10 我 们 把 一 些 前 分 称 为 是 自 共 斩 的 ， 如 果 它 们 的 
Ferrer 图 象 翻 转 后 所 对 应 的 谢 分 与 原 谢 分 相同 。 证 明 ΕΗ 36 38 
的 训 分 个 数 等 于 限定 诸 ποι 511.58 Η.31Ἂ πὴ ἀκ βῆ Ἡ} 2} δ ο 

证 1ΒΙΗΒ, 1201 ΗΒ Η31 Β151 ΠΗ Ferrer 图 
象 是 关于 对 角 线 对 称 的 , 如 图 1.8 βΙ7δο 58πΕ-- Β 4695 δὶ 2) {Η 
Ferrer 图 象 , 可 如 下 构 作 唯一 的 各 项 不 等 且 均 为 奇数 的 前 分 : 取 
mm 为 第 一 层 方 格 数 ，ms 为 第 二 层 方 格 数 ， 如 此 等 等 (每 层 方 格 
数 是 横向 方 格 数 加 上 竖 向 方 格 数 减 1， 参 阅 图 1.3， 那 里 
--11, ma—85, msg= 3, ma=1)。 π΄, 给 定 各 项 均 不 等 且 81 为 
奇数 的 前 分 (例如 ποι 19, ms 一 7), 可 用 庄 ‰ 构成 各 个 层次 的 
方 格 , 由 于 mm 均 为 奇数 ， 可 使 各 层 的 横向 方 格 数 等 于 紧 向 方 格 
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κ λος Ἢ ἘΠῚ ΤΕ Ὁ Τα πὲ 
Ferrer 图 象 (参阅 图 十 .多 ,因而 所 得 图 象 是 关于 对 角 线 对 称 的 ， 
从 而 对 应 于 一 个 自 共 罗 的 前 分 。 这 里 建立 的 一 一 对 应 证 明了 本 
命题 的 结论 。 


Ma=1l, ms=5, m=3, me=1, n=20 Ma =13, ns=7, n=20 
图 1.8 图 1.4 


评注 削 分 问题 在 第 六 : 章 中 将 得 到 更 加 详尽 的 讨论 。 

1.11 一 个 售 货 亭 前 排 着 2n 个 人 的 队伍 等 候 购 物 ， 假 定 
他 们 都 购买 价值 五 分 的 同一 货物 。 其 中 %* 个 人 持 5 分 货币 , τι ἢ. 
人 持 一 角 货 币 ， 而 售货员 开始 发 售 货 物 时 没有 零钱 。 问 有 多 人 少 
种 排队 方式 , 可 使 得 售货员 能 依次 顺利 出 售 货 物 , 而 不 出 现 找 不 
出 钱 的 尴 这 局 面 。 

ΒΕ ”依照 一 一 对 应 的 观点 , 本 问题 等 价 于 下 列 问题 : 

用 ?个 0 和 多 个 工 排 成 一 列 , 有 多 少 种 排列 方式 ,能 使 这 种 
ο, 工序 列 的 任意 前 了 个 <52n) 数字 中 0 的 个 数 总 不 少 于 工 
的 个 数 (我 们 称 序列 的 这 一 性 质 为 前 束 性 质 )。 

再 用 一 一 对 应 的 观点 将 问题 转化 为 图 1.5 中 从 (0, 0) 点 到 
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(α, π) 点 的 递增 路 径 问 题 。 把 0 看 作 右 移 一 步 ， 把 1 看 作 上 移 
一 步 , 那么 一 个 % 个 0 与 % 个 1 的 0,1 序列 恰 对 应 于 一 条 (0,0) 
点 到 (n, 人 点 的 递增 路 径 〈 即 限定 向 右 向 上 行走 的 路 径 )。 不 难 
明白 ,一 个 满足 前 束 性 质 的 0, 1 序列 恰 对 应 于 一 条 不 越过 对 角 
线 O4 的 递增 路 径 。 下 面 我 们 来 计算 这 种 递增 路 径 的 条 数 ， 当 
然 其 结果 也 就 是 本 题 的 解 , 它 等 于 (0, 0) 点 到 (mn, πὴ 点 的 所 有 递 
增 路 径 条 数 减 去 越过 对 角 线 04 的 递增 路 径 条 数 。 

3, }λ(ο, 0) 点 到 人, πὸ Κἰ {8 2n 步 组 成 的 路 径 完全 取决 
于 n 步 右 移 步子 (或 上 移 步子 ) 在 9 个 时 刻 中 的 那个 时 刻 走 ， 
因此 这 些 路 径 的 总 数目 是 0《2n, n) 条 (参见 题 2.22)。 

其 次 ， 为 了 计算 越过 ΟΑ 的 递增 路 径 条 数 ， 我 们 在 它们 与 
(0, 0) 点 到 人 二 1 mn 一 二 点 的 递增 路 径 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 。 
给 定 一 条 越过 O04 的 递增 路 径 , 可 如 下 唯一 地 作出 一 条 从 (0, ΟΥ 
点 到 (十 1, % 一 1) 点 的 路 径 (参阅 图 1.6); 以 给 定 路 径 的 第 一 个 
越过 04 的 步子 大 为 界 , 前 面 各 步 (包括 步子 从 以 04 为 轴 作 对 
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称 路 径 ， 成 为 新 路 径 的 前 半 部 分 。 新 路 径 的 后 半 部 分 完全 平行 
于 原 路 径 的 后 半 部 分 ， 紧 接 新 路 径 的 前 半 部 分 。 作 法 的 唯一 性 
是 明显 的 。 由 于 步子 厌 从 上 移 变 为 右 移 ， 使 新 路 径 中 右 移 步子 
比 上 移 步 子 多 了 两 个 , 因而 新 路 径 是 从 (0, 0) 点 到 (nm 十 1, n 一 1) 
点 的 递增 路 径 。 反 之 , 当 给 定 一 条 从 (0,，0) 点 到 (十 1 nn 一 了 点 
的 递增 路 径 ， 我 们 可 以 用 第 一 个 使 右 移 步 子 数目 比 上 移 步 子 数 
目 多 的 步子 天 为 办 , 仿 上 述 方式 作出 一 条 从 (0, 0) 点 到 (nm τι) καἲ 
的 新 路 径 ( 参 阅 图 1.7) 。 由 于 步子 娘 由 右 移 改 为 上 移 (而 前 面 
诸 步 中 右 移 和 上 移 的 步 数 相等 )， 新 路 径 必 在 此 越过 O4， 并 且 
由 于 新 路 径 的 右 移 和 上 移 步 数 相同 , 它 是 一 条 从 (0, 0) 点 到 (m， 
πὴ 点 的 递增 路 名。 作法 的 唯一 性 也 是 明显 的 。 两 种 路 径 间 的 一 
一 对 应 说 明 , 越过 O04 的 递增 路 色 数 目 等 于 从 (0, 0) 点 到 (nm 十 1， 
n 一 1) 点 的 递增 路 径 数目 , 而 后 者 等 于 2m 个 步子 中 选取 nn 二 1 个 
右 移 步 子 的 选择 方式 的 数目 , 即 
O(2n, nt+1)=O(2n, γυ--1) 


因此 本 题 的 解 是 ， 
O (2n, π) —O(2n, τι--1) | 
ος (πλ! κ (21) } 1 Ώω! 
nln! (十 人 Te 一 人 1 n+l nin! 
1 _ 1 πι _ 1 
-πττ On, m= TT ὅπ, η) 


评注 “一 一 对 应 技术 在 本 题 取得 了 极 大 的 成 功 。 本 题 是 者 
名 的 Catalan 数 的 一 个 模式 ， 它 的 其 它 模式 和 其 它 解法 读者 在 
以 后 几 章 中 将 陆续 遇 到 。 本 题 事 实 上 给 出 了 三 个 问题 的 解 : 售 
货 亭 问题 有 前 束 性 质 的 0, 1 序列 问题 、 不 越过 对 角 线 的 递增 
路 径 问 题 。 

1.12 设 % 位 客人 在 晚会 上 每 人 与 他 人 握手 d 次 ， 是 奇 
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数 。 证 明 是 偶数 。 | 

证 ”由 于 每 一 次 握手 均 使 握手 的 两 人 各 增加 一 次 与 他 人 所 
手 的 次 数 , 因此 ww 位 客人 与 他 人 握手 次 数 的 总 和 nd 是 偶数 一 一 
握手 次 数 的 两 倍 。 已 知 @ 是 奇数 ,那么 "必定 是 偶数 。 

评注 “从 本 题 开 始 ， 介 绍 应 用 奇偶 性 等 数论 性 质 解 题 的 例 
子 。 读 者 不 久 就 会 体会 到 , 奇偶 性 看 起 来 简单 , 但 应 用 方式 却 是 
多 种 多 样 的 , 熟练 掌握 亦 非 易 事 。 此 外 , 本 题 也 可 以 化 归 为 图 论 
问题 来 解 。 将 客人 看 作 图 的 结 点 ， 一 次 握手 相当 于 两 结 点 间 的 
一 条 边 , 而 每 个 客人 握手 次 数 可 解释 为 各 结 点 的 度 , 本 题 便 是 一 
个 图 论 定理 的 特例 , 该 定理 断言 ; 图 的 奇数 度 结 点 数 必 定 是 偶数 
个 。 该 定理 的 证 明 可 仿 上 进行 。 

118 设 n 是 一 奇数 。 试 证 ， 一 个 写 为 n 进 制 的 自然 数 m 
是 奇数 , 当 且 仅 当 它 的 % 进 制 表示 中 奇数 数字 出 现 奇 数 次 。 

ὑρίοΐ + om 二 

ΕΕΣ αν, μὴ pm no 全 为 奇数 。 著 δρ, ὅι, -'., ὃν πι ΒΒ ἀκ 
个 奇数 ， 其余 为 偶数 , 那么 πι 便 是 奇数 个 奇数 及 若干 个 偶数 的 
ἯΙ, 从 而 m 是 奇数 。 若 δρ, δι, -.., ὃν 中 有 偶数 个 奇数 ,其 余 均 为 
偶数 , 那么 πι 便 是 偶数 个 奇数 及 一 些 偶数 的 和 ,因而 mr 是 偶数 。 

1.14 正 整 数 %% 的 因子 个 数 ( 包 括 1 和 %m) 是 奇数 的 充分 必 

证 ”注意 一 个 简单 的 事实 : 当 n= Mi" Ma 时 m6， πο 同时 是 
νι 的 因子 ,并 总 可 设 τει“ nm, 当 mn 是非 完 全 平方 数 时 ,m1 
«9 π 过 mz。 因此 ,这 时 "的 因子 在 wm 以 下 和 wm 以 上 成 对 
地 出 现 ,而 Vn 不 是 % 的 因子 ， 因 而 w 恰 有 偶数 个 因子 。 {τ 
为 完全 平方 数 时 , Vn 是 mn 的 因子 ,而 Mn 以 下 及 VW 以 上 mn 的 
因子 仍然 成 对 地 出 现 , 因此 于 的 因子 数 是 奇数 。 
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1.16 (a) 在 一 张 纸 上 画 着 一 个 图 。 一 只 小 虫 在 纸 的 某 处 
出 发 假 行 , 若 它 在 一 次 疏 行 中 , 至 疏离 纸 面 时 总 计 穿 越 了 圆周 6 
次 。 问 该 虫 从 原来 所 在 位 置 起 疏 行 ， 个 离 纸 面 至 少 要 穿越 圆周 
几 次 。 

(ο) 在 一 张 纸 上 画 着 如 图 1.8 所 示 的 一 条 封闭 曲线 。 一 只 

虫 在 纸 上 某 处 出 发 疏 行 ， 
在 它 息 离 纸 面 时 总 计 穿 越 
了 曲线 61 次 。 问 该 虫 从 原 
处 出 发 ， 卜 离 纸 面 至 少 要 
穿越 曲线 多 少 次 。 
α ( 最 少 穿越 加 
图 1.8 周 零 次 。 因 为 该 虫 息 离 纸 
面 时 穿越 圆周 6 次 , 6 是 偶数 ,所 以 它 原 处 于 圆周 之 外 ， 从 而 该 
虫 可 能 不 经 过 圆周 就 直接 疏离 纸 面 。 

(Ὁ) 最 少 穿越 曲线 一 次 。 因 为 该 虫 八 离 纸 面 时 穿越 曲线 
61 次 , 61 是 奇数 ,所 以 它 原 处 于 曲线 所 界 区 域 之 中 , 从 而 该 虫 可 
能 穿越 曲线 一 次 后 径 自 息 离 纸 面 。 

1.16 图 的 互 amijton (哈密 尔 顿 ) 路 径 (回路 ) 是 指 经 过 
图 中 每 一 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 (回路 )。 

(4) 证 明 图 1.9 中 的 图 没有 Hamilton 路 名和 Hamilton 
回路 。 

(0) 证 明 图 1.9 中 任何 一 条 不 重复 经 历任 何 一 个 结 点 的 
路 径 , 至 多 含有 全 图 21 个 结 点 中 的 19 个 。 

证 如 图 1.10 对 图 1.9 中 图 的 各 结 点 标记 字母 4, Β, 
相 邻 的 结 点 标记 不 同 的 字母 。 不 难 发 现 ，21 个 结 点 中 12 个 标 
记 4, 9 个 标记 Β. 

(a) ”如 果 此 图 有 Hamilton 路 径 (回路 ), 那 么 它 必 定 相间 
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[ΐἩ 1.10 


经 历 标记 4 和 B 的 结 点 ， 因 而 经 历 标记 4 和 B 的 结 点 个 数 至 
多 相差 1 (相等 )。 我 们 知道 Hamilton 路 径 ( 回 路 ) 历 遍 图 的 所 
有 结 点 ， 因 此 全 图 结 点 中 标记 4 和 标记 B 的 结 点 应 至 多 差 1 
个 (数目 相同 ), 这 与 事实 不 合 , 事实 上 标记 4 的 结 点 多 了 3 个 。 
因此 , 原 图 无 Hamilton 路 径 ( 回 路 )。 

| (Ὁ) 如 果 此 图 有 一 条 不 重复 地 经 历 20 个 或 21 个 结 点 的 路 
径 ， 那 么 由 于 这 条 路 径 相 间 经 历 标记 4 和 B 的 结 点 ， 它 必定 
至 少 经 过 10 个 标记 B 的 结 扩 ,但 原 图 只 有 9 个 这 样 的 结 点 。 因 
此 ， 此 图 中 不 重复 经 历任 何 结 点 的 路 径 ， 至 多 含 19 个 结 点 。 
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评注 ”本 方法 只 适用 于 证 明 Hamilton 路 径 ( 回 路 ) 不 存 
在 , 不 能 由 标记 的 4,B 数目 至 多 差 1 相同 ) 而 断定 有 Hamilton 
路 径 (回路 )。 另 外 , 当 所 给 图 无 法 作 这 种 标记 时 , 这 一 方法 通常 
不 再 适用 , 但 有 时 也 可 用 删除 或 添加 三 度 的 结 点 的 方法 来 弥补 ， 
下 题 便 是 一 例 。 .. | . 

1.17 图 中 的 一 条 Euler( 网 拉 ) 路 径 ( 回 路 )， 是 指 一 条 经 
过 图 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 (回路 )。 证 明 图 1.11 中 的 
图 既 无 Euler 路 径 , 又 无 Hamilton 回路 。 


ΒΕ 1.11 πι 1.19 


证 ”由 于 本 图 有 4 个 奇数 度 的 结 氮 ， 据 图 论 的 一 个 基本 事 
实 , 本 图 没有 Buler 路 径 , 更 没有 Euler 回路 。 

给 图 .11 增加 两 个 结 点 ,并 给 各 结 点 相间 标记 4, B, 如 图 
1,12 所 示 。 现 在 4 的 个 数 比 BB 的 个 数 少 1， 因 此 图 1.12 中 没 
有 Hamilton 回路 (因为 这 样 的 回路 一 定 经 历 同 样 多 个 4 和 
“8B)。 进 一 步 我 们 可 以 断定 图 .11 亦 无 Hamilton 回路 , 因为 任 
一 这 样 的 回路 无 颖 要 经 历 图 1.12 中 的 新 添 结 点 (这 些 结 点 都 是 
{ΣΕ ΒΕ Hamilton 回路 必 经 的 边 上 的 二 度 结 点 ), 这 将 导 至 图 
1.12 也 有 Hamilton 回路 的 结论 ,矛盾 。 
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1 18. ἹΠΠΗΠΗ͂Ι.18ηπμῆ 5872 11 面体 表面 上 没有 Hamilton, 
证 ”我们 注意 到 12 面体 的 每 个 顶点 的 度 或 者 是 4 或 者 是 
3。 如 图 王 .13， 我 们 将 各 顶点 度 : - p> 

数 标 在 图 上 。 不 难看 出 , 每 个 4 度 
的 项 点 邻接 的 顶点 都 是 3 度 的 ， 
反之 每 个 8 度 的 顶点 邻接 的 顶点 
都 是 4 度 的。 假如 13 面 体 表 面 
有 Hamilton 路 各, 那么 它 必 定 相 

间 经 历 3 度 和 4 度 的 顶点 。' 由 于 
路 径 要 经 历 全 部 考 个 顶点 , 因此 | 
必定 经 历 7 个 4 度 顶 点 ,但 切面 .图 1.3 
体 上 只 有 6 个 4 度 的 顶点 。 故 该 图 中 不 可 能 有 Hamilton: 路 
15. | 


1.19 有 ” 蔓 灯 在 一 走道 上 排 成 一 列 ， 它 们 都 关闭 着 。 某 
人 在 这 一 走道 上 往返 ”次 。 第 一 次 通过 走道 时 拉动 每 一 营 灯 的 
开关 , 然后 回 到 走道 端点 处 。 第 二 次 通过 走道 时 拉动 第 二 、 四 、 
;-.' ΕΧΤΙΣΕ, 再 回 到 端点 处 。 第 三 次 通过 走道 拉动 第 三 、 
六 、 九 、… 恤 灯 的 开关 ， 如 此 等 等 。 问 此 人 往返 % 次 后 ， 哪些 灯 
的 开关 仍然 关闭 着 , 哪些 灯 已 经 亮 了 。 

解 ” 考 虑 第 了 全 灯 (1<5<m) 。 不 难 明白 , 若 宇 有 太 个 因子 
(包括 1 和 分 ， Π35 ὁ 履 灯 的 开 闭 状态 被 改变 次 , 因此 , 它 仍 
然 处 于 关闭 状态 当 且 仅 当 hb 是 偶数 。 据 题 1.14,& 是 偶数 当 且 
仅 当 不 是 完全 平方 数 。 蕉 当 i 不 是 完全 平方 数 时 ， 第 ὁ 3ΕΠ 
的 开关 仍然 关闭 着 ; πο“ ὁ 是 完全 平方 数 时 , 35 ὁ 稚 灯 最 终 被 打 
开 。 | . 
1.20 118 1.14, 将 一 张 国 际 象棋 的 棋盘 的 两 角 截 去 。 
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(a) ”假设 一 块 多 米 诺 骨牌 恰 覆 盖 棋 盘 两 格 。 问 是 否 可 用 
这 种 骨牌 互 不 重 迭 地 将 这 张 残缺 的 棋盘 完全 覆盖 (没有 一 格 未 
被 覆盖 , 也 没有 骨牌 伸 出 棋盘 )。 

(Ὁ) 有 64 间 房 间 排 列 得 象 一 张 棋盘 ， 备 个 房间 都 有 通 疝 
邻 间 的 门 。 问 一 个 人 是 否 可 能 从 一 个 钊 上 的 房间 出 发 ， 走 过 每 
一 个 房间 一 次 且 仅 一 次 , 而 最 终 从 对 角 上 的 那个 房间 离 去 。 

κ (9) 不 能 。 因 为 一 块 骨牌 必定 履 盖 一 个 白 格 和 一 个 黑 
格 , 而 这 种 残 氧 棋盘 的 白 方 格 多 于 黑 方 格 ， 所 以 用 互 不 重 迁 的 骨 
牌 不 能 完全 覆盖 此 棋盘 。 

(b) 不能。 除去 对 角 两 间 后 的 房子 可 看 作 一 张 同 图 1.14 
的 残缺 棋盘 。 如 果 此 人 能 从 一 角 出 发 按 要 求 遍历 所 有 房间 (Ἔξ 
们 已 被 看 作 黑 冉 方 格 ) 后 从 对 角 高 去 ， 那 么 此 人 走 过 的 路 径 ( 不 
考虑 两 角 上 的 房间 ) 必 定 相 间 经 过 白 . 黑 方 糙 , : 因而 经 过 的 白 格 
至 多 比 黑 格 多 一 个 。 但 是 ， 实际 上 自 格 比 黑 格 多 两 个 。 这 就 是 
说 此 人 不 可 能 按 要 求 遍历 所 有 房间 。 ι 

1.91 从 国际 象棋 棋盘 上 任意 挖 去 一 个 白 格 和 一 个 黑 格 
(如 图 1.15 所 示 ， Α, Β 分 别 表示 挖 去 的 黑 、 浙 方 格 )。 证 明 : 
它 可 被 31+ 块 多 米 诺 骨 牌 互 不 重 迭 地 完全 覆盖 。 
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证 ”如 图 .15 所 示 , 粗 黑 框架 把 棋盘 隔 成 一 个 “迷宫 ” 它 
的 任何 两 处 是 可 以 互相 到 达 的 ， 且 有 两 条 互相 到 达 的 通道 。 例 
如 , 从 4 出 发 , 可 先 向 左 后 向 下 沿边 线 走向 B, 或 者 向 下 走 两 个 U 
字形 到 达 B。 由 于 4 处 于 黑 格 , B 处 于 白 格 ， 而 且 每 条 通道 上 
都 是 黑白 格 相间 , 因此 每 条 通道 都 可 以 用 骨牌 完全 覆盖 , 从 而 整 
个 残缺 棋盘 也 是 可 以 用 骨牌 完全 覆盖 的 。 由 于 残缺 棋盘 共 62 
格 , 因此 恰 需 31 块 多 米 诺 骨牌 。 

1.23 一 个 6x6 棋盘 被 18 梁 多 米 诺 骨 有 牌 孔 不 重 迭 地 完 
全 覆盖 。 证 明 可 以 将 覆盖 后 的 棋盘 切割 成 两 个 矩形 而 不 切割 到 
任何 一 块 骨牌 。 

证 ἡεἶιας ἐκδ) 和 为 (I<j< 分别 表示 水 平 切 割 线 和 
垂直 切割 线 。 若 本 命题 不 真 ， 那 么 每 一 水 平 切割 线 和 垂直 切割 
线 都 至 少 切割 一 块 骨牌 。 事 实 上 ， 我 们 可 证 这 种 切割 线 切 割 骨 
牌 的 块 数 必定 是 偶数 。 若 ιτ 1) 切割 奇数 块 骨 牌 (如 图 1.16 
所 示 ， 阴 影 部 分 表示 被 切割 的 : 
上 骨牌 ), δα 1.11 Εν, ΕΞ 
被 切割 到 的 半 块 骨牌 所 盖 的 奇 
数 个 方 格 ， 恰 被 多 米 诺 骨 牌 完 “一 


1-1}, 
7) σσ ν/, 


«κ σι 
全 覆盖 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 多 TT 
米 庶 骨 有 牌 不 可 能 完全 覆盖 奇数 
个 方 格 (覆盖 部 分 格 数 等 于 上 
部 所 有 偶数 个 方 格 减 去 奇数 个 
半 块 骨牌 覆盖 的 方 格 ) ΑΒ, 图 1.16 


我 们 可 以 断定 起 以 及 为 都 至 少 切割 两 块 骨牌 。 又 ，1 所 切割 的 
骨牌 ,Cj 下 人 及 诸 旋 都 不 会 再 切 制 到 。 因 此 ， 覆 盖 6x6 棋 盘 
的 骨牌 至 少 有 20 块 。 这 与 18 块 骨 牌 可 以 覆盖 6x6 棋盘 的 明 
显 事实 相 矛 盾 。 故 假设 不 能 成 立 , 命题 得 证 。 


[οἱ 
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评注 对 8x8 及 1J0xi0 的 棋盘 ,本 题 的 续 论 是 不 成 立 的 。 
读者 可 自行 构造 一 个 8x8 棋盘 的 完全 材 盖 , 使 每 条 水 平 切割 线 
和 垂直 切割 线 都 至 少 切割 一 块 骨 牌 。 

工 .23 二 形 肯 牌 指 形 如 图 革 1r(a) 所 示 的 骨牌 Ἡ 6 ἘΝ 
8 76 85 ΠΕ ΠΕ 1Η Ἡ. ας βὴ 1 76 Ἡ᾿8: Χἡ ΒΒ 76 9 ΛΟ 18] βὰ βθ πα, 
- 且 没 有 任何 一 块 骨牌 伸 出 图 形 之 外 。 κ 

(a) 证 明 : 5x4, 6x6 的 矩形 不 可 用 工 形 骨牌 完全 覆盖 。 

(b) 证明 : 如 果 一 个 m%x% 矩 形 是 可 用 上 ΜΒ Ἡ 
的 , 那么 所 用 的 骨牌 数 必定 是 偶数 。 | 


图 1.17 


(ο) 证 明 ; πι, τ ΒΛ 8, 3 88 整除 rar， 那么 πο Χιπ 
.Β}6 η] Ηὴ Ἢ ΤΗ Ἠ σέ Άτα 

证 〈a) 如 果 5x4 6x6 ΑΕΠΙ ΙΗΜΣΕΦΤΕΣΕ, 3 
么 它们 必定 被 奇数 块 (6 块 和 9 δε) Ἢ ΤΡ ΒΓ 38 τᾶ, Μη 
(0) 冲突 , 因此 可 以 说 (a) 是 (b) 的 简单 推论 。 

(b) 首先 注意 ， 一 块 上 上 形 骨 小 答 由 两 块 多 米 诺 上 骨牌 组成， 
可 分 别称 为 上 形 崩 有 牌 的 头 部 和 和 尾部。 一 个 工 形 骨牌 的 完全 禾 
盖 是 一 个 特殊 的 多 米 诺 骨牌 的 完全 覆盖 。 另 外 ， 可 被 工 形 骨 牌 
完全 覆盖 的 πο πι 矩形 必定 有 偶数 个 方 格 , 故 πο, n 中 至 少 一 个 
是 偶数 。 
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设 m xn 矩形 可 被 工 形 骨牌 完全 覆盖 , ὑπ 1. 1Τ (0) 所 示 。 
设 m 为 偶数。 图 中 lL<i<n 一 了 表示 水 平 切割 线 。 据 题 1.22 
的 证 明 ， 必定 切割 到 侦 数 个 工 形 骨牌 的 头 部 或 尾部 。 不 难 明 
崩 ， 每 一 工 形 骨牌 都 有 一 个 并 且 仅 有 一 个 头 部 或 尾部 被 某 一 
所 切割 ， 而 诸 4 中 不 可 能 有 两 条 同时 切割 一 个 工 形 骨牌 。 因 此 
全 部 所 切割 的 工 形 骨牌 的 头 部 或 尾部 共计 偶数 个 , 从 而 覆盖 
矩形 的 工 形 骨牌 也 是 偶数 个 。 - 

(ο) 注意 两 个 事实 ， 一 是 2X4 矩形 是 工 形 骨牌 可 完全 办 
盖 的 , 二 是 5x8 矩形 也 是 荆 形 骨 上 牌 可 完全 覆盖 的 ( 见 图 1.17 
(b))。 现 设 πι 可 被 4 整除 , 可 被 2 整除 (或 n 可 被 4 整除 , τ 
可 被 2 整除 ), 那么 矩形 可 分 为 若干 个 2x4 矩形 , 从 而 明显 可 被 
工 形 肯 牌 所 覆盖 ; 又 车 m( 或 办 可 被 8 整除 ,m( 或 由) 为 奇数 , 那 
么 和 矩形 可 分 为 若干 个 2X8 矩形 和 一 个 5x8 上 矩形， 所 有 这 些 抵 
形 都 是 可 用 工 形 肯 牌 完全 覆盖 的 。 综 上 所 述 ， 当 m, n 均 大 于 
8 Η 8 整除 mn 时 , mxn 矩形 可 用 工 形 骨牌 完全 覆盖 。 

评注 ”前 已 指出 , 化 归 是 一 种 重要 的 数学 方法 。 在 解 题 时 ， 
心中 时 常 要 回忆 已 经 解决 的 类 似 问题 和 有 关 事实 (就 象 由 本 题 
想到 题 1.22 那样 )。 这 样 往往 会 收 到 意 想不到 的 好 效果 。 

本 题 (b) (ο) 可 合并 为 荆 形 骨牌 完全 覆盖 的 一 个 充分 必要 条 
件 : πι xm 矩形 可 用 工 形 骨牌 完全 覆盖 , 当 且 仅 当 mm 可 被 8 πε 
除 。 
1.94 单 交 曲 线 是 指 形 如 图 1.18(e) 的 封闭 曲线 ， 曲 线 可 
”能 自己 与 自己 相交 ,但 同一 交点 处 不 能 相交 两 次 或 两 次 以 上 ,图 
1.18(5) 不 是 单 交 曲线 。 

(a) 从 一 单 交 曲线 上 的 任何 一 点 出 发 沿 曲 线 前 进 ， 同 时 给 
所 直到 的 交点 依次 标记 1, 3, 8, …。 由 于 历 遍 曲线 时 每 个 交点 
要 遇 到 两 次 , 因此 每 个 交点 有 两 个 标记 , 如 图 1.18(@) 中 所 做 的 


α |] 。 


1.18 


那样 。 证 明 : 每 个 交 挟 的 两 个 标记 一 定 一 奇 一 偶 。 

(b) 假设 曲线 在 相交 处 有 上 下 之 分 ， 即 设想 它 为 一 根 实 在 
的 纱 线 。 假 定 有 一 小 虫 沿 曲 线 息 行 , 证 明 : 总 可 使 曲线 安排 得 让 
小 虫 在 疏 行 通过 交点 时 , 越过 交 线 和 从 交 线 下 通过 相间 地 发 生 。 

证 Ὁ) 考虑 曲线 上 某 交 点 @。 沿 Q@ 一 端 前 进 ， 再 回 到 另 
一 病 只 走 完 曲 终 的 一 部 分 , 设 为 4; 若 再 从 第 三 端 出 发 ， 再 回 到 
第 四 个 端点 ， 则 走 完 曲 线 的 其 余部 分 ， 设 为 B( 见 图 1.19)。4 
与 日 以 Q@ 为 交 反 ,我 们 上 只 须 证 明 沿 4 由 @ 回 到 8, 中 途上 只 经 过 
偶数 个 交 挟 。 注 意 , Α 上 的 交点 或 者 是 它 自身 的 交点 ,或 者 是 它 
与 的 交 所 。 

如 果 交 上 感 卫 是 44 自身 的 交点 ， 那 么 必定 通过 卫 两 次 。 如 
果 交 扩 咏 是 和 4 和 BB 的 交点 ， 那 么 只 通过 有 B 一 次 (参看 图 1.19 
(4%) (5))。 现 在 证 4 和 BB 的 交点 必 为 偶数 个 。 


当 我 们 把 4 的 各 交 扩 分 离开 (如 图 .19(0)), 那么 它 是 一 
条 封闭 曲线 。 BB 也 同样 。 因此 BB 或 在 4 之 中 ， 或 在 4 之 外 ， 这 ᾿ 


时 它们 均 无 交点 。 当 如 既 不 在 4 之 中 又 不 在 4 之 外 时 ， 显 然 
Α, B 有 侦 数 个 交点 (回忆 题 寺 .15)。 总 之 ， 经 历 4 时 要 碰 到 侦 
数 次 4 目 英 的 交 所 ,4 与 妃 的 交点 ， 从 而 @ 的 两 个 标记 之 闻 将 
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δι. τῶ 


(ο, 


.图 1:19 


相差 25 十 14， 从 而 必定 一 奇 一 侦 。 

(pb) 沿 曲线 前 进 并 给 各 交点 作 标记 , 当 标 记 一 个 奇数 时 ,我 
们 把 所 过 到 的 交 线 放 在 上 面 (从 该 交 线 下 通过 );， 当 标记 一 个 侦 
数 时 ， 我 们 把 所 遇 的 交 线 放 在 下 面 ( 从 该 交 线 上 越过 )。 由 于 每 
个 交点 处 的 两 个 标记 都 为 一 奇 一 偶 ， 而 任意 两 个 相 邻 标记 (m， 
πι) 与 (m 十 1, n') 的 奇偶 状况 恰好 相反 ， 因 此 我 们 对 曲线 的 上 述 
安排 是 可 行 的 ， 此 时 小 忠 的 息 行 亦 满足 题目 的 要 求 (参见 图 
1.30) 。 

1.25 证 明 Om, 0) 二 TO 1) ---» Οία, τὴ --2"ς 
证 ”我们 从 两 个 不 同 角 度 计算 图 1.21 中 0 点 到 直线 ΑΡ 


ο 2 ν 


各 边 的 向 下 的 路 径 条 数 。 首 先 , ΛΟ 点 出 发 ,每 下 一 层 有 两 个 分 


枝 。 因 此 从 O 点 到 4B 直 
16 ω ο 线 的 走 法 共 2" 种。 其次， 
ΙΙ 1 


我 们 分 头 计算 从 O 点 到 
ΑΒ 上 各 点 的 路 径 条 数 。O 
点 到 ΑΒ 上 第 了 点 的 路 径 
不 同 取决 于 % 步 中 向 右 走 
”的 纪 步 所 处 的 地 点 , 因此 ， 
图 120 这 种 路 径 应 为 O(n, 分 条 。 
从 而 由 Ο 点 到 ΑΒ 直线 上 各 点 的 所 有 路 径 条 数 是 

O(n; 0) 十 Oo 1) ἠ--:.ἠ- Οι, η) 


因此 本 题 等 式 成 立 。 | . 
评注 本题 所 使 用 的 解法 并 不 如 利用 和 牛顿 二 项 式 定理 来 得 
简捷 ,但 它 对 读者 体会 从 不 同 角度 计数 以 进行 组 合 分 析 的 方法 ， 
即 殊途同归 的 方法 ,将 有 所 脾 益 。 
1.96 证 明 
Ο(πι γα, 7)=O(m, 0)«Ο(π, τ) --Ο (πι, 1) .O(n, r—1) 
Γ... ο (πι, ϱ) «Ο(π, 0) 
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-ᾱ ἯἨΕ 


证 Ε 1.252 是 一 个 (mm 十 nn 一 ?7) ΧΏ 7}, (ο, 0) 点 到 
Am 十 n 一 ?7) 点 的 递增 路 径 条 数 是 

Omin—r+r, 1) =O0(mt+n, 7) | 

(ΜΗ ΜΗ 1.11}, οκ ΗΜΊΕΠΤΙΙ ΣΤ 1-136, 3β- 36 1 ΑΡ 

上 (m, 0) 点 的 路 径 , 第 二 类 是 过 4B 上 的 (m 一 1 Ὁ κ μμ, 


“ee ,第 7 十 1 类 是 过 4B 上 (mm 一 7?, 中 点 的 路 径 。 5 ὁ--1(0-ὸ 
<7) 类 路 径 的 条 数 可 如 下 计算 。 
Απ»: γ) {γ1ξ απ σε 7) 


(0, 0) | Ὡς πινθ) 
1.99 
从 (0, 0) 操 到 (m2 一 名 点 路 径 条 数 
Ο(ην 一 和 十 和 4) Ο (πι, ὦ) 
而 (mm 一 六 ὁ) 所 到 (m 十 mw 一 7?, γ) 1918353585. 
| Ο (πο -Ί πι --(πι--ϐ) 十 全 一作 τ--ὁ) --Ο(η, γ--δ) 
因此 得 : 从 (0, 0) 点 经 过 (mm 一 和 ὁ) Κα δα (πο πια, νὴ 点 的 递 
增 路 径 ( 即 第 4 十 类 路 径 ) 条 数 是 
Ο (ην, ὦ) On τ--) κ 
于 是 我 们 有 | 
Ο (m+n, 7) -Σ Om, ὃ -Ο(α, 7— 
命题 得 证 。 


1. 对 没有 三 条 对 角 线 交 于 一 点 的 凸 多 边 形 , 计算 各 边 
及 各 对 角 线 所 组 成 的 互 不 重 适 的 区 域 个 数 ( 人 参见 图 工 .23) ο 


四 边 形 区 域 


图 1.23 


解 ” 令 Wi 表示 区 域 中 % 边 形 的 个 数 。 我 们 现在 从 两 个 角 
度 计 算 各 区 域 的 顶点 总 数 (包括 重复 计 得 的 数目 )。 首 先 可 如 下 
计算 . 
3Na 二 4N 十 … 十 ma， (1) 
其 中 πι 是 各 区 域 的 边 数 的 最 大 值 。 另 一 方面 ， 每 两 条 对 角 线 
(或 每 四 个 顶点 ) 决 定 一 个 内 部 的 区 域 顶 点 , 因此 在 (1) 式 中 计算 
内 部 的 区 域 顶 点 数 所 得 数值 是 40(m, 4) (每 个 内 部 顶点 在 (了 1D) 
式 中 重复 计算 四 次 , 因为 总 是 四 个 区 域 公共 一 个 顶点 ); 在 人) 式 
计算 中 , 凸 多 边 形 的 每 个 顶点 重复 计数 % 一 2 次 ( 它 是 m 一 2 个 三 
角形 的 公共 顶 氮 )， 因 此 在 ( 耳 式 的 计算 中 , ”个 顶点 被 计数 为 
n(n 一 2) 。 据 以 上 讨论 不 难 明 白 . 
3Ns+4Ns+- +mNa=40(n, 4) +n. (n—2) (2) 
现在 我 们 再 从 两 个 角度 来 计算 所 有 区 域 的 内 角 和 的 总和。 
首先 , 它 显然 是 
1805. Na+360°. Ns+540°. Νοε. -Ε (m—2)180°. WN, 
其 次 , 它 还 可 如 下 计算 ; 
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11} 


O(n, 4) «8605 -Ε (ι--9γ1805 
ο το 总 和 ,第 二 项 
ΤΘ ΡΕ Τ1)ο ΒΑ ΠΠ 
1805. Λο +360°. Ns+-…+ (πο 9) 1805. Λη 
-OO 4) «36053 (n—2) «1805 
从 而 
Nst+2Ns+3Ns+t 二 (πι-- 2) Νις 2Ο (πι 4) + (η -- 2) 
(8) 
由 (2) 式 两 边 同 时 减 去 (8) 式 两 边 得 
2Ns+2Ns+2Ns+-…+2Nn=20%, 4)+ nm—1) (π--2) 
Ns-+NstNstit**+Nn=O(n, 4)+O((n—1, 2) 
这 网 是 说 , 所 求 的 区 域 总 数 为 O(n, 和 十 O(n 一 1, 2)。 
评注 ”本题 是 用 “殊途同归 方法 ” 解 组 合 问题 的 一 个 很 好 的 
例子 。 这 是 一 个 困难 的 计数 问题 ， 还 可 以 用 其 它 方法 来 解 。 用 
递 推 关 系 求解 的 研究 将 在 第 五 章 中 谈 到 。 


工 .28 平面 图 G 有 豆 amilton [5| {κ ΗΠ 的 必要 条 件 是 > 


(一 2) (Ti 一 O02 = 二 0， 其 中 天 表示 回路 互 内 由 《条 边 围 成 的 区 
域 个 数 , Ο, 表示 回路 Η 外 由 了 条 边 围 成 的 区 域 个 数 。 

证 ΕΗ 1.24ηἠ1 Η 表示 的 Hamilton 回路 。 我们 知道 ， 
不 在 二 上 的 边 或 在 瑟 之 内 部 ， 或 在 旦 之 外 部 。 首先 考虑 互 
的 内 部 , 设 其 间 有 4 条 边 。 由 于 G 是 平面 图 , 这 些 边 互 不 相交 ， 
因此 每 一 条 边 都 把 它 所 经 过 的 区 域 分 成 两 部 分 , 从 而 Η 内 部 应 


有 +1 个 区 域 ,也 就 是 说 


ᾱ--Ἱ.-- ST (1) 
这 里 % 是 介 中 结 扩 数 , 上述 求 和 和 到"% 止 是 明显 的 , 因为 不 会 在 G 
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1.94 


中 有 % 条 以 上 的 边 围 成 的 区 域 。 
另外 , 我 们 来 计算 围 成 那些 内 部 区 域 的 边 的 总 数 (包括 重复 


计 得 的 数目 )， 即 计算 5 6. 了 1。 由 于 在 计算 中 每 条 Ἡ 内 部 的 边 
都 计算 了 两 次 , 而 Ἢ 上 的 边 (显然 是 m” 条 ) 仅 计算 一 次 , 因此 


24 上 mw 一 人 一 27s 十 3Ts 十 … 十 nT。 (9) 
解 出 4)ΔΗΙ ΦΙΛ} ΑΆ8 κ 
5 一 2 (ST.-1 )+n— ST.n -2 
从 而 | 
ΣΩ -ϑ)]ι-----3 (8) 
对 也 外 部 进行 完全 相同 的 讨论 , 同 理 可 得 
Σ06--92)0,--5--3 (4) 
由 (9) (多 式 得 | 


Σι(ὁ--) (1.0) --ο 


ο ὦὧδ ο 


”命题 得 证 。 / . 
”评注 ， 本 命题 是 苏联 数学 家 人 ozyrev 得 到 的 一 个 关于 

Hamilton 回路 问题 的 重要 结果 ,证明 所 用 的 主要 技术 仍然 是 设 
法 从 不 同 角 度 对 内 外 部 区 域 的 性 质 进行 研究 . 从 而 得 出 适当 的 
等 式 。 本 命题 有 不 少 有 趣 的 应 用 , 下 题 便 是 一 例 。 

1.99 ”利用 题 1.28 中 给 出 的 必要 条 件 ， 证 明 图 1.25 中 的 
图 没有 Hamilton 回路 。 | | 

证 ΠΙΚΗ͂Ι 1.25 中 的 图 有 瑟 amjilton 回 路 ,那么 据 题 工 .28 
给 出 的 必要 条 件 , 我 们 有 ΜΙ 
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图 1.95 | 图 1.96 
ὃ(1σ--Ο5) 十 6(7s 一 0s) --1 (1ο--Ο0) --0 
但 九 边 形 在 图 中 只 有 一 个 (外 部 区 域 )， 因 而 7(Ts 一 Oo) = 一 7， 
也 了 吏 是 说 
3(475 一 0 ἠ-6(]ε--Ος) --ἳ 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 左边 显然 是 8 的 整数 倍 。 矛 盾 , 假设 不 能 
成 立 , 命题 得 证 。 

1.30 单位 正方 形 被 平行 于 边 的 直线 分 成 相等 的 9 部 分 ， 


a ος « 


挖 去 中 间 的 那 部 分 。 对 剩 下 的 8 ος ο ο. 
的 正方 形 ) 重复 上 述 过 程 。 问 这 样 做 % 次 后 ， 还 留 有 多 少 个 边 
长 为 去 的 小 正方 形 。 


τ ΣΤ 
形 个 数 。 显然 αι-- δ, 而 


0 一 90 α--ᾱ 135- δῶρ.ι 
因此 ἄμπεδα, ι-- δα, α----:--8'-ᾳι -- 8" 
评注 ”本题 所 用 方法 是 : 先 建立 递 推 关系 , 然后 用 迭代 法 解 
出 。 建 立 递 推 关 系 是 解决 计数 问题 的 重要 手段 ， 后 面 有 专 章 讨 
论 , 这 里 只 是 给 读者 提供 几 个 有 趣 的 例子 , 领略 一 下 这 种 方法 的 
大 致 精神 。 
1.891 设 f(m) 表示 3xmw 和 矩形 的 各 种 不 同 的 多 米 诺 骨牌 完 
全 履 次 的 数目 。 试 计算 } (ο) ο 
解 ” 我 们 先 建立 一 个 了 (wm) 所 满足 的 弟 推 关系 。 如 图 1. 27, 
我 们 考虑 第 一 列 两 个 方 格 被 覆盖 的 两 种 不 同方 式 。 图 1.27(@) 
表示 它们 被 一 块 骨 牌 覆 盖 ， 其 余 方 格 的 不 同 覆 盖 数 目 便 是 jn . 
一 1)。 图 1.25 (0) 表示 前 两 格 被 两 块 骨 有 牌 所 覆盖 盖 ， 那 么 其 余 方 
格 的 履 盖 方式 应 是 fn 一 2) 种 。 因 此 ， 
Ῥω) =f (nC—1)+f (nO—2) 
解 这 个 递 推 关系 的 方法 我 们 留 到 第 五 章 介 绍 , 这 里 仅 指 出 : 
AA TT 
ΝΥΝ ΚΕΝ ΝΙΝ 
Ὃ- 


1--2 
6) 


a ο 。 


f(D -1,f(2) 一 2 
1 /TAN 1 /li~-vV5Y" 
;(ὸ--π}) (3 ) 

"1.9 甲乙 两 个 赌 徒 进行 赌博 。 甲 有 50 元 ， 乙 有 20 元 ， 
每 赌 一 局 输赢 一 元 。 问 甲 输 光 、 乙 输 光 和 赌博 不 终止 的 概率 各 
多 少 。 

解 ”图 1.28 是 赌博 状态 示意 图 。 标记 4 表示 某 一 局 赌博 
结束 时 甲 手头 的 资本 。 开 始 时 甲 位 于 50 处 ， 每 赌 一 次 4 向 左 
或 向 右 移动 一 个 单位 , 4 到达 70 处 , 乙 输 光 ; 4 到 达 0 处 , ΠῚ 
光 。 


图 1.98 


令 P() 表 示 甲 从 h 元 财 到 具有 70 元 资产 ( 即 乙 输 光 ) 的 概 
率 。 一 局 赌博 绪 束 时 , 甲 必 具 有 +1 元 或 » 一 1 元 ， 即 4 必 位 
于 +1 或 一 1 处， 这 时 甲 达 到 70 元 的 概率 便 是 一 (上 TD 或 


P(h 一 1) 。 由 于 甲 在 一 局 中 输赢 的 概率 都 是 寺 ， 从 而 4 从 大 
到 二 和 五 一 工 的 概率 也 都 是 斑 。 那 么 , 它 从 大 到 有 +L， 再 到 
70 的 概率 就 应 当 是 于 Pt 二 Di; 而 从 到 一 1， 再 到 ΤΟ 的 概 
率 就 应 当 是 士 Ρ--1), ΒΕ, 由 小 到 达 70 ο 

Ρ(ῷ ---ᾱ- Ρά-1) ες PE-1) | 


或 Ρῳ --Ρ4--τ) -- P+1) — PE) 
因而 


α :1 . 


ΡΩ͂) --Ρ(0) --Ρ(9) --Ρ(1) -- Ρ(8) 
-Po ---..-- Ρ(π0) --Ρ (60) 
11187} ἁ(-- Ε (6-1) 一 P(%))。 不 难看 出 ， 
P(70) --Ρ(0) --ποά ᾱ-- το (Ρ (70) 一 P(O)) 


由 于 Ρ(0) 表示 甲 从 0 元 财 起 , 这 是 不 可 能 达到 το 元 的 , 因为 甲 
无 资产 赌博 便 无 法 进行 下 去 ( 甲 已 输 光 )， 故 Ρ(0) =0， 另 一 方 
面 , P(70) 表示 甲 从 70 元 赌 到 Το 元 的 概率 ,当然 09” 一 1. 于 
是 ,= το, 从 而 P(0) =0, P() ---ς-- P(2) ο, .... (50) 


ποσο 这 就 是 说 ， 甲 从 50 元 财 起 直到 乙 输 光 为 


止 的 概率 是 亏 。 同 理 可 算出 甲 输 光 的 概率 是 地 。 由 于 也 
+ 了 一 1, 故 周 博 不 休止 的 概率 是 零 。 


评注 ”这 是 弟 推 分 析 建 立 递 推 关系 方法 的 一 次 巧妙 应 用 。 
如 果 读者 在 这 里 自信 已 掌握 了 它 的 精神 那么 到 第 五 章 专 门 对 
此 讨论 时 亦 不 会 有 太 大 困难 
了 了, 那 时 内 容 更 丰富 , 解法 更 
规范 ， 读 者 一 定 会 对 此 方法 
有 更 加 深入 的 了 解 。 

1.88 一 俱乐部 有 若干 
成 员 ， 每 一 成 员 恰 参 加 两 个 
活动 小 组 。 已 知 有 五 个 活动 
小 组 ， 每 两 组 恰 有 一 个 公共 
| 成 员 , 问 该 俱乐部 有 多 少 成 

图 1.29 员 。 
解 ”将 5 个 活动 小 组 看 作 图 的 五 个 结 点 ， 边 看 作 俱乐部 成 
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δὲ ΒΗ ΡΠ ---Λ4ς πὰ δι, 每 一 成 员 人 参加 两 个 活动 组 ， 
因此 任意 两 个 结 点 之 闻 有 且 仅 有 一 条 边 。 很 易 计 算 ， 图 的 所 
有 边 共 计 0(5, 2) = 10 条 。 由 于 不 会 有 两 条 边 表示 同一 个 人 
(否则 此 人 将 参加 三 个 以 上 的 小 组 )， 因 此 俱 乐 愉 有 成 员 10 Το 
参见 图 1.29。 

评注 注 多 实际 问题 可 化 归 到 图 论 问题 、 集 合 论 问 题 和 代 
数 系统 问题 来 解决 , 这 是 应 用 图 论 解 题 的 一 例 。 

”了 1.34 议会 有 100 个 议员 ;因而 可 以 组 成 2:% 一 1 个 至 少 有 
一 人 的 委员 会 。 问 可 以 组 成 的 委员 会 中 ， 两 两 有 公共 成 员 的 委 
员 会 最 多 是 多 少 个 | ΜΠ 

4 设 8 是 有 100 个 议员 的 议会 ,集合 8 有 子 集 2100 个 。 设 
4 是 两 两 有 公共 成 员 的 委员 会 的 最 大 集合 ， 我 们 要 证 明 , 4 中 
共有 2” 个 委员 会 , 即 |4| = 29。 


首先 14|< 去 2% 一 2%。 这 是 因为 ， 对 任 一 CSS, αΕΑ 


有 5 条 4 全 是 > 关于 的 补 集 ), 从 而 8 的 全 体 子 集中 至 多 只 有 


一 半 在 4 中 。 | | 

其 次 我 们 可 证 |4 | 之 二 21% 一 2%9。 6 

设 zcE8 αᾷΑ, 34 4 中 至 少 有 一 个 铺 使 得 zny= 纪 ， 
因而 yx。 由 于 yE 4, 4 中 所 有 成 员 与 y 之 交 一 定 不 空 ,那么 
有 ( 己 殷 与 这 些 成 员 之 交 也 不 空 。 我 们 已 知 4 是 两 两 交 不 空 的 - 
8 的 子 集 的 最 大 集合 ， 因 此 5E 4。 这 就 是 说 ， 对 任 一 2E8 
zx 后生 则 5E4。 也 就 是 说 ， 至 少 有 一 半 8 的 子 集 在 总 中 ， 即 
ο” ΜΙ 

评注 “这 是 化 归 到 集合 论 来 解 的 一 个 例子 。 本 题 的 结论 很 
容易 推广 到 更 一 般 的 情况 , 基数 为 的 集合 的 两 两 交 不 空 的 
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最 大 子 集 族 恰 有 2" 个 S 的 子 集 。 

代数 系统 应 用 于 组 合 问 题 求 解 的 例子 在 这 一 章 里 就 不 给 出 
了 ,读者 在 第 八 章 、 第 十 章 里 将 读 到 许多 实例 。 

1.86 有 mm 个 士兵 排列 成 mxw 的 行军 队列 。 在 队列 中 
每 一 行 的 每 一 个 人 都 高 于 其 左 侧 的 人 。 假 定 将 队列 中 每 一 列 士 
兵 重新 排列 , 使 每 一 列 士兵 从 前 到 后 身高 递增。 证明, 经 过 上 述 
调整 , 队列 的 每 一 行 中 仍然 保持 从 左 到 右 身 高 递 赠 的 性 质 。 

证 设 矩 阵 4 表示 原来 的 队列 ， 和 矩阵 4 表示 经 过 列 高 度 
调整 的 新 队列 ,使 从 上 到 下 身高 递增 。 | 


Qil ο. αι; ἅτε .ν.«4 GTn 
Α-- ata eve ov tte 

αι... σι, ΓΝ ee Gmn 

an ΣΤΙΣ αι. Quit a Cin .. 
ΔΑ’ 一 ανν a qt νο» cy 

a Be | 


现 反 设 Α’ 中 不 再 保持 每 行 从 左 到 右 喘 高 递增 的 性 质 , 即 至 
少 有 一 行 (例如 第 j 行 ) 中 有 orx>awxrrie 显然 ἄιι, ἄραι, ""., 
ν 均 大 于 ν 设 它 们 在 4 中 分 别 是 Cnty δι, ο, σι 而 ὦ 在 
4 中 是 we 1-4 ΗΛ 3) 11 εν Βὲ 8 11 πὴ ΤΕΙ, 应 有 quitl 
σωμα, ο, ὦ, 411 分 别 大 于 CC 它们 共 πι] 个 。 
另外 , ἄιωι72 ἄιμο 上 上 述 讨 论 告 诉 我 们 , 有 αιώνα, ἄιωγα, ὤμιει, ον, 
σι, ει 均 大 于 ws 即 大 于 Cs, 从 而 均 大 于 ἄμειο 这 就 是 说 ,4 中 
有 , 从 而 4' 中 也 有 m 一 j 十 1 个 第 +1 列 上 的 元 素 大 于 wn+1。 这 
一 事实 与 σε 依从 上 而 下 递增 的 次 序 排列 在 第 j 行 的 事实 相 κ 
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冲突 ， 后 者 等 价 于 事实 ; 4' 中 第 4 上 + 土 列 恰 有 党 一 个 元 素 大 于 
Wjit1o 命题 得 证 。 

评注 “本 题 的 解法 是 计数 论证 的 一 种 。 计 数论 证 在 组 合 论 
中 没有 象 前 边 提 要 中 所 提 到 的 方法 那么 具有 普遍 意义 ， 但 在 一 
些 特定 场合 下 却 是 一 种 有 效 的 方法 。 

1.86 414 8 由 10 个 不 同 的 十 进 制 两 位 数组 成 。 证 明 : 必 
定 有 8 的 两 个 不 交 的 非 空子 集 4 和 8, 4 中 一 切 元 素 之 和 
等 于 B 中 一 切 元 聚 之 和 。 

证 显然 4, B 不 能 是 集合 S 和 空 集 。 那 么 4, B 必 取 自 
2 一 2 二 1022 个 5 的 非 空 真子 集中 ， 而 这 些 真子 集中 的 每 一 个 
Ry 它 的 元 素 的 和 。 我们 再 来 分 析 所 有 和 数 的 

。 首 先 ,它们 决 不 小 于 10, 其 次 它们 不 大 于 
90--91+…-+99=945 
也 就 是 说 , 至 多 只 有 (945 一 10) 十 1= 936 种 不 同 的 和 数 。 因 此 ， 
在 1022 个 真子 集 所 对 应 的 1022 个 和 数 中 至 少 有 两 个 是 相同 
的 。 如 果 对 应 于 相同 和 数 的 那 两 个 真子 集 交 不 空 ， 只 要 去 掉 它 
们 的 公共 元 素 , 所 得 的 两 个 真子 集 即 为 欲求 的 4, B。 

评注 “本 题 应 用 了 “ 铝 能 原理 ”。 这 是 一 个 十 分 重要 的 组 合 
分 析 原 理 , 应 用 极为 广泛 , 本 书 第 七 章 要 专题 讨论 有 关 这 一 原理 
及 其 推广 形式 Ramsey 定理 的 习题 。 

1.37 在 棋盘 的 64 个 方 格 中 , 标 出 了 16 个 方 格 , 使 8 行 中 
的 每 一 行 和 8 列 中 的 每 一 列 都 从 有 两 个 标记 的 方 格 。 证 明 : 可 
以 把 8 个 黑 棋 和 8 个 白 棋 放 在 这 16 个 方 格 中 而 使 每 行 每 列 都 
有 一 个 黑 棋 和 一 个 白 棋 。 

证 ”我 们 从 任 一 标 出 的 方 格 出 发 ， 走 到 同行 另 一 标记 的 方 
格 后 转向 它 同 列 的 标记 方 格 ， 然 后 又 从 这 一 方 格 走 到 它 同行 的 
另 一 标记 方 格 (如 图 1.30 所 示 ), 如 此 等 等 。 显 然 我 们 迟早 要 碰 
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到 一 个 走 过 的 标记 方 格 对 ， 但 我 们 断定 这 个 方 格 必定 是 那个 起 
ΑΗ. ΜΙΑ ΗΝ, 
但 它 是 我 们 碰 到 的 第 一 个 走 过 的 
方 格 。 如 果 M 是 从 同行 ( 列 ) 标 
记 结 点 4 出 发 到 达 的 ，B 是 离开 
Μ 将 到 达 的 同 列 ( 行 ) 标记 方 格 ， 
而 我 们 是 从 标记 方 格 0 再 次 走 到 
M 的 , 那么 将 有 一 行 (或 一 列 ) 有 
oh | [||| 三 个 标记 方 格 (4 用 ,0 或 B 
图 “1.30 M，O) 这 与 题 设 矛盾 。 这 就 是 说 ， 
我 们 所 走 的 路 线 是 封闭 的 , 并 包含 偶数 个 标记 方 格 (每 走 过 一 行 
碰 到 两 个 标记 方 格 ) 。 因 此 , 我 们 可 以 在 这 条 路 线 上 的 标记 方 格 
处 轮番 放 嗜 黑 棋 和 白 棋 。 
如 果 此 时 棋盘 上 仍 有 一 些 标 记 方 格 未 被 我 们 走 到 ， 我 们 可 
以 从 这 些 标记 方 格 的 任何 一 个 出 发 ， 重 复 上 述 过 程 。 我 们 不 会 
碰 到 上 一 过 程 中 已 经 放置 模子 的 方 格 , 因为 如 车 这 样 , 又 将 出 现 
一 行 (或 一 列 ) 上 有 8 个 标记 方 格 的 情况 。 由 于 标记 方 格 是 有 限 
的 ， 因 此 不 断 进 行 上 述 过 程 必定 可 以 在 所 有 标记 方 格 上 放置 黑 
棋 和 和 白 棋 , 使 每 行 每 列 都 有 且 仅 有 一 个 黑 棋 和 一 个 白 棋 。 κ 
评注 “同类 问题 很 多 。 例 如 ，% 个 小 伙 子 和 % 个 姑娘 参加 
舞会 , 每 个 小 伙 子 认识 两 位 姑娘 , 每 个 姑娘 也 认识 两 位 小 伙 子 。 
可 证 ; 总 可 将 他 们 分 成 % 对 ,使 每 一 对 舞伴 中 的 小 伙 子 和 姑娘 是 
彼此 相识 的 。 这 类 问题 有 统一 的 数学 模型 ， 即 二 部 图 的 匹配 问 
8 更 广泛 地 说 是 所 谓 相 异 代表 系 问 题 , 它 将 在 第 九 章 中 详细 讨 
， 本 题 的 证 明 给 出 了 放置 黑白 棋 的 具体 算法 ， 是 一 种 构造 性 
正 肖 、 构 次 作证 明 在 组 人 学 中 是 常用 的 。 
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计数 问题 是 组 合 论 中 最 基本 问题 之 一 。 它 是 求解 具有 某 些 
特定 性 质 事物 的 个 数 的 问题 。 ον 
及 的 知识 很 广 , 我 们 把 仅 运 用 

(1) 基本 的 加 法 原理 和 乘法 原理 ; 

(2) 排列 组 合 公式 ; 

(8) 可 重复 的 排列 ,组合 公式 
等 较为 简单 的 知识 就 可 求解 的 计数 问题 叫做 基本 计数 问题 。 本 
章 主要 讨论 基本 计数 问题 , 也 附带 介绍 排列 和 组 合 的 生成 算法 ， 
因为 在 科学 研究 中 ， 有 时 要 用 到 这 些 算 法 。 使 用 特定 方法 才能 
求解 的 高 级 计数 问题 , 留待 后 继 章 节 讨论 。 κ 

2-1 两 个 基本 原理 

加 法 原理 ”两 个 独立 的 事件 4 和 BB， 分别 可 以 有 4 种 和 ?8 
种 方法 出 现 , 那 末 , 4 和 B 出 现 其 一 的 方法 数 是 4 十 3。 

乘法 原理 ”两 个 独立 的 事件 4 和 B， 分 别 可 以 有 4 种 和 5 
种 方法 出 现 , 那 末 ,4 和 B 同时 出 现 的 方法 数 是 4.5 

2-2 集合 的 排列 与 组 合 

定理 2.1 从 多 个 元 素 的 集合 中 取出 ”个 元 素 进行 排列 ， 
其 不 同 的 排列 个 数 是 

Pt, ϱ) πα Ἡ) τε (α-- nt) -ηἰ/(η-σ)ὶ 
特别 是 "一 n 时 
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Po, n)=n! 
定理 2.2 ”从 % 个 元 素 的 集合 中 取出 7 个 元 素 作 圆 排列 ， 
其 排列 个 数 是 
Ῥ(α, r) /r=n!/[r(n—7)!] 
定理 2.8 从 允 个 元 素 的 集合 中 取出 7 个 元 素 作 组 合 ， 其 
组 合 数 是 


σα, νὴ -(Ἴ-οντη (wn 


定理 2.4 n 个 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 个 数 是 2"。 
9-9 多 重 集 的 排列 与 组 合 
定义 2.1 如 果 不 限定 集合 5 的 元 素 一 定 要 由 不 同 的 事物 
组 成 , 则 称 8 为 多 重 集 。 多 重 集 中 事物 αι 重复 出 现 的 次 数 πι 称 
为 di 的 重复 系数 。 例如 
S = {na1, ra* G9, ---, κ ἂχ] 
特别 , 当 δ 的 各 元 素 具 有 无 限 重 复 系数 时 , 19 /Ε. 
S = {οο» ὧι, Co CO， "3 ο5«Ωχ} 
定理 2.5 4 ΕΕ δ-{οο»αι, 905605, "'', οὐ. οκ) ΜΕΣΗ 
318 Κ' ο 
定理 2%.6 «ΕΕ 5--{πι»α;, Πας ση, ---, ἠχ"άχ!, ἯΠΡ νὰ 
πρ." πμ πο Π 5 的 排列 数 等 于 | 


( 和 ) -Er 
η, Ma, »“', τ πα {Πιο ο ντος] 
Ἐ Β. 42 ΠΠ (αι 1-αοἼ-''" ωχ)" βὲ 7Ε πὴ ἠι αὐαθ''.-αἲ 项 的 系 
数 。 
定理 2.7 多 项 式 (οι γω." Έα)” 展开 式 中 共有 
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名 十 万 一 1 
( 和 ο. ο 


1 
Σ -1 
Τα τν Γκ δι, πι, ο... or 


定理 2.8 多 重 集 8= {οο-σι, οο:άρ, ».', corp} 的 ?组合 
数 为 CC 二 一 荆 σ)ο 

2-4 排列. 组合 的 生成 

1. 算法 9.1 -一 递归 地 构造 8= {1 3, …, 对 的 排列 。 步 
又 如 下 . ΜΠ ! | 

1) 车 n=1, 则 写 下 唯一 的 排列 

2) 否则 ,递归 调用 算法 2.1 ΑΕ, 2,…, nm 一 1} 的 所 有 
排列 , 然后 生成 S 的 所 有 排列 ,方法 是 | 

4) 把 证， 2, ο, nm 一 1} 的 排列 每 一 个 复写 % 次 。 

Ὁ) 把 % 辽 个 插入 原来 排列 的 后 边 、 前 边 和 每 两 数 之 间 , 播 
入 的 次 友 是 从 石 往 左 地 , 然后 又 从 左 往 右 地 进行 。 { 

对 以 上 陈述 还 感到 不 够 具体 的 该 者 ,请 结合 题 2.66 阅读 。 
此 外 , 在 题 2.73 和 2.74 中 还 介绍 了 生成 {1, 2,…, απ} 所 有 排 
列 的 其 它 算 法 。 

2, 排列 的 倒置 个 数 序 列 。 

定义 2.2 设 20…p 加 是 集合 {1, 2, »'', τ} 的 一 个 排列 , 那 
末 

1) 如 果 对 于 κας /« ᾗςπ)πᾷ ὀρ» ό., ΠΙῬΕΡΡ{ΒΩ,, ὃν) 
是 排列 διδ»--“ἐχ 的 一 个 倒置 。 

2) ἩΕΥΕ ΝΕ ](}--1, 2, --», τ 之 前 而 大 于 了 的 数 的 个 数 称 
之 为 了 的 倒置 全数, 记 作 ww。 显然 有 下 述 不 等 式 

Oa<n—j 
3) Χ}--1, 2, «'', τι 倒置 个 数 @; 所 组 成 的 序列 ασια». αν, 
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称 为 原 排列 名 bo… 的 倒置 个 数 序列 。 Μπ 
一 个 排列 唯一 地 对 应 于 一 个 倒置 个 数 序列 ， 反之 亦 然 。 排 


列 ὁιὸρ-:"ὁ, 的 倒置 个 数 廊 = --α, ΣΣ 称 原 排列 为 奇 排 


列 , 否则, 为 偶 排 列 。 

ὃ. ἘΠῚ | 

设 αια»'..α, 是 满足 ME 的 倒置 个 数 序 列 , 构造 步骤 
如 下 : | 

1) 在 纸 的 一 行 πα. 格 。 

2) 对 7 了 = 二 2, τη", 2 依次 把 数 7 写 到 第 ΤΕ 格 里 (不 
计 己 填 入 的 空格 )。. / 

4. 算法 2.3 构造 8 一 {1,2 ΟΙ; κκ 
步骤 如 下 : (注意 , ΒΚ δ 的 每 个 7 和合 痢 表 成 浊 增 放 列 ) 

2 产生 8 的 第 一 个 组 合 一 一 1 2, 1 

2) 假定 上 一 次 生成 的 δ 的 ;组 合 是 η, Vas. Or: 

a) .如果 =n 一 + 十 1, 则 已 产生 出 8 的 所 有 "组 合 ,算法 终 

Ίο 

Ὦ) 否则 ， μα ο ΕΛΕΟΚΗ ΥΕ, 如 果 wy 是 第 一 个 满足 
wj 过 mn 一 ?十 7 的 数 ， 那 未 , αιαρ σι, αι Τὰ, 十 2， αρ (στ) 
-- 1) [Ε}ἑ ΕΒΕ} aaaaer 之 后 的 8 的 一 个 新 的 7 组合。 

友 复 使 用 步骤 2, 直至 算法 终止 。 

” 注意 ， 本 算法 是 按 词典 序 生 成 S= 往 , 2,…, π} 的 所 有 ?7 

组 合 。 

2-5 常用 计数 公式 一 览 表 … 

为 使 读者 查阅 和 引用 方便 ， 我 们 把 本 章 及 以 后 几 章 中 推出 


的 18 个 常用 计数 公 却 和 导出 这 些 公 却 的 典型 数学 槛 型 列 成 者 
2.1。 
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表 2.1 其 本 计数 公式 一 览 表 


| 4 


ασε ο, ΜΡ 所 
ας -- πα | 


ανω 
---᾽---- 


στο λλα“ΚΙΕΗΠΕΧΤΠΗ͂: 
职 加 个 球 的 方法 数 
ἃ. 到 出 πο 个 球 放 或 一 堆 
【无 序 ) 
.23， 取出 πι 个 球 排 成 一 行 
(有 序 ) κ 
8. 取出 πι 个 球 排 成 一 贺 


4. 取出 的 是 任意 多 个 球 
(包括 0 个 ) 


二 、 把 个 不 同 的 球 放 到 

mn 个 盒子 中 的 方法 数 
1. 盒子 无 标记 / 
1) 每 盒 球 数 不 限 (可 以 宣 ) 


特别 πι--ηι 时 
每 盒 至 少 一 个 球 (不 
25) 


2. 盒子 有 标记 


9) 


1) 每 盒 球 数 不 限 (可 以 
ασ) 

第 4 人 小 盒子 放 ns 个 球 
(1-1, 9, -.». γι) 


9) 


3) 每 盒 至 少 一 个 球 ( 不 空 )| 9.10 


2.1 σία, 7η) 
9.5 Σ Sm 1) 
| R=0 
3.6 δι δία, τ 称 作 Bell 数 
K=O 
Stirling 数 
人 
.2.8 1 ἜΤ ο Ε"'1-Τ} κ“ 2 γῦλο, ΙΟ 
ε-- 17} 
多 
2.9 ) 
πῃ, No “"'ν Nm 


nl 
R11 01 ** "Ry | 


πι] (nr, Ὧν) 


ο Α.1 ο 


数 学 模 型 


三 、 把 即 个 相同 的 球 放 到 
7 个 盒子 中 的 方法 数 

1. 合子 无 标记 

1) 每 盒 球 数 不 限 ( 可 以 空 ) 

2) 每 盒 至 少 一 个 球 (不 空 ) 

2. 盒子 有 标记 

1) 每 盒 球 数 不 限 (可 以 空 ) 


Pn (σε) 
Pn (η) — Pn-1(n) 


ων 
(-;) 


'.᾽-----...--......---᾽-᾽------.᾽--᾽᾽... 


9) 每 盒 至 少 一 个 球 ( 不 空 


四 、2% 个 不 同 的 球 放 到 取 
个 盒子 中 ， 并 考虑 球 
在 盒子 中 的 顺序 

1. 盒子 无 标记 

1) 每 盒 球 数 不 限 (可 以 空 ) 

2) 每 愈 至 少 一 个 球 (不 空 ) 

2. 盒子 有 标记 

1) 每 盒 球 数 不 限 (可 以 空 


nl Ῥ (η) 
91 | (Ρο) —Pm-1(7)) 


(η 
1 
1 


2) 每 盒 至 少 一 个 球 (不 空 )| 3.18 | (ο) 
Μη -- 1 
题解 与 评注 


2.1 (4) 从 甲 地 到 乙 地 可 以 走 水 路 、 陆 路 和 航空 三 种 不 同 
方式 , 已 知 走 水 路 可 有 3 条 不 同 的 路 径 , 走 陆路 可 有 4 条 不 同 的 
路 径 ， 乘 飞机 可 有 2 条 不 同 的 路 径 。 试 问 从 甲 地 到 乙 地 一 共有 


多 少 条 不 同 的 路 径 ? 


(b) 若 从 甲 地 到 乙 地 可 有 3 条 不 同 的 路 径 ， 从 乙 地 到 两 地 
可 有 2 条 不 同 的 路 径 ， 问 从 甲 地 经 过 乙 地 到 丙 地 可 有 多 少 条 不 


ο 4. ο 


Επι (η) 表示 把 整 
[ 数 % 划 分 成 不 多 
于 项 的 剖 分 数 


同 的 路 径 ， 
解 ”引用 加 法 原理 和 乘法 原理 可 立即 得 出 答案 。 
(a) 从 甲 地 到 乙 地 的 路 径 数 为 
3+4+2=9 
(ο) 从 甲 地 经 乙 地 到 两 地 的 路 径 数 为 
3x2-6 
2.2 由 数字 1 2, 3, 4, 5 可 以 构成 多 少 个 四 位 数 ? πι 要 


(4) 所 有 数字 都 不 同 ; 
(Ὁ) 构成 的 四 位 数 是 偶数 。 
则 满足 性 质 \a), 性 质 (b) ,以 及 性 质 (a) 和 (bp) 两 者 的 四 位 数 各 有 
多 少 ? : 
解 ” 四 位 数 的 每 一 位 都 有 5 种 选择 。 所 以 可 构成 5° 种 不 
闻 的 四 位 数 。 
由 于 要 求 数字 都 不 同 , 所 以 一 个 四 位 数 就 是 {1, 2, 3, 4, δ] 
的 一 个 4 排列 , 故 其 个 数 是 
P(5, 4) =5x4x3x2=120 
因为 上 只 有 个 位 数 选用 2 或 4 时 才能 组 成 一 个 侦 四 位 数 。 所 
以 个 位 数 只 有 2 种 选择 , 其 余 三 位 都 有 5 种 选择 , 因此 组 成 的 偶 
数 个 数 是 
ὄχδχκδχκ2--2560 
若 个 位 数 选 用 数字 2， 那 来 前 三 位 便 是 证 ，3，4， 本 的 3 ΗΕ 
列 , 排列 数 是 (4, 3)。 阁 个 位 数 选用 数字 4, 也 有 同样 结果 。 于 
是 数字 不 同 的 偶 四 位 数 个 数 是 
2xP(4, 3)=2x4x3x2=48 
2.3 已 知 一 副 纸 牌 共 52 张 。 | 
(a》 洗 一 副 纸 牌 共 可 以 有 多 少 种 不 同 的 结果 ? 
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”(b) 发 一 手 牌 (6 张 ) 可 以 有 多 少 种 不 同 的 结果 ? 
解 〈a) 因 为 洗 一 次 脾 相 当 于 52 张 的 一 个 重 排 ， 所 以 共有 
521 种 不 同 的 结果 。 
(Ὁ) 因为 发 完 5 张 牌 之 后 ， 这 5 张 牌 的 先后 次 序 攀 失去 意 
义 , 所 以 是 一 个 组 合 问题 , 答案 为 0 (52, ὃ) ο 
ὁ.4 证 明定 理 2.4, 
证 设 S 是 mn 个 元 素 的 集合 B 是 5 的 任意 子 集 。 因 为 B 
的 每 一 元 素 都 可 以 有 属于 8 和 不 属于 B 两 种 可 能 ,根据 来 法 原 
理 , 心 的 不 同 子 集 个 数 是 
> 
π - 
评注 ”因为 S 的 子 集 可 以 有 0 个 元 素 ，i4 个 元 素 ，2 个 元 
素 ,…,n 个 元 素 。 根 据 定理 2.3, S {τ (0<r?<n) 子 集 个 数 是 
On, τ), 利用 二 项 式 系 数 公 式 得 
ο(α, 0) --ο(α, 1 十 On 2) TiON, τι) -- 2" 
2.5 Ἰχα-δκδκτὸχ1ί, ο --620, ο-10!, 2 ΗΝ 
xD，c 的 不 同 正 因 子 个 数 。 
κ ”因为 5 已 作 了 质 因 子 分 解 ，&% 的 每 个 因子 都 可 以 写成 
这 些 质 因子 的 蜂 之 积 的 形式 , 即 
3:xBDxTx11 
πὶ, Ο«ὐ-Α, 0« «2, 0<h<3, 0<l<1。 因为 有 5 种 选 
择 , 7 有 3 种 选择 ,& 有 4 种 选择 , ?有 2 种 选择 。 对 %,j, ,5 的 
每 种 选择 都 产生 σα 的 唯一 的 一 个 正 因 子 ， 于 是 4 的 正 因 子 个 数 
是 | 
Bx3x4x2=120 
类 似 地 , 把 2 作 质 因子 分 解 得 
b=22x5x81 


所 以 5 的 正 因子 个 数 是 3x2x2-12 

而 c=10! =28x8:x 名 x7, 所 以 6c 的 正 因子 个 数 是 

9x5x3x2=270 

评注 ”以 上 所 题 都 是 加 法 原理 和 乘法 原理 的 简单 应 用 ， 解 
法 都 是 直截了当 的 。 但 解法 的 基本 思路 有 普遍 意义 ， 一 些 复杂 
计数 问题 的 解法 往往 是 这 些 基本 思路 的 发 展 。 

2.6 求 50! 的 因子 中 40 的 最 大 的 罕 。 

解 ” 将 B01 作 质 因子 分 解 得 

ΒΟ! = 27:. 39。 τω στ, 

显然 ps 之 Ps 之 ps 之 Pr 这 … 之 pr 之 1， 而 一 个 数 是 10 的 知 , 当 且 仪 
μα. 2. ο, ΕΤΗ, ΡΟ! 10 的 最 
Χ {3 δε ΚΝ’ Ἡ 105, 


ο --- 


基 50! 的 因子 中 10 的 最 大 的 宕 是 10135 

2.7 已 知 从 1 到 nm” 的 十 进 制 整数 的 总 数字 个 数 ( 不 包括 天 
ΧΙ 0) 是 1890， 求 no 

ΒΕ ”显然 % 只 能 是 一 个 3 位 数 , 又 因为 

一 位 数 共 有 9 个 ; 

二 位 数 共 有 90 个 。 

议 三 位 数 有 ο 个 , 则 

3 区 十 2 x 90+9= 1890, w= 567 

ΒΤΡΙ,π--σ--100--1--666. 

评注 可 把 工 到 2 都 看 成 3 位 数 , 则 共有 32 个 数字 ， 但 应 
去 抠 其 中 90 个 二 位 数 和 9 个 一 位 数 所 多 计算 的 数字 ， 列 出 方 
ἘΞ. | 

3n— (90-29) --1890 


Φ 48 ο 


ΒΓΕ], π--θθθο 

2.8. 求 由 不 同 的 数字 组 成 的 非 负 十 进 制 数 的 个 数 。 

解 ” 按 题 意 这 些 十 进 制 数 的 每 一 个 都 是 {0，1, 2, -»., 9} 这 
十 个 数字 的 (0<7r<10) 排 列 。 又 排列 的 第 一 位 不 为 0, 所 以 会 
Ἔτ 个 数字 的 这 样 的 十 进 制 数 的 个 数 为 

0. P(9, 7—1) 
这 是 因为 其 第 一 位 可 以 从 非 0 的 9 个 数学 中 任 取 一 个 。 剩 下 的 
一 二 位 是 剩 下 的 3 个 数字 的 ?一 1 排列 。 

又 ?= 二 2, …, 10， 且 连同 0 这 个 特殊 的 十 进 制 数 ， 所 以 

共有 


10 | 9 
ϱ. Ῥ)Ρ(9 7—1)+1=9. SP(9, 2) 十 1 一 8，877，691 
个 二 未 ἐξ 0 


99 (8) 从 六 一 车, 2,…:，99} 中 选 出 三 个 数 ,使 其 和 是 3 
的 倍数 , 间 有 多 少 种 不 同 选 法 ? 
(b) Ἂἱ 8--{1, 2,…, 3 外 的 一 般 情况 求解 上 题 。 
解 ”(a) 可 把 5S 中 的 数 按 除 3 所 得 的 余数 分 成 三 个 子 集 ，, 
余数 相同 者 属 同一 子 集 , 即 
ΑΙ {1 4, 7 .…, 97} 
As— {2,5 ., 98). 
As— {3, 6 9. .，99} 
显然 ，| 41| = |4s| = | 49 _99/8- 33。 8 的 3 个 数 a.5o， 若 
+0 十 6 可 被 3 整除 ,无 非 是 ， 
i) 三 个 数 同 在 一 子 集 呈 ; 
ii) 三 个 数 分 别 在 3 个 不 同 的 子 集中 。 
对 情况 匀 共有 | | 
33\、 
ο) | 


种 选 法 -对 情况 )4ςΏ 


33\° 
ο 
1 


ο 
3.| ] 1-98 
8 
种 选 法 。 
(b) 与 (a) 类 似 ， 只 要 把 (a) 中 的 33 用 %* 来 取代 ， 管 案 为 


ο) 
3 | 

2.10 有 多 少 个 大 于 5400 且 满 足 中 各 位 数字 都 不 相同， 
ϐ) 不 出 现 数字 2 和 7 这 两 个 性 质 的 整数 。 

解 ” 因 为 数字 2 和 7 不 出 现 , 所 以 这 样 的 数 只 能 由 δ--{0, 
1,8,4, 5, 6, 8, 9} 这 8 个 数字 所 组 成 ， 又 各 位 数字 都 不 相同 ， 
这 样 的 数 最 大 的 是 8 位 数 , 最 小 的 是 4 位 数 ， 类 似 题 2.8， 对 5 
位 .6 位 ,7 位 .8 位 数 共 有 


了 
“1 ΡΟ, ὁ) 


个 ,而 大 于 5400 的 4 位 数 分 情况 计算 ; 
1) 千 位 大 于 5 的 ,共有 3.P(7，3) 个 ; 
2) 千 位 是 5 而 百 位 大 于 4 的 共有 8.Ρ(6, 2) 个 ; 
3) 前 2 位 是 玛 的 ,共有 了 (6, 2) 个 。 
根据 加 法 原理 , 满足 上 述 条 件 的 整数 个 数 是 


τ. PT, ὁ) +3P(T, 8) +4P(6, 3) 


2.11 1 到 1 000，000 的 自然 数 中 i 和 0 种 出现 多 少 
次 ? 


种 选 法 。 所 以 , 共有 


ΓΣ τὰ 


ας 093 1, 000, 0003: ΒΗ, 那 末 任 一 个 1” 
1, 000, 000 之 间 的 数 虱 可 以 表示 成 
Qi Oe 
的 形式 ,其 中 每 个 中 是 0 到 9 的 数字 。 因 为 每 位 数字 可 以 有 地 
种 选择 , 根据 乘法 原理 , 共有 10? 个 “6 位 数 ”, 又 每 个 “6 位 数 由 
6 个 数字 组 成 (包括 无 效 0)， 那 末 共 有 6X10 个 数字 ， 又 每 个 
元 字 出 现 的 次 数 相 才 ， 所 以 其 中 数字 1 出 现 的 次 数 为 . 


6 | 
6x10 _ 6 x 105 


连同 1, 000, 000 这 个 数 的 首位 土 所 以 从 工 到 了 000,000 μα Η 
然 数 中 工 出 现 的 次 次 数 为 
6x105+1. 
(在 上 述 的 那些 “6 位 数 中 ， 0 出 现 的 次 数 也 应 是 6x10s 
但 习 惯 上 在 计算 0 的 个 数 时 ,不 包括 无 效 0， 因 而 要 从 中 去 挥 无 
效 0, 其 中 
1 位 数 有 9 个 (不 包括 0)， 其 无 效 0 共有 6x9 个 ， 
2 位 数 有 90 个 ,其 元 效 0 共 4x90 个 。 
余 类 推 , 这 样 , 无 效 0 的 总 数 为 
βχκθ--4χ90--8.χ900 42 χΘΟΟΟ--1.π90000 
注意 到 ἀιά»--.ἀρ 全 0 时 的 6 个 0 和 1,000,000 本 身 的 6 个 
0 相互 抵消 ,所 以 1 到 1,，000, 000 之 间 的 自然 数 中 0 出现 的 次 
数 为 
6x10— (Bx9+4x90+3x900--2x9000 
90000) =488, 895 


评注 “利用 对 称 性 解 题 的 技巧 往往 会 得 到 事半功倍 的 歼 
果 , 读者 可 试用 其 它 方法 来 解 此 题 , 与 上 述 解 法 比较 之 。 
2.12 一 个 俱乐部 有 10 名 男 成 员 和 12 名 女 成 员 ， 现 从 中 


9 45 -- 


选 出 4 人 组 成 一 个 委员 会 ,和 若 

(a) 至 少 要 有 2 “κ; 

(Ὁ) 除 上 述 要 求 外 , 又 Math 先生 和 Math 女 士 不 能 同时 入 
选 , 试 分 别 求 出 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 
νιν 解 (a) 设 入 选 女 成 员 有 i 个 ， 那 么 入 选 的 男 成 员 就 有 4 


一 个 ,其 选 法 数 为 
ολων 
2 /4 一 


又 2sYs 和 4, 所 以 选 法 共有 

4 /12\/ 10 12\/10\ /12\/10\ /12\/10 

μμ ο Γης 

-- 5065 种 

(Ὁ) 只 要 从 上 述 答案 中 减 去 Math 先生 和 Math 女士 同时 
入 选 的 可 能 情况 ,车 Math 先生 和 Math 女士 同时 入 选 ， 那 来 另 
两 名 只 好 从 9 名 男 的 和 11 名 女 的 中 选 出 ， 且 至 少 选 入 一 名 女 
的 ,与 (3) 类似 ,其 选 法 数 为 


9 \/1i 9 \/11 | 
ΜΗ. 
那 末 , 1:32 6065 --1564-- 5511 种 。 

2.13 6 位 先生 和 6 位 女士 园 桌 驶 座 ， 如 果 要 求 男女 交替 
安排 座位 ,试问 有 和 多少 种 可 能 的 坐 法 ? 

解 ” 因 为 男女 交 艾 地 就 座 , 可 让 6 位 先生 先 就 座 , 然后 6 位 
女士 分 别 插 到 他 们 之 间 , 6 位 和 匈 生 驶 座 是 圆 排列 问题 ， 很 据 公 表 
2.1 中 式 2.8, 其 排列 数 为 

(G6—1)!=651 
6 位 女士 插入 (注意 此 时 不 是 圆 排列 问题 ), 共有 61 种 方法 ， 根据 
乘法 原理 , 就 座 方法 数 为 
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51.61 

9.14 今 有 142 个 人 围 圆桌 就 座 , 如 果 其 中 有 两 个 人 不 愿 坐 
在 相 令 位子 上 ,有 多 少 种 不 同 的 坐 法 ? 

解 ”不 考 氏 上述 限制 条 件 时 , m=12 的 圆 排列 数 为 11!1。 假 
定 那 不 愿 坐 在 一 起 的 两 个 人 是 4 Β, Ἡ 4. 了 坐 在 一 起 时 ， 则 相 
当 于 m=11 的 圆 排列 ， 其 排列 数 为 101， 而 4、B 相 邻 又 有 两 种 
情况 , 即 48 和 BA4, 那 未 4.8B 个 坐 在 一 起 的 从 法力 

111—2x]10]=9x101 

2.15 一 个 足球 队 有 165 名 队员 ， 其 中 5 人 能 跑 后 场 , 8 人 
能 踢 前 场 , 2 人 既 可 踢 前 场 又 可 踢 后 场 , 今 从 中 选取 7 «ΠΠ ΒΕ 4 
名 后 卫 参 加 比赛 , 求 有 多 少 种 选 法 ?( 注 ; 只 考虑 队员 们 的 前 后 场 
次 序 , 而 不 考虑 其 左右 次 序 。) 

解 把 全 人 按 其 特长 分 为 St+， δα, Ss 三 个 子 集 ， 其 中 心 
是 可 蝎 前 锋 的 集合 ,， Ss 是 能 踢 后 玉 的 集合 ，8s 是 可 踢 任 意 位 置 

集合 , 显然 有 
[δι | 一 8，| Sa| =5, [Ss|=2 

分 下 列 情况 进行 讨论 ， 


δ 
1) 548 Ss 的 选 法 有 ( 7 )( 


3》 含 Ss 之 一 的 选 法 有 
1) 被 选中 的 Ss 中 这 个 人 踢 前 锋 ， 则 剩 下 的 人 的 选 法 有 


ο ή. 


14) 被 选中 的 δα ΗΛ ΛΗ 8, 则 剩 下 的 人 的 选 法 有 


5 6 -- ο) 
人 小 (3 和 
又 在 Ss 中 选 一 人 有 2 种 选 法 , 所 以 这 情况 下 的 选 法 有 


BO 。 


5 


5) 0 


2 x (140-180) 一 440 种 
3) 80 中 的 两 人 都 选中 
z 3\/5 
ον ο μα 


5 


3 
1) 这 两 个 人 都 踢 后 卫 ， 选 法 有 \( 9 一 80 种 ; 


iii) 这 两 个 人 前 后 场 各 一 , 选 法 有 2 | ἵ 
所 以 , 总 的 选 法 数 是 
40 -- 440 280 -- 80 1- 560 -- 1400 

2.16 教室 中 有 两 排 座 位 ,每 排 8 个。 有 14 名 学 生 ， 其 中 
5 人 总 浅 在 前 排 ，4 人 总 尚 在 后 排 ， 问 就 座 方式 一 共有 多 人 少 
种 ? 

解 ” 因 为 就 座 是 有 次 序 的 ,所 以 是 一 个 排列 问题 。 

5 人 在 前 排 就 座 , 其 坐 法 数 为 P(8, 5) 

4 人 在 后 排 就 座 , 其 坐 法 数 为 P(8,，4) 

这 时 还 空 7 个 坐位 ,让 剩 下 的 14 一 5 一 4=5 ΑΦΜ, 他们 的 
就 座 方式 为 PC(, 5) 种 ,根据 乘法 原理 , 其 就 座 方式 共 有 

Ρ(8, δ6).Ρ(8, 4).Ρ(Τ, δ) 


]---ου 种 。 


种 。 

2.17 从 入, 2,…，(n 十 了 7 中选 出 3 个 数组 成 一 个 三 重 
«ία, ν, 2), 使 得 2>o 且 z>y。 

(a) 证 明 , 着 z= 十 1, 那 末 这 样 的 三 重组 个 数 恰 为 矿 个 (1 
«ᾖκ)ο 

(ο) 这 些 三 重组 可 分 成 三 种 类 型 :=yV，z<yV，2>2 证 明 


γὺ -|- 1. 
第 一 种 类 型 的 三 重组 个 数 为 ("2 )。 


ο 51 w 


1 
第 二 三 种 类 型 的 三 重组 个 数 为 各 ( ”3 ): 
(ο) 由 (a) 和 (pb) 推出 恒等式 
1 二 23 二 33 二 十 一 . 人 ) 
证 (9) 当 % 国定 为 有 8 二 时 ,满足 2<z 和 2%<z 的 2 9 各 
有 中 种 不 同 的 选 法 , 根据 乘法 原理 , 其 三 重组 个 数 为 
| ρε -- hb 
(Ὁ) 当 w=y 时 , 三 重组 可 看 成 是 二 重组 ,只 要 从 入 ,， 2, ''', 
(n 十 1)} 中 任 选 两 个 不 同 的 数 , 使 其 大 者 为 z, 小 者 为 zw 和 y， 便 
可 构成 这 样 的 一 个 三 重组 , 那 末 这 样 的 三 重组 个 数 为 
| .. 
κ 
当 w<y 时 ,由 于 %<2， 那 末 从 {1, 3, »'', (ας Ὁ} ΜΗ. 
三 个 不 同 的 数 ， 按 其 值 由 小 到 大 的 次 序 构成 一 个 三 重组 即 满足 
条 件 , 所 以 这 样 的 三 重组 个 数 为 
( ) 
8 
当 ww>y 时 ,情况 与 <y 完全 类 似 , 所 以 这 样 的 三 重组 个 数 
( 
3 
(ο) 由 (8@) 可 知 z 可 以 取 12，,…,n, 所 以 入 ,2,…, 1} 
所 构成 的 这 样 的 三 重组 共有 
加 一 二 


个 。 由 (hb) 可知 满足 条 件 的 三 重组 个 数 是 


 ὈὉῷν ο 


也 为 


.. . η We 
十 十 

2 3 3 
πο Γπῦν- (2 . 


nn 十 4 nn 十 二 

ΙΤ, ουσ 
ΠΕΙΣ 
ο 89.18 节日 期 间 某 大 楼 上 挂 着 15 面 彩旗 ( 排 成 一 行 )。 其 
中 红 、 黄 、 蓝 、 绿 .楼 五 色 各 3 面 ， 问 这 些 彩旗 共有 多 少 种 排列 方 
式 ?又 若 不 多 许 有 两 面 蓝 旗 相 邻 , 求 排列 方法 数 。 κ 
. 解 ” 设 旗子 的 集合 为 了 {3.7, 8-ν, 8-0, 3.9，3. ο), 根据 
定理 2.6, 立即 得 到 其 排列 方式 有 

151 151 


-- 
= 


999159 6” 


种 。 
若 有 两面 蓝 旗 相 邻 , 则 可 以 把 这 两 面 旗 子 看 作 一 夯 , 又 一 面 
蓝 旗 可 和 其 余 任 何 一 面相 邻 , 那 末 其 排列 数 为 


14! 14 
88121818: 67 


但 这 样 会 把 三 面 蓝 旗 相 邻 的 情况 多 计算 了 一 次 ， 而 三 面 槛 
旗 相 邻 的 排列 数 为 


2Χ 


18! _ 181 
88111818: Οἱ 
因此 ,没有 两 面 蓝 弃 相 邻 的 排列 数 为 
15! 14! 13! 299.18] 
65 (4 G4 ος G4 
| 评注 上 述 解 题 的 基本 思想 就 是 简单 的 包 念 ~ 排斥 原理 ， 
这 将 在 第 四 章 中 详细 讨论 。 
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2.19 在 一 个 8x8 的 国际 象棋 棋盘 上 放 着 8 个 车 , 试问 在 
下 述 情况 下 , 各 有 多 少 种 方法 放置 这 3 个 车 ,使 得 没有 一 个 车 可 
攻击 另 一 个 车 ( 若 两 个 车 处 在 同一 行 或 同一 列 便 可 互相 攻击 ) 

(4) 8 个 车 相同 ; 

(Ὁ) 8 个 车 都 有 不 同 标记 ; 

(ο) 8 个 车 中 有 5 个 红 的 ,3 个 蓝 的 ; 

(d) 把 (0) 中 的 8 个 车 放 在 12x13 的 棋盘 上 。 

解 〈a) 显然 每 行 只 能 放 一 个 车 ， 第 一 行 的 任 一 列 上 可 以 
放 一 个 车 ,有 8 种 放 法 ; 第 二 行 上 除 第 一 行 上 的 那个 车 所 占据 的 
那 一 列 外 , 其 它 7 列 可 任意 地 放 , 因此 共有 7 种 放 法 , 其余 类 推 ， 
其 放 法 数 为 81。 

(b) 对 应 上 述 任 一 种 放置 方式 , 可 将 8 个 不 同 的 车 在 它们 
所 占据 的 8 个 位 置 上 作 重 排 , 将 得 到 δι 种 不 局 汐 排 列 , 因 此 , ΒΚ 
置 方 法 总 数 为 81.81。 : 

(ο 因 5 个 红色 的 车 (或 8 个 蓝 色 的 车 ) 的 任 两 个 互 换 位 
ἘΚ, 将 不 会 改变 其 排列 情况 。 所 以 ,， 放 法 数 为 81.8!1/ (61.31)。 

(ἃ) 因为 可 从 12x12 棋盘 中 任 选 其 中 的 8 行 8 列 组 成 一 


12\ /12 
个 8x8 的 模 盘 ,其 选 法 数 为 人 γ |. 又 每 种 不 同 的 选 法 都 有 
81.81/ (51.81) 种 不 同 的 方法 来 放置 这 8 个 车 , 因此 放 法 总 数 为 


12\ /12 
a 
8/ 8 σος 13|.19] 


51.31 61.41-.41.31 
2.20 空间 中 25 个 点 ,没有 四 个 点 共 平 面 。 它 们 能 确定 多 
少 个 二 角形 ?能 确定 多 少 个 四 面体 ? 
解 ” 由 于 没有 四 个 点 共 平 面 ,所 以 不 可 能 有 3 个 点 共 直 线 。 
因而 任何 三 个 点 都 可 以 组 成 一 个 三 角形 ， 而 任何 四 个 点 都 可 以 


9 ΞΑ. ο 


组 成 四 面体 。 于 是 25 个 这 样 的 点 所 构成 的 三 角形 、 四 面体 的 个 
数 分 别 是 CO(25，3) =2300, 0(25, 4) 一 12650。 

9.91 15 个 足球 队 进行 联赛 , 结果 对 获得 前 三 名 的 队 分 别 
授予 金 、 银 、 铜 杯 , 而 末 3 名 的 队 被 降 到 低 一 级 的 联赛 会 。 我 们 
把 两 种 比赛 结果 看 作 是 相同 的 , 如 果 获 金 . 银 、 铜 杯 的 队 相同 且 
被 降级 的 队 也 相同 , 那 末 联 赛 可 能 有 多 少 种 不 同 的 结果 。 

解 ” 因 为 只 考虑 三 个 优胜 队 的 名 次 和 3 个 被 降级 队 的 队 
别 , 其它 队 的 名 次 不 予 考虑 , 那 来 获得 前 3 名 的 情况 有 

Γ (15, 3) 种 ,有 即 CO(15, 3):31 种 
而 剩 下 的 12 个 队 的 3 个 队 被 降级 的 情况 有 
ος», 3) 种 
因此 ,不 同 的 比赛 结果 数 为 
C(15, 8) .31.0(12, 8) -- 600600 

评注 车 先 考虑 被 降级 队 的 情况 数 为 0(15, 8), 再 考虑 从 
12 个 队 中 决 出 前 3 名 的 情况 数 为 了 (12, 8) = O(12，3) .3!， 结 
果 是 相同 的 。 

2.22 ”一 位 秘书 在 某 大 厦 工作 ， 如 图 2.1 所 示 , 该 大 厦 (B 
点 ) 在 她 家 (五 点 ) 东边 9 个 街 段 ， 北 边 了 个 街 段 〈 图 中 的 线条 
表示 街道 )。 假定 她 每 天 从 家 
里 到 大 厦 去 上 班 都 走 某 条 递增 


B97? 


Η" ή 日 只 全 μὶ ας Ἡν [|π | 图 

的 路 全 [ | ΠΕΠ ΚΒ 门 北 下 HH- 

走 )。 问 她 可 以 走 多 少 种 不 同 的 TTT 
径 ? 又 若 ΑΟ 街 段 上 ΠΒ ΚΙ ΚΒ 

Μη ago Fr 

积 满 了 水 使 她 无 法 通过 ， 这 时 αμα 


她 可 以 走 多 少 种 不 同 的 路 径 ? .#0.0 
解 ” 如 图 2.i 中 所 示 , 建立 图 9,1 
坐标 系 。 因 为 她 从 及 扩 到 BB 点 只 能 回 东 同 北 走 ， 大 她 问 东 走 


ο 55 ο 


1 Ες Ην εν, [ΠΕ ΤΕΛΗ ΝΑ, ΤῈ 

λΗ 走 到 B 便 对 应 于 由 ΕΝ 组 成 的 序列 ， 这 个 序列 含有 9 个 

如 和 7 个 立 。 这 样 ,， 吾 . ΒΙΛΕΣ --{θ. ΠΒ, ΤΝ ΗΗ 

一 个 排列 。 其 排列 数 为 
«161 
8171 

这 个 数 恰 是 从 Η 3ἱ Β 的 不 同 路 径 条 数 。 

又 图 中 所 示 Α 6 的 坐标 分 别 是 4(4, 3 引 各 C0(5, 8), ΜΛ. Η 
到 4 的 路 径 数 是 


Ξ0(16, τὴ 


τι 

ΖΓ -ο(τ, 8) 
πλ Ο 到 B 的 路 径 数 是 

81 

4141. -608, 4). 


故 从 五 经 40 到 呈 的 路 径 数 是 CC ὃ).Ο(8, 2), Κις, ΛΗ 
到 BB 不 经 4C 的 路 径 数 是 
O(16, τ) —O(7, 9)«Ο(8, 4) 
2.98 用 组 合 论 的 观点 解释 恒等式 


2 Nn 
ῳ ο) αν) 
. πα . n—1 
we 
fa 十 人 Τη. νυν ο 
© { 加 . 1 |] ,2 j++ 
"7 的 
十 ; 
1 | 0 


(d) O(n, 0) -Ο(η, 1) ο. ο (πα, τι)--0. 


9 536 ο 


οσο ο ο 


(ms2)。 


"© 7) 


从 % 个 人 中 选 出 ” 个 人 去 参加 会 议 ， 剩 下 的 人 留 在 家 里 
和 从 郊 个 人 中 选 出 ”一 ”个 人 留 在 家 里 , 剩 下 的 人 去 参加 会 议 的 
含义 是 一 样 的 。 

-人 

γ᾽ γ 一 1 

在 % 个 元 素 中 任 取 一 个 ,不 妨 记 为 %, 则 % 个 元 案 的 ?组合 
由 以 下 两 种 情况 组 成 . 

Ὁ) Ῥ8α[ τ 组合 ， 其 个 数 是 除外 w 一 1 个 元 素 有 的 ?组 
α } 

γ | 

ii) 含有 x% 的 ”> 组合， 这 可 加 & 到 除外 wm” 一 工 个 元 素 的 


1 
r 一 1 组 合 构 成 ， 其 组 合 个 数 是 (”_ 小 


γὴ ῃὺ-- 1 n—1 
ο”. - 
γ' 个 γ--1 
入 十 一 二 ntr” n+7?—1 十 个 一 2 
oC) 
γ' 人 个 一 1] 个 一 2 
的 
人 
设 BS = {αι, ὦ», ὦα, ”'", ΝΕ 是 % 十 ?十 1 个 元 素 的 集合。 
λ δ 中 选 出 7 个 元 素 的 组 合 不 外 乎 下 述 τ--1 ΗΒ ή, 
“组 合 中 不 含 的 ， 只 能 从 剩 下 的 mn 十 7? 个 元 素 中 取 了 个 ， 


ο Ὁὗ ο 


其 组 合 数 为 |” )。 
η" 
.组 合 中 会 m1 但 不 合 0 的, 还 要 从 晋 下 的 mr 一 1 个 元 素 


多 十 人 一 工 
中 取 7 一 1 个 元 素 , 其 组 合 数 是 ( μα |. 
«ΒΤ σι, Wa 但 不 含 oa 的 ， 还 要 从 剩 下 的 m% 十 2 一 3 个 
--2 
η... τω . 


5. ο μου 


“组 合 中 含 4， 42,…, αν {ΗΛ α, 的 ,还 要 从 剩 下 的 m% 二 mw 
ον ος ον ως. 
”一 组 合 中 含 m4 aa …, αν 的 ， 此 时 组 合 已 定 ， 即 只 有 这 一 
种 组 合 ， ο τω. 

根据 加 法 原理 即 得 到 和 欲 证 等 式 。 

(d) O(n, 0)--Ο(α, D+iO(n, πὸ =0 

经 过 移 项 可 得 

Οι, 0) «Οία, 2) ἠ------Ο(ι, 1) --ο(α, 8) ---.. 

而 这 个 公式 可 解释 为 ，% 个 元 素 的 集合 其 所 有 偶数 元 子 集 的 个 
数 等 于 其 所 有 奇数 元 子 集 的 个 数 。 

设 18| =mw αξβο 对 8 的 任意 子 集 B, 若 4€B, 则 可 构造 
Β'- Β-- {α}, 车 4 持 B, 则 可 构造 B' 一 BU {4}。 这 样 ,8 的 偶数 
元 子 集 便 和 奇数 元 子 集 一 一 对 应 。 所 以 ,奇偶 元 子 集 个 数 相等 。 


mn 7 n ν πι ἠγ, n 
ο ο ο 
公式 可 以 作 下 列 有 趣 的 解释 : | 


ο 58 5. 


be 


设 有 m 个 男 的 ,n 个 女 的 (ms 内。 其 左 端 表 示 要 从 这 四 十 na 
个 人 中 选取 πο 个 人 的 方法 数 。 而 右 端 表 示 双方 坚持 “平等 ”， 
要 末 都 不 取 , 要 末 都 取 一 人 ， 要 末 都 取 二 人 ，…。 总 之 要 对 等 。 
虽然 这 样 解释 并 没有 说 明 公式 两 边 相等 ， 然 而 存在 着 奇妙 的 对 
应 关系 可 以 说 明 相等 。 因 为 从 m+n 个 人 中 选 出 的 m 个 人 可 
能 含有 < 个 男 的 (6 一 0, 1, 3…m)， 那 来 意味 着 要 有 mm 一 6 个 女 
的 , 而 这 m 一 个 入 选 的 女人 和 没有 入 选 的 m 一 个 男人 就 建立 
了 一 一 对 应 关系 , 于 是 


ΕΛ ο 


而 前 考 束 是 mn 的 mm 组 合 数 。 

评注 利用 组 合 解释 来 证 明 恒 等 式 通 常 比 直 接 推导 要 简单 
明了 , 而且 同 一 个 恒等式 有 时 可 作出 多 种 不 同 的 解释 。 例如 (o) 
中 的 公式 ， 也 可 以 由 SS= {cee.ai，covca，…，covan+ 外 的 了 组 合 


中 舍 有 αι 的 个 数 (0, 1, 2, -.., 7 ) 这 样 的 解释 推导 出 来 。 


9.4 求人 5S= {πι.αι, πρ. 6, "τὴ, πχ 4 对 的 子 集 个 数 。 
解 ” 在 构造 $ 的 子 集 时 ,8 的 第 i 个 元 素 可 以 取 0 个 ， 
1 个 ,…,m 个 ,共有 (ms 十 1) 种 可 能 。 根 据 乘法 原理 , δ 的 子 集 个 
数 应 为 | | | 
(σι -- 1) (ma 十 1)… (nw 十 1) -H(t 


2.20 设 8--{πι-αι, πιο. Wa, "*", νι}, οκ ΠΠ τα τα, na 十 
πο το πτ-π, 证 明 的 圆 排列 个 数 等 于 
γιο] 
η. 
证 因为 共有 2% 十 上 个 元 素 ， 由 定理 2.6, δ 的 线 排列 个 
数 为 


« 53. ο 


(πι (Wt)i 
η [πυρ] ο οί ποὶ»”-'Τιχ| 
日 阅 排 列 个 数 是 线 排 列 个 数 的 4/ (mw 十 1)， 所 以 本 题 得 证 。 
2.26 一 家 面包 店 卖 6 种 不 同 的 面包 , 假如 你 想 买 一 打 (12 
只 ) 什 锦 面 包 , 可 有 多 少 种 不 同 的 选择 方案 ? 
ΗΕ ”假定 店 里 每 种 面包 的 数量 远 远 超过 12 内, 那 末 所 有 面 
包 可 表示 为 S= {ce*aqi，covaa，…，co*a6j,， 每 一 打 面 包 就 相当 
于 的 一 个 12 组 合 , 由 定理 2.8 得 方案 数 为 
O(6+12—1, 12) =6188 
2.27 . 设 S={l:6, 1:09, --., 1.αι, 00° ὄμμι, O0° Oita "'", 
co wx}, 求 S 的 7 组合 数 。 
解 ” 把 分 成 两 个 子 集 
Si1= {0@1, 2,***, ὦ) 
Ss = {0 Gis1, co set2, “"'", oo κ} 
那 末 5S 的 ?组合 可 以 从 δι 中 先 选 出 了 个 元 素 ( 人 一 0，1，2，…， 
ὁ), 再 从 As 中 选 出 7 一 个 元 素 , 因 此 S 的 7 组合 数 为 


αμ Αμ. 
i=0\ 2 一 . i=0\ ὁ η --ὐ 


评注 当 ?<t 时 ， 上 式 仍 成 立 。 虽 然 不 可 能 从 Si 中 选 出 
多 于 7 个 元 素 ,但 其 第 二 个 因子 为 0。 

2.98 (a) 设 S 是 %w 个 元 素 的 和 集合， 把 8 划分 成 个 子 和 集 
ϑι, δα, '', Bw, 帮 这 名 个 子 集 是 已 编号 的 , 且 可 以 空 , 证 明 不 同 
的 划分 数 是 νο ， 

(b) 大户 ={n*@}, 则 不 同 的 划分 数 是 O48 十 nw 一 1, n) 。 

证 (a) 因为 5 的 每 一 元 素 都 可 独立 地 处 于 个 子 集 的 任 
何 一 个 中 ,根据 习 法 原理 , 划分 数 是 如。 

(Ὁ) 如 果 我 们 把 “6 放 入 S57 看 作 是 使 用 δι 一 次 ， 那 末 一 种 


- Ο0 ο 


划分 使 δι ΤΣΗ τι Ἴ- α(θ--πι«-π) Ἡ 1 {ΕΞ δι 被 使 用 πι 次 , 由 于 
每 个 于 集 的 使 用 次 数 不 限 ， 且 这 些 子 集 在 一 次 划分 中 总 共 使 用 
ον 次 ,所 以 的 划分 和 4= {rz os 09 夺 的 组合 一 一 
对 应 , 因而 不 同 划 分 数 为 Cn 二 8 一 二 τὴς 
2.29 在 上 题 (a) 中 ， 若 规定 第 2 个 子 集 恰 合 有 i 个 元 素 ， 
ὅσα, 2, ο. 有 ,证明 不 同 的 划分 数 为 
ni 
ni! ral "ro 
证 把”%! 种 全 排列 的 每 一 个 从 左 到 右 地 分 成 & 段 , 第 ? 段 
Ἤ τι 个 元 素 ， 这 样 ， 每 一 排列 就 得 出 一 种 划分 ， 但 对 ?一 二 2, 
ο ᾱ, 38 ὁ ΕΣΗΗ αι ση Ἐξ ΗΗ πι] 个 不 同 排列 却 认 为 是 相同 的 ， 


[τ η! 要 除 以 m1, 故 划 分 ， 总 数 是 TT 


2.30 ΛΜµΛ--{1, 2, ..., 20} 中 选 出 3 个 数 ,使 得 没有 两 个 
数 相 邻 , 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ?对 六 = 一世， 3, -.., 收回 答 上 述 问 
Κο 
解 ”不 考虑 限制 条 件 时 选 法 数 为 Ο(20, 9) ο 
1) 恰 有 两 个 数 相 邻 ,共有 19 种 情况 ,其 中 ， 
1) 这 两 个 数 是 1.2, 那 末 第 3 个 数 可 以 是 4 到 20 中 的 任 一 
个 , 即 有 17 种 选 法 。 
ii) 这 两 个 数 是 19、20, 与 ji 类似 也 有 17 种 选 法 。 
iii) 这 两 个 数 选 在 中 间 位 置 , 那 末 第 三 个 数 只 有 16 种 选 法 。 
因此 , 恰 有 两 个 数 相 邻 时 的 选 法 数 为 
111-171 (19-.9) κ16--1Τκ18 
(2) 各 三 个 数 都 相 邻 ,共有 18 种 选 法 。 
由 (1) 和 (2) 得 没有 两 个 数 相 邻 的 选 法 共有 
0(20, 3) -- (17 x 18-18) =0 (20, 3) --185 


ο 
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αχ! Ν--{1, 2, -'', 全 的 一 般 情 帝 , 管 案 为 
O(n, 3)— (n—2)° 
读者 可 用 上 述 方法 目 行 推导 。 
9.91 从 有 = 一己 , 2,…, τ) 中 选取 个 数 ,使 之 没有 两 个 数 
18 96, 求 不 同 的 选 法 数 。 
解 ” 设 {gr,， σα, '', w+ 是 的 一 个 6 元 于 集 ， 且 无 两 个 数 
相 邻 , 并 假定 它们 是 由 小 到 大 排列 的 , 因而 应 满足 ， 
Ἱκασι-αι-1]-αι-- 2... «αι (ς--Ἱ) <n— (}--1) 
因此 , {αι, ἀ»-1, «'',ἀχ- κ 1}8ε δ’ -- {1,3,'', nn 一 (6 一 1)} 的 
任 一 万 子 集 。 相 反 ,对 S' 的 任 一 子 集 {21，,， 53,…，9bk} 并 设 
1b1< ba 03 < «ὃικπ-- (FC—1) 
则 可 构造 集合 
{δι, ba 十 1, δο-!-2, --:, ὃν τε Cp—1)} 
显然 是 S 的 一 个 没有 两 个 数 相 邻 的 子 集 ， 这 样 就 建立 了 一 一 对 
应 的 关系 。 而 δ᾽ 的 8 子 集 数 是 
ην -- ᾱ--1 
人 
所 以 ,S 的 不 含 两 个 数 相 邻 的 组 合 数 是 
名 一 8 十 工 
.., 
评注 “一 一 对 应 的 技巧 是 相当 灵活 的 ， 它 使 得 这 个 似乎 无 
法 下 手 的 问题 ,一 下 子 变 得 如 此 简单 。 本 题 是 上 一 题 的 推广 , 试 
把 =3 代入 ,检验 结果 是 否 一 致 。 
2.32 一 个 凸 ” 边 形 中 ， 以 其 顶点 为 顶点 ， 对 角 线 为 边 (不 
含 多 边 形 的 边 ) 的 三 角形 个 数 是 多 少 ? 
解 ” 此 问题 可 转化 成 问题 2.30, 不 过 此 时 把 人 S= 姑 , 2,''', 
对 中 的 工 和 郊 也 看 作 相 邻 的 两 个 数 , 只 要 从 题 2.30 的 管 案 中 减 


5 = 


去 荆 和 者 了 到, 而 2 和 mn 一 1 都 不 取 的 那些 情况 ,显然 有 mw 一 和 种 
可 能 的 取 法 , 那 末 答案 为 


γι ΗΝ Αγ... πι--4 
;]-α-θ»-ω-9-5(ν) 


2.98 Ἠηῃ- μια, Ἐκ κα, αὶ 115 13 
mn— ᾖ- Ί 

(不 包括 原 多 边 形 的 边 ) 的 天 ο .. . 

证 ”对 于 某 个 特定 的 顶点 4, 先 求 出 过 4 点 的 6 边 形 的 个 
数 。 因 为 4 点 已 定 ， 那 末 除 去 4 点 和 其 相 邻 的 左右 两 个 扎 外 ， 
还 要 从 琵 下 的 mw 一 3 个 点 中 选 出 8 一 圭 个 不 相 邻 的 点 以 组 成 有 1 

(“-5 -- η 
ᾖ--Ί ο. x1 
| 

过 每 个 顶点 的 天 ο αν ΜΗ γη 共有 个 顶 

点 , 同时 又 考虑 到 每 个 天 边 形 的 8 个 顶点 将 重复 计算 z 次 , 那 末 
-ᾖ- | 

共 可 组 成 的 8 边 形 个 数 是 名 ( η . 

9.84 两 个 十 位 数 ， 如 果 重 排 一 个 能 够 得 到 另 一 个 则 称 这 
两 个 十 位 数 是 等 价 的 , 展 末 有 多 少 个 互 不 等 价 的 十 位 数 ? 

{ ”由 题 意 , 在 这 样 的 十 位 数 中 ,各 数字 的 位 置 无 关 紧 要 ， 
而 仅 取 决 于 其 数字 的 组 成 情况 。 因 此 可 以 看 作 是 S=1{4c:0， 
60.1, …，ccv9j 的 ?=190 的 组 合 , 其 组 合 数 为 

10--10--1 . 19 
(Co ήτο) 

但 当 十 个 数 全 为 0 时， 无 论 念 样 重 排 也 不 能 构成 一 个 十 位 

数 。 所 以 互 不 等 价 的 十 位 数 是 


(ο) 


9.85 名 个 相同 的 球 放 入 7 个 有 标记 的 盒子 中 (n>7) 而 
no—1 
ο ο ο.) 
证 ”因为 盒子 不 能 空 ， 所 以 每 个 盒子 可 先 放 一 个 球 。 然 后 
把 剩 下 的 % 一 个 球 任意 地 放 到 个 盒子 中 , 因为 此 时 每 盒 的 球 
数 不 限 ， 这 相当 于 求 S= {ee':p0i，cov.03， ""., οο.0,) 的 m 一 ”组 
合 ,其 组 合 数 为 


7 十 (nn 一 7) --1 π--ἶ 名 一 二 
( ην --- η" μ.μ... 
评注 ”此 题 还 可 以 看 作 把 个 球 排 成 一 行 ， 任 两 个 相 邻 的 
球 之 间 都 有 一 个 档 板 隔 开 , 从 这 % 一 1 个 档 板 中 任 取 7 一 4 个 , 把 
这 些 球 分 成 7 段 , 则 每 段 至 少 一 个 球 。 按 从 左 至 右 顺 序 , 第 一 段 
中 的 球 放 在 第 一 个 盒子 中 , 第 二 段 中 的 球 放 在 第 二 个 盒子 中 , 等 
等 。 这 样 便 立 即 得 到 答案 为 . 
ι-- 1 
' νι) 
2.896 把 若干 相同 的 球 依次 放 在 标号 为 1.2、3.4 的 盒子 
中 , 从 第 一 个 盒子 起 , 每 放 一 个 球 , 就 记 下 该 盒子 的 编号 一 次 , 这 
样 可 以 产生 一 个 由 数字 12.9. 4 所 构成 的 递增 序列 。 如 图 2.2 
所 示 。 


1, 9, 9, 8, 4, 4 


图 9,3 
证 明 在 πι 个 字符 组 成 的 字母 天 上 所 能 构成 的 长 度 为 n 的 
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递增 字 的 数目 为 


.. 
( 注 ; 一 个 递增 字 中 , 其 字母 是 按 字母 表 有 顺序 排列 的 。) 
证 ”把 每 个 字符 4 看 成 是 标记 为 4 的 一 个 盒子 ，m 个 字符 
看 成 是 按 他 母 表 序 排 好 的 m 个 有 标记 的 盒子 。 这 样 ,， 一 个 长 为 
% 的 递增 字 ， 就 对 应 于 把 % 个 球 放 入 m 个 盒子 中 (每 盒 球 数 不 
限 ) 的 一 种 放置 方式 ， 反 之 亦 然 。 但 后 者 的 放置 方式 个 数 是 


(小 故 长 为 % 的 递增 字 个 数 也 是 这 个 数 。 
9.97 证 明 把 % 个 1 和 y 个 0 排 成 一 行 ， 且 没有 两 个 1 相 
1 ， 
Φα . 


证 ” 先 把 zz 个 1 排 成 一 行 ,因为 两 个 1 不 能 相 邻 所 以 要 把 
vw 一 1 个 0 插 在 这 zz 个 1 之 间 , 使 其 阳 开 ,这样 还 剩 下 yy 一 (ᾳ--1) 
=y 一 2 十 1 个 0 可 以 任意 地 放 在 这 2 个 1 之 间或 两 端的 任何 地 
方 ,与 题 2.35 类 似 , 放置 方法 数 为 | 

(zz 十 二 (-ο--1)--ᾱ VY 十 1 
| y—%+1 )-( 0 ) 

2.88 (a) 长 度 为 的 由 0， 1 组 成 的 帅 的 个 数 是 多 少 ? (要 
求 每 串 至 少 有 一 个 1) ο 

(b) 有 和 多少 种 方式 可 以 同时 产生 mn 个 这 样 的 串 ， 其 中 囊 可 
以 相同 也 可 以 不 同 ,但 每 串 至 少 有 一 个 1。 

(ο) 8 是 一 个 具有 个 元 素 的 集合 ,选取 5 的 个子 集 (每 
个 子 集中 的 元 素 个 数 不 限 ), 把 这 些 子 集 顺 序 地 记 作 Βι, B82,…， 
B;， 对 S 的 每 个 元 素 建 立 一 个 0, 1 上 串 ,如果 该 元 素 属 于 B;， 则 
对 应 囊 中 第 j 了 项 为 1 否则 为 0, (这 相当 于 每 个 子 集 Βι, Ba,… 
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Bx 都 具有 一 个 长 度 为 % 的 0, 1 ἴΒο) 如 果 我 们 要 求 5 的 每 一 个 
元 素 至 少 属于 一 个 子 集 , 则 每 串 中 至 少 有 一 个 二 那 末 有 多 少 种 
方法 ， 可 选取 的 这 样 6 个 有 序 子 集 而 这 些 子 集 的 并 集 等 于 
ΣΡ 

解 (8) 把 这 样 的 串 记 作 

ζώο. -.ὄι 
因为 每 一 个 d%=1， κ “, P) 可 以 有 两 种 选取 (0 或 1), 则 共 可 
产生 2 个 不 同 的 0 工行。 除去 全 0 的 那 种 情况 外 ， 至 少 有 一 
个 1 的 0 1 串 个 数 为 - 

(ο) 由 (9) 可 知 每 一 个 串 都 有 一 1 种 不 同 的 选取 , 而 同时 
产生 的 串 又 可 以 相同 ,根据 乘法 原理 , ”个 这 样 的 串 的 产生 方式 
数 为 (2” 一 1)"。 

(ο) 可 构造 % 个 长 度 为 的 0, 1 串 ,如 下 边 矩 阵 形式 

Bi Βο-:-Β;-:-Βκ 


αι 工 …0. .0 

因为 要 求 BiU BsU …U Βν--ᾱ, 使 8 的 每 个 元 素 至 少 属于 
某 一 个 子 集 ， 这 样 ”个 长 度 为 五 的 0,. 圭 串 的 每 一 个 至 少 有 一 个 
1, 又 Βι, Βι, .'', Βι 都 作 了 不 同 的 标记 , 因此 8 的 这 样 的 8 个 
子 集 的 选 法 为 (2 1)" 种 。 

9.59 ”可 以 有 多 少 种 方法 从 一 个 τ 个 元 素 的 集合 中 选 出 五 
个 具有 不 同 标记 的 子 集 Βι, Βα, …， Bo， 使 得 这 有 个子 集 的 交 
集 为 空 。 “ 

解 ” 因 为 ΒιῃΒεΠ"".ΠΆν-- ὅ, 说 明 没 有 任何 一 个 元 素 同 
属于 这 个子 集 ,于 是 可 仿 题 2.38 那样 对 每 个 元 素 构 造 长 度 为 


的 0, 工 串 ， 但 每 串 中 至 少 有 一 个 0， 这 样 立 即 得 出 答案 《2” 
—1)", 

9.40 给 定 一 个 种 事物 的 集合 , 其 中 有 

ni 个 事物 重复 系数 为 1, 

ns 个 事物 重复 系数 为 2, 

ne 个 事物 重复 系数 为 3, 等 等 , 妈 

δε τ1αι, 1.ᾳ., ..., τα, 2:61, 408,19. 3. ὅμι, 
| ΜΙ na 个 
. 8-οι, 8. "θϱ, … 3， ορ) 
Μ 个 | 


证 明 把 这 种 事物 放 进 τι 个 不 同 的 盒子 中 (允许 有 空 全 ) 其 
方法 数 为 | 
(σσ ὴν 
αν 
2 3 
证 ο ο ο. 
方法 数 是 m"( 根 据 表 9.1 中 公式 2.8) 。 
22 十 - 荆 
反 2-δι 放 到 το 个 不 同 的 盒子 中 的 方法 数 是 人 Jaass 
天 2.1 公式 2.183， 此 时 n=2)， 而 这 种 重复 系数 为 3 的 事物 共 
| [m+1 m+ 1” 
mm 个 .每 一 种 放 法 数 都 是 ( Ν ) 和 ,所 以 共 有 ) 种 。 
类 似 地 , 把 重复 系数 为 3 的 πο 种 事物 放 进 πι 个 不 同 盒子 中 
的 放 法 区 为 ( ) 其 余 类 推 .因此 放 法 总 数 为 
/tl m2 Λ΄” 
-J 
2.41 有 种 糖果 ,每 种 有 无 限 多 块 ,把 它们 分 给 % 个 小 朋 


2 
: . 
~ 


友 , 假定 每 个 人 对 同一 种 糙 果 最 多 分 得 一 块 , 在 下 述 情况 下 ,, 各 
有 多 少 种 分 法 ? 

(a) 每 人 可 得 任意 多 块 (包括 0) ο 

(Ὁ) 每 人 都 分 得 两 块 , 且 两 个 人 可 以 相同 。 

解 (α) 因为 对 一 个 小 朋友 来 说 ， 任 一 种 糖果 都 有 分 给 他 
各 个 分 给 他 两 种 可 能 ， 那 么 6 种 糖果 ,共有 2” 种 可 能 。 一 个 小 
朋 贩 的 分 配 情况 不 影响 男 一 个 小 朋友 的 分 配 ， 所 以 % 个 小 朋友 
的 分 配方 法 数 是 (2%)" 一 2”。 

(Ὁ) 很 明显 ， -Ῥ"πηκμκλεη) 种 ， 那 未 n% 个 


小 朋友 的 分 配方 法 数 是 ( 3 ) 


2.42 8 种 糖果 , 每 种 都 有 有 限 多 块 , 即 第 宇 种 糖果 有 块 
(ὁ--1, 2, -.., Κ), 把 它们 全 部 分 给 % 个 小 朋友 ,每 人 可 分 任意 多 
块 (包括 0), 试 求 分 配方 法 数 。 

解 ” 把 第 种 的 % 块 相同 的 糖果 分 给 n 个 小 朋友 的 分 配方 


;小 1 一 1 
ΤΊΝΙ (7 2.1 中 公式 2.13), 而 每 种 糖果 的 分 


配 互相 无 关 , 所 以 总 的 分 配方 法 数 是 
5/ 三 十 名 一 荆 
页 σι ) 
9.45 证 明 把 一 个 数 呈 前 分 成 m 项 的 前 分 数 等 于 把 数 m 
一 叹 放 分 成 不 多 于 加 项 的 前 分 数 。 
证 ”用 一 一 对 应 技术 。 
设 n= 十 Qa 十 … 十 @m 是 的 一 个 mr 项 前 分 ， 并 假定 
之 02 之 "之 Wm 之 1, 那 末 
(81 一 十 (G3 一 2) 十 十 (Gn 一 1) =n—m 
是 % 一 m 的 一 个 前 分 , 且 项 数 不 超 过 πο 


反之 ， 设 oi 十 ga 十 … 十 dr 一 9% 一 0 和 0 Εξ τι--νῇῃ ----]-Ἡ] 

分 , 那 末 
(αι -- 1) 十 (aa 十 志士 …… 十 (gr+1) 十 1 二 1 填 … 十 二 
7 项 m 一 ?项 
= (mm—m) 十 了 -- (πυ--η) =n 

是 的 一 个 mm 项 齐 分 。 于 是 这 两 种 剖 分 一 一 对 应 ， 故 其 剖 分 数 
相等 。 

2.44 证 明 把 ”前 分 成 轻 个 互 不 相同 项 的 放 分 数 等 于 把 


数 w 一 人 2 名 分 成 m 项 的 前 分 数 。 


证 设 %=Qi 十 @s 十 … 十 am Ἐξ τι βῆ -- 1. πι 3] ὮΙ 2᾽, Η.αι, 
σα, '-', Gm 互 不 相同 , 不 妨 假设 
αι 2692... Σάπισξ1 
于 是 有 
(αι -- (πυ--1)) Ξ:(α»--(ηυ--2)) 之 2 (Gm-i 一 蕊 Go 并 


(axi 一 (m—1)) 十 (as 一 (om —2)) 二 十 (@m_1—1) γα. 
= (gm 十 ga 二 十 @m) --[(πι-- 1) -(πι--3)----:--1-1-0] 


η 
ε---ηῃ]--- 
9 
ν που 
这 就 得 出 "| 的 一 个 项 的 前 分 反之 对 m[ ”的 


任 一 么 项 前 分 ， 把 这 m 项 由 大 到 小 地 分 别 加 上 (πο--1), (πι 
-), …, 1, 0 到 各 项 上 便 得 到 mw 的 一 个 各 项 互 不 相同 的 το 项 
δὴ). 

因此 , 这 两 种 前 分 是 一 一 对 应 的 , 所 以 齐 分 数 相等 。 

2.45 ”证明 周 长 为 2%， 边 长 为 整数 的 三 角形 的 个 数 ， 等 二 
把 数 ” 齐 分 成 三 项 的 章 分 数 。 


ο 69 ο 


证 πμ] ΤΠ παν γα, ΒΒ 
2(w 十 Yy 十 2) Ξ(α--φ) - (ο--ρ) (ή 1-ᾳ) =2n 

其 中 ww 十 四 十 (w+2) =22 (y+2) >y+2 
同 理 (η --ο)-ς(--ο)σζ(α--φ), (tity) 十 (8 十 区 > (w+%) 
因此 (wy)，(%w 十 攻 ，(y 十 2?) 可 以 组 成 一 个 三 角形 , 且 周 长 为 
2no 
反之 ， 设 一 个 周 长 2n 的 三 角形 ， 其 三 条 边 长 4, δ, ο 是 整 
数 , 则 
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设 z=n 一 46,，y=n 一 6, z=n 一 0。 显 然 z, υ, 2 都 是 正 整 数 ， 
而 | 
w+yis=n—g+n— bin—o=3n— (g++6b+o) =n 
即 构 成 的 一 个 前 分 。 命 题 得 证 。 
评注 以 上 几 题 都 是 用 一 一 对 应 技巧 证 明 两 种 组 合 数 相等 
的 例子 ， 用 法 很 巧妙 。 下 面 给 出 一 个 用 一 一 对 应 的 技巧 进行 计 
数 的 例子 。 / 
2.46 设 4= 了 匡 ，2,…, π), 求 f: 4 一 4 的 单调 递增 函数 
的 个 数 。 
ο 8 Ὁ 4-40, 1, 2, -.., n,n 十 1}， ἈΠ}. 4 一 4 总 
可 以 构造 一 个 .P 4 一 4 与 之 对 应 ,这 里 一 
Ῥ 0) =1, f il)=n, ος ΑΒ (ο) =f (%) | 
显然 这 是 一 一 对 应 的 , Η. 1 ΗΕ τη Τ’ 是 递增 的 。 又 
363 ΡΕ ΑΧ }. Α-»4.ΞΠ(0, Ὁ 点 经 (全 轧 点 到 达 (w 十 1, 由 点 的 
圳 增 路 径 一 一 对 应 。( 因 为 (Dl, 了 (mw <n)， 如 图 2-3 所 
不 。 
由 题 2.22 可 知 , 递增 路 径 的 条 数 为 
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(YY .. κ“. 
Nn ῃι 


-Βππειηθεε}᾽. ΓΤΤΤΤΤΤΤΤΤ 
9ῃ--1 1111 1 1] 1 1. 
4 一 4 亦 有 人 γε. 11111 {11 ΤΙ 
----[-}--}----η ΒΒ 

2.47 把 一 mn 个 元 | 
素 的 集合 S 进行 分 κ), 


从 S 本 身 起 ,每 一 次 把 某 ΓΩ 
一 个 多 于 一 个 元 素 的 子 αμ 

集 分 成 两 个 非 空子 集 。 图 2.3 

直到 所 有 的 子 集 都 只 有 一 个 元 素 。 试 求 不 同 的 分 割 方 法 数 ， 

解 ” 这 样 的 一 个 分 割 过 程 倒 过 来 看 就 成 为 一 个 合并 过 程 ， 
即 对 ”个 单元 素 集合 , 每 一 次 合并 任意 两 个 集合 , 直至 得 到 全 集 
，S， 共 经 过 n 一 1 步 。 第 一 步 全 并 的 方式 有 ( ”) 种 ， 第 二 步 合并 
πα > 种 如 此 等 等 ,最 后 一 次 把 两 个 集合 合并 大 8, 有 


2 
ντ ΤΣ; 


ους (2) 


_ n(n—1) ， ο αρα 一 2) . 2.1 
2 


(1-19 Ἡ) ὶ 


- α](υ--1)] 
一 一 


9.48 有 一 根 n 厘米 长 的 木 棒 ， 若 每 次 把 长 度 大 于 1 厘米 
的 某 一 段 截 成 整数 长 度 的 两 段 ， 最 后 得 到 n 段 长 度 为 1 厘米 的 
小 木 棒 , 求 不 同 的 截 法 数 。 


解 ”在 此 木 棒 上 标 上 刻度 , 起 点 为 0, 终点 为 m, 那 末 中 间 共 
有 % 一 上 个 点 ， 显 然 任何 一 次 截 割 都 必须 在 这 些 点 上 进行 ， 且 每 
一 个 点 都 必须 截 割 一 次 。 | 

第 一 次 可 以 从 mw 一 芋 个 点 中 的 任 一 个 点 上 截 割 。 

第 二 次 可 以 从 剩 下 的 % 一 2 个 点 中 的 任 一 个 点 上 截 割 。 

其 余 类 推 , 可 见 截 害 的 方法 数 为 (w 一 1。 

评注 题 2.47 和 2.48 两 题 乍 看 起 来 似乎 一 样 ， 但 其 解法 
和 结果 却 千 差 万 别 。 其 原因 是 木 棒 是 一 个 有 机 的 整体 ， 它 的 元 
素 ( 如 果 把 它 的 每 一 小 段 看 成 一 个 元 素 的 话 ) 之 问 是 有 联系 的 ， 
而 集合 的 元 素 是 一 盘 散 沙 ， 因 此 在 解 题 时 必须 弄 清 题 意 和 涉及 
的 事物 性 质 , 才能 套用 模式 , 而 不 能 盲目 从 事 。 

2.49 证 明 表 2.1 中 公式 2.9。 


证 因为 
τον (zi 十 wa 十 … 十 wm)" . 
第 一 个 因子 第 二 个 因子 第 % 个 因子 
= (ti 十 Va 二 二 Dm) (D1 二 Va 二 Γι) (V1 at) 
其 中 : 


第 一 个 因子 表示 第 一 个 球 或 放 入 盒 于 1 中， 或 放 入 盒子 2 
中 ,…, 或 放 入 盒子 m 中 。 
第 二 个 因子 表示 第 二 个 球 或 放 入 盒子 中， 或 放 入 盒子 3 


而 (wi 十 ws 十 … 十 ww)" 的 展开 式 的 每 一 项 都 是 一 个 系数 乘 以 
20202 02 的 形式 , 且 次 数 之 和 由 十 ra 十 … 十 oo ΠΠ αἲ 的 仿 
义 是 第 一 个 盒子 (对 应 2) 使 用 了 πα 次 ( 即 放 入 了 mm 个 不 同 的 
球 ,zw 的 含义 是 第 二 个 盒子 (对 应 v9) 使 用 了 ma 次 《 即 放 入 了 na 
个 不 同 的 球 ), 其 余 类 推 ,这 样 n 个 球 放 入 m 个 盒子 中 的 方案 数 


ο 72 


就 与 多 项 式 的 展开 式 某 一 项 的 系数 对 应 相等 。 
又 在 放 这 m 个 球 时 . 
放 入 第 一 个 盒子 中 的 mm 个 球 可 以 从 ww 个 球 中 任 选 mn 个 。 
” 放 入 第 二 个 盒子 中 的 no 个 球 可 以 从 nw 一 血 个 球 中 任 选 m9 


因此 , 放 球 方法 数 为 ， 
n\ /nn \ /nom (ntrna) πι 一 (oa 十 9a 十 … 十 9om-1) 
(2 名 3 ns ή Nm ) 
πι | (πι --πιι) 1 nm | 


τ πηία--) nln— mtn))!l μας 


ν.μ 
τη πιο} το πι] πη, Ng, “Nm 

注意 n= 二 Hu 十 mg 十 … 十 Ymo 

2.50 证 明定 理 2.7。 

证 (mi 十 v4 十 … 十 wm)" 展开 式 的 项 数 是 指 (在 合并 同类 项 
之 后 ) 不 同 的 wtw2…wwr 的 个 数 , 又 因为 wa 十 ma 十 … 十 mm 一 0 所 
以 其 项 数 等 于 方程 | 

mi 十 ng 十 … 十 mm 一 %n( 其 中 ---- 1. Ἴ .... πο) 的 解 
的 个 数 , 也 就 相当 于 {οο-ὅδι, οο»δο,:'., 9ο. ὂ) 的 7=n 的 组 合 


ΕΟ ΗΝ 
. 
因此 (wi 十 xs 十 … 十 ὅγε)" των . 


在 (1 十 w2 十 … 十 wm) ΠΗ σι--αρ--'''---ῃ--1, 于 是 多 项 
式 展 开 式 右 端 等 于 mm”, 而 左 端 等 于 各 系数 之 和 。 因 此 


ob 
Σ ππη" 
πι πο Ἔ "τι Ni, Τία, αλ.” {7η 
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这 个 结果 也 就 证 明了 表 3-1 中 公式 2.8。 

2.51 从 组 合 论 角度 解释 ， 为 什么 定理 2.6 中 的 5 的 排列 
数 等 于 表 2.1 中 公式 2.9 的 放 球 方法 数 ? 

解 ”把 ”个 不 同 的 球 排 成 一 行 , 且 顺 序 地 编号 1, 3, ---, πι 
取 mn 个 盒子 ， 并 把 其 中 心 个 盒子 标 上 1 号 ,ms 个 盒子 标 上 
2 号 ，…， 把 nm 个 盒子 标 上 mm 号 。 把 羔 个 灌 有 1 3, ---, πι 13 
号 的 盒子 , 对 应 地 排 在 m 个 球 之 下 , 这 样 每 个 球 都 放 入 对 应 的 盒 
子 中 ， 然 后 将 标号 相同 的 盒子 中 的 球 都 集中 在 相应 标号 的 一 个 
盒子 中 , 于 是 第 一 个 盒子 中 就 有 ni 个 球 ， 第 二 个 盒子 中 就 πο 
个 球 等 等 。 若 球 的 顺序 不 变 ， 盒 子 的 每 一 次 不 同 的 排列 就 产生 
把 % 个 球 放 入 πι 个 盒子 中 使 第 个 盒子 具有 mw 个 球 Φ--1, 2, κ 
…，m) 的 不 同 结果 。 反 之 亦 然 。 而 盒子 的 排列 , 就 是 

S = {ni1* 01, na 02, ---, Τό Om} 

的 一 个 重 排 。 因 此 ,5 的 排列 数 等 于 个 球 的 放置 方法 数 。 

2.52 一 个 英文 字 “Mississippi” 中 的 字母 有 多 少 种 不 同 的 
排列 方式 ? 若 两 个 i 不 能 相 邻 , 又 如 何 呢 ? 

解 ” 字 “Missisgsippi” 可 以 看 成 S={l*m, 4.5 4:1, 2.p} 
的 一 个 排列 ,根据 定理 2.6, S 的 不 同 排列 个 数 是 

| 

因为 S 的 一 个 排列 要 占据 11 ΑΕ, 11 i 不 可 相 邻 , 那 末 

就 要 从 中 取出 4 个 互 不 相 邻 的 位 置 放置 i, 由 题 2.31 其 选 法 数 为 


11-41. /8 
ey 
那 末 剩 下 的 7 个 位 置 可 任意 地 放置 其 它 三 种 字母 , 其 排列 数 为 


119141 


es 74. ο 


因此 没有 两 个 i 相 邻 的 排列 数 为 
3 
4 ) 二 
2.08 {(α) 把 3n 个 有 标记 的 球 放 入 3 个 盒子 中 , 每 盒 中 有 
τι 个 球 , 求 放 法 数 。 
(Ὁ) 把 tx 个 有 标记 的 球 放 入 个 盒子 中 ,每 盒 中 有 "个 
ἌΝ, 求 放 法 数 。 
解 (a) 先 把 盒子 看 作 有 标记 ,利用 表 2.1 中 公式 2.9， 其 


放 法 数 为 : 
( σι )- (3n) | 
πο. τὺ, γὺ (mn1) 


而 盒子 并 无 标记 , 因而 重复 计算 91 次, 所 以 放 法 数 实 为 


(3n)1 
81 (nl) 


(Ὁ) 仿 (a) 立 即 得 到 答案 为 . 

2.54 三 个 人 分 享 下 列 水 果 ; ΕΤ ΛΕΤΕ ΑΙ ΕΤ ΑΣ 
萄 各 一 个 , φ16 个 。 那 末 其 分 配方 式 有 多 少 种 ? 

解 6 个 苹果 分 给 三 人 , 每 人 不 限 数量 的 分 法 数 是 


6 十 3 一 工 8 Ν η 
| 6 κο): 
男 外 6 种 水 困 的 每 一 种 又 可 以 属于 三 个 人 中 的 任何 一 人 ， 
其 分 法 有 3 种。 根据 乘法 原理 , 总 分 配方 法 数 为 


8 
| )-» ~20, 412 
2 


2.55 (a) 证 明 2 可 以 整除 (2n)1。 


; 6; 


(b) 证 明 -上 二 -是 一 个 整数 。 


证 (α) 因为 2n 一 2 十 如 十 十 2 所 以 


2 个 


(Απ) (πι 2n 
23 2121...21 299... 2 


是 一 个 多 项 式 系 数 , 当然 是 一 个 整数 。 因 此 2 可 以 整除 (2n) !。 


(Ὁ) 由 题 3.53(p) πῃ Άρτα 是 一 个 整数 (因为 它 表 示 


ἔπ. 个 球 放 入 个 盒子 中 的 万 法 数 )。 
令 上 =n 代入, 则 


τὰ) _ ο 
πι | ΚΝ ΚΡΙΩ͂Ν 


是 一 个 整数 , 因而 
(11) | 


Do 
也 是 一 个 整数 。 | 
2.56 证 明 由 数字 1, 1, 2, 8, 3, 4 所 组 成 的 四 位 数 的 个 


4! -ι-2 3 4 4 Ξ- 14) 
| ΓΤ (2)( 1 ,+(2)- 
所 给 定 。 | 


证 上 式 已 提示 了 我 们 证 明 过 程 。 因 为 这 样 的 四 位 数 无 非 
有 下 列 四 种 情况 . 

Ὁ) 无 重复 数字 。 因 而 是 1, 2, 8, 4 这 中 个 数字 的 排列 ， 共 
有 和 4! 个 。 | 

1) 有 两 个 1, 但 无 两 个 8。 因 为 已 有 两 个 1, 那 末 另 两 个 数 


3 
从 2, ὃ, 4 中选 出 ， 其 选 法 数 为 ( 2 } 这 样 4 个 数字 作 排 列 , 其 排 
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列 数 为 


4! {3 
211111 191, 1 
8 4 
因此 ， 这 种 情况 的 四 位 数 有 ( 2 )- (2 1. 让 


11) 有 两 个 3, 但 无 两 个 二 与 这) 相同, 其 个 数 有 


iv) 有 两 个 上 和 两 个 3, 其 个 数 为 


41 ΜΠΕ 
29131 39 


因此 , 这 样 的 四 位 数 的 个 数 共 为 


3 4 4 
a1+2( )( }*( ) -10 
2 1, 1 2 


2.57 在 一 个 8x8 的 国际 象 横 盘 上 

(a) 其 后 排放 置 两 个 车 , 两 个 马 , 两 个 象 , 一 个 王 和 一 个 后 ， 
共 8 个 横 子 ,有 多 少 种 杂乱 的 放 法 ? 

(Ὁ) 把 全 部 32 个 棋子 ( 按 某 种 合法 的 规则 或 不 按 其 规则 ) 
放 在 棋盘 上 , 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 

解 ”(a) 直接 引用 定理 2.6, 得 到 答案 为 


8 8 
本 991 τσ -τι 
(Ὁ) 棋盘 上 共有 64 个 格 , 每 格 可 放 一 个 棋子 , 因此 不 同 的 
分 布 个 数 是 | 


64 
881 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3 


2.08 ”证明 下 列 恒 等 式 , 并 给 出 组 合 论 解释 。 


ο 7» 


7, 12; ὑπ ME/ 1-1, 1, "'", η 
儿 一 二 
-[-- τοι: 
η η 人 3 一 二 ， “ αι 


证 右 端 = (n— 1)1 (nO— 1)1 ᾿ 


(1-1) ο]. μί Γι] (γα -- Τ) lp! 
(α-- 1)! 
Πας ο) (οι --1) | 
nn 一 1) 1 (ri 十 9 十 … 十 jp) 
μα λα 


n(n—1)! | 
A 
ο ο γαλ (tr + 


| | 
T1, Τα, ο, Ty 


( Ν /επ n 个 不 同 的 球 放 入 6 个 不 同 的 盒子 中 ， 


τι, πμ... αἱ 
第 一 个 盒子 放 六 个 球 , 第 二 个 盒子 放 7s 个 球 ,…， 第 五 个 盒子 
旋 六 个 球 的 放置 方法 数 。 其 放 法 可 分 成 下 列 几 种 情况 ， 即 对 了 
某 个 特定 的 球 ( 如 50), 它 可 以 放 入 这 大 个 盒子 中 的 任 一 个 。 

δι 放 在 第 工 个 盒子 中 时 , 其 余 mn 一 1 个 球 的 放 法 数 : 


μονος 
Τη --1, 79, “““ κ 


ο 放 在 第 2 个 盒子 中 时 ,其余 n% 一 1 个 球 的 放 法 数 . 


ΠΣ 
Τα Το” --1, » κ 


放 在 第 万 个 盒子 中 时 ,其 余 m 一 1 个 球 的 放 法 数 


ς 78。 


μ 


ο 
γε, Τα, ''', pl 


这 样 ,两 边 的 计数 应 相等 , 因此 恒等式 成 并 。 
9 59 用 (ti 十 wa 十 十 Wm) "(Wi 十 Va 十 十 Wm) 展 开 式 的 


ο - 
σι, ο, »--, Τη κα bi, ἴα, οτε, bm) \b, Va, “'', ἷη 


式 中 右边 是 对 下 列 所 有 的 情况 求 和 ， 即 每 个 , 4 都 是 非 负 整 
数 , 且 满 足 ， 
pthi=7: (GG=1, 2, ες, πι) 
同时 ἶρι ο -- ο. -ἰ- kn=n 
ᾗα -ἰ- ἷ9-ἱ- « « -ἰ- τς 
证 “公式 左 端 表 示 把 "十 s 个 不 同 的 球 放 入 πι 个 不 同 的 盒 
子 中 且 合 第 了 个 盒子 中 放 六 个 球 人 =1， 2,…, m) 的 放 法 数 。 
右 端 则 表示 上 述 mn 十 s 个 球 可 分 成 个 和 5 个 两 部 分 , 可 先 
把 %% 个 球 放 在 πι 个 盒子 中 ， 使 得 第 2 个 盒子 中 的 球 数 为 0<%， 
< 个 (二 1，2,…,，m)。 然 后 再 把 3 个 球 放 在 mw 个 盒子 中 ， 
使 得 第 个 盒子 中 放 7; 一 hi 个 球 ， 这 样 ,每 改变 一 组 ,的 值 , 便 
得 到 若干 种 不 同 的 放 法 数 。 在 遍历 “ 
及 十 六 一 证 (一 于 3, ».., πι) 
Η 8 十 8 十 十 8 一 名 人 十 四 十 十 车 一 有 
的 所 有 情况 时 , 就 相当 于 把 n+s 个 球 放 入 m 个 盒子 中 , 使 得 第 
i 个 盒子 中 有 个 球 的 所 有 放 法 。 于 是 证 明了 公式 。 


9.60 (ὦ) 给 定 一 个 m 对 所 有 4 形式 的 多 项 式 


系数 (其 中 64-5 十 eg 二 m0) 的 每 一 项 乘 以 (一 1)*™，, 证 明 这 些 多 
项 式 系 数 之 和 为 0。 


σα, ὃ, ο, 


ο 79 ο 


(Ὦ) 如 何 把 上 述 情况 一 般 化 ? 
证 (8) 考虑 % 次 多 项 式 
(21 二 za 十 Za 十 Cd 


它 的 展开 式 的 每 一 项 都 是 


形式 ,其 中 ga 十 5 二 ec 十 0=n, 令 wi 二 2 二 一 1 ws 二 04 二 1 则 
(-----1--1--1)᾽--0 


而 多 项 式 展开 云 的 右 端 是 


πο 
一 二 a+b 
> ΘΝ | ὦ, b, ο, ὦ }ς 


这 相当 于 (za 十 om 十 9 的 展开 式 中 每 一 个 系数 


Μπεν Όσο, ΗΟΜΕ. κ 
(b) 对 具有 mm 个 变 元 的 mn 次 多 项 式 ,车 πο--21, 其 系数 形式 
都 是 


να) 
σα, ὃ, ο, ὦ 


το, ενω. 
παν Τα, "'', Τι, γα, Ακ 
1148 ΠΙΑ ΜΑΣΕΝ (11 ΠΡΤῊ μὴ πο πε 2 ΠΠ 
为 0, 证 法 同 \a) ο 
2.61 (4) 证 明 大 Pp 是 一 个 质数 , 则 整除 


[-υ.,.., 
ᾱ, ὃ, ο, .'' 


除非 这 个 多 项 式 的 系数 为 1。 
(Ὁ) 通过 把 rw2? 写成 (十 4 十 … 十 12 的 形式 ， 证明 Pp 整除 
m? 一 m( 称 作 Hermat 小 定理 )。 


«80 


证 (8) ? ἂν pL  ϱ-Ώι 
λα, ὃ, ο, »'' 01010 αἰδῖο!»-' 


是 一 个 多 项 式 系 数 。 因 此 是 一 个 整数 。 而 2 又 是 一 个 质数 ， 所 
以 5101c1… 中 不 可 能 含有 2 这 个 因子 。 除 非 在 %, δ, ο, … 中 的 


某 一 项 等 于 2 其 余 全 为 ΠΝ ΜΝ τις 所 以 


1)! --1}! 
ο ο πει 


也 是 一 个 整数 , 这 就 证 明了 命题 。 


(b) 因为 
(zz 十 Za 十 … 士 CD? 


Va 
Wt > ολλ. «ἄν 
Γι ΓΕ ΕΞ 4”, 19, ν᾽ Γρ | 


由 (9) 可 知 除非 。 了.) 外 ,每 一 项 系数 都 可 被 ?整除 


γι, Fo, 
令 习 一 2 一 … 一 2n 一 二 则 


Ῥ 
m= 之 | 
Ti+rat πρ Λη, Ta,***, Th 


右 端 恰 有 9% 项 其 值 为 1， 除去 这 % 项 之 外 ， 它 们 的 和 是 一 nn。 
由 于 其 每 一 项 都 可 为 2 整除 ， 当 然 其 和 也 可 为 p 所 整除 。 即 证 
ΒΗ Τ 2 可 整除 nn? 一 n。 

2.62 用 ?wm 个 不 同 颜色 的 珠子 穿 成 一 个 项 链 ， 问 可 以 有 多 
少 种 不 同 的 穿 法 ? 

解 ” 根据 定理 2.2, ”个 不 同 颜色 的 珠子 的 圆 排 列 数 是 人 n 
一 1)!, 但 项 链 可 以 翻转 , 即 以 一 种 圆 排 列 罕 成 的 项 链 和 以 此 图 
排列 的 逆序 穿 成 的 项 链 是 相同 的 。 因 此 共有 

(mn—1)1/2 (72) 
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种 不 辣 穿 法 。 
2.63 若 不 考虑 可 翻转 的 情况 ， 现 有 % 种 不 同 颜色 的 珠子 
每 种 个 数 不 限 。 假 定 一 个 项 链 至 少 要 有 2 种 不 同 颜色 的 珠子 做 
成 ， 那 末 用 这 ”种 不 同 颜色 的 珠子 可 穿 制 多 少 种 由 2 颗 珠子 组 
成 的 项 链 ?( 其 中 2 是 一 个 质数 ) 
解 从 ?种 珠子 当中 选 出 2 个 穿 成 一 串 〈 线 排列 ) 46 Ἢ 
种 ， 但 其 中 有 种 情况 是 由 单 色 珠子 组 成 的 ， 因此 非 音色 串 共 有 
种 ,把 这 串 首尾 相连 , 可 得 到 
Wn)/p : 
种 不 同 的 项 链 。 因为 这 个 数 表示 项 链 个 数 ， 所 以 它 是 一 个 整数 ， 
H 这 就 间接 地 证 明了 Fermai 小 定理 。 
但 需 注意 , ΞΡ 不 是 质数 时 , 并非 
每 一 个 圆 排列 都 能 展开 成 2 个 不 同 的 
线 排列 。 例如 ，2=6 时 有 一 个 圆 排 
列 , 如 图 2.4 所 示 , 它 只 能 展开 成 两 个 
不 同 的 线 排列 . 
HBHBHB 和 BHBHBH 
2%.64 一 副 纸 牌 共 nn 张 ， 分 别 标 
记 以 1,2,…, mn， 证 明 把 这 样 的 两 副 纸 牌 排 成 一 圈 的 不 同方 法 
数 是 


(2n—1)! , (α--1)] 
a 


证 ”问题 等 价 于 S= 人 2,1,，2.2,…, 29} 的 圆 排列 数 。 
δ 的 线 排 列 数 等 于 
(21) | 
on 
除了 的 所 有 相同 的 元 素 都 相 邻 的 n! 排列 之 外 ， 每 2n 个 线 排 
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列 将 对 应 于 一 个 圆 排 列 ， 而 3 的 所 有 相同 元 素 都 相 邻 的 圆 排列 
数 是 (n 一 1 1 于 是 可 得 方法 数 为 
(2η) 1 一 21 «2 
2". (211) 

命题 得 证 。 

2.65 ”再 做 题 1.27 一 一 计算 没有 三 条 对 角 线 交 于 一 点 的 
凸 ”% 边 形 各 边 各 对 角 线 所 组 成 的 互 不 重 迭 的 区 域 个 数 。 

解 (参阅 图 1.26) 设想 我 们 逐条 “ 揭 起 (取消 ) 对 角 线 。 显 
然 , 每 揭 起 一 条 对 角 线 都 将 减 小 若干 区 域 , 而 减少 的 区 域 数 恰好 
等 于 这 条 对 角 线 与 其 它 对 角 线 相交 的 交点 数目 加 寺 即 等 于 这 
条 对 角 线 被 其 它 对 角 线 所 截 得 的 线段 的 数目 。 另 外 ， 当 所 有 对 
角 线 揭 完 时 , 图 形 上 还 余 留 一 个 面 。 因 此 , 设 和 N, 是 第 i 次 揭 起 的 
对 角 线 上 的 交点 数目 , 我们 有 

区 域 总 数 = (Ni 十 1) 十 (Ns 十 了 十 … 十 (Wy 十 1) 十 i 

一 [内 部 交点 数 ] + [对 角 线 条 数 ] 十 1 
—O(n, 4)+ [O(n, 2) ~—n]+1 
一 On 4) |--Ο(η--1, 2). 

式 中 的 五 是 对 角 线条 数 , Νι 是 最 后 一 条 对 角 线 的 交点 数 。 

评注 “本 题 介 绍 的 这 一 方法 是 十 分 巧妙 的 。 当 然 ， 我 们 也 
可 以 从 逐步 添加 对 角 线 的 角度 来 进行 组 合 分 析 。 从 这 里 读者 全 
进一步 领略 到 组 合 分 析 方法 的 丰 彩 。 

2.06 用 算法 2.1 生 成 {L 2, 3} 的 所 有 排列 。 

αι ”经 过 两 次 递归 调用 算法 2.1， 此 时 

n 一 1, 算法 写 下 { 壬 的 唯一 排列 

{ 1 

完成 第 二 次 递归 调用 后 , 回 到 第 一 次 递归 调用 , 此 时 

n 一 2, 算法 把 1 复写 2 次 ， 再 把 2 交替 写 在 1 的 右 左 两 边 


9 868. 


- (2n—1)! , (α--τ)] 
十 (n 1) | TT 


成 为 
1 2 
2 1 
这 就 完成 了 第 一 次 递归 调用 , 回 到 原始 调用 , 此 时 
n 一 3, ΙΙ Π{1, 2} 的 所 有 排列 各 复写 3 次, 再 把 3 ΟΛΗ 
问 左 , 再 从 左 回 右 逐 个 播 入 廿 22} 的 排列 中 ,如 下 所 示 


1 2 8 
189 

31 9 

832. 
981 
2 1 3 


这 样 便 得 到 嫌 ，2， 引 的 全 排列 ,完成 了 本 题 。 
1 ΒΕΡΝ{Π, 2, 8, 4} 的 所 有 排列 ， 只 要 在 { 红 , 2, 3} 的 排列 


的 基础 上 把 生 交 埠 地 插入 , 结果 如 下 ， 
1 2 84 
1 948 
142 8 

41 2 8 
41 3 2 
14585 2 
1 342 
1 3 24 
3 1 24 
3 142 
341 2 
48.1 ο 
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评注 “可 以 观察 出 , 1. 用 算法 2.1 生成 的 排列 是 奇偶 相间 
的 。2. πΧ ή, 2,…, nm 一 们 的 偶 排 列 是 自 右 至 左 逐 个 插入 ,对 
了， 2，…, mn 一 号 的 奇 排列 是 自 左 至 右 乏 个 搬入 。 

2.67 用 数学 归纳 法 证 明 

(a) 算法 2.1 是 正确 的 , 即 恰 好 生成 往 , 2 »»», π} 的 nl 个 
不 同 排列 。 

(Ὁ) 所 生成 的 每 个 排列 , 除 第 一 个 外 ,都 是 由 前 一 个 排列 互 
换 某 两 个 相 邻 数 而 得 到 。 

(ο) 生成 的 第 一 个 排列 是 123…m, 而 最 后 一 个 排列 是 213 
.…%。 这 样 把 最 后 一 个 排列 的 前 两 个 数 2 和 工 对 换 便 得 到 第 一 
个 排列 。 

证 (4) 用 归纳 法 证 明 ， 

“mn 一 1 时 ,算法 显然 正确 。 

设 算法 能 正确 生成 { 2，…, mn 一 才 的 所 有 排列 , 现 证 也 能 
生成 位 , 2,…, 中 的 所 有 排列 。 

算法 2.1 把 {1,9,-.., τι--1} 的 所 有 排列 各 复写 ”次 ,然后 
把 % 交 替 地 插 在 原 排 列 的 不 同位 置 上 。 这 样 得 到 的 排列 个 数 恰 
Ἐὲ πι(ει--1)!---!, ΠΗ ΕΙΕ3Ε{1, 2, …, mn 一 直 的 所 有 排列 全 
不 同 , 且 对 原来 同一 个 入 , 3, ---, 一 攻 的 排列 ,n 所 插入 的 位 置 
也 不 同 ,所 以 ml -{1, 3, ---, π) 的 排列 也 全 不 同 。 这 就 证 明了 
算法 对 任何 硅 ， 2，…，? 修 都 恰好 生成 其 所 有 的 排列 。 

(b) ”= 工时 无 疑 为 真 。nm=2 时 , 也 显然 真 。 
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.Κ ΑΙ {1, 2, Ἢ % 一 十 命题 是 真 ， 更 证 对 {1, 2, -“', τυ} 时 命 


设 人 0 加 和 六 ?pp 入 是 算法 2.1 所 生成 的 娃 ， 2，…， 叫 的 
两 个 痊 邻 排列 , 那 末 | 

(1) 阁 % 不 同时 出 现在 两 端 一 一 第 1 位 或 最 后 一 位 , 则 这 两 
个 排列 是 由 人 ,2,…, nm 一 十 的 同一 排列 ,把 % 插 在 相 邻 的 间隔 
所 得 , 显然 j1j2…7, 是 把 排列 加 名 … 纪 中 的 mw 和 与 nn 左 ( 或 右 ) 邻 
接 的 数 交 换 而 得 。 

(2) 若 交 同时 出 现在 一 端 , 比如 说 ,名 一 六 一 2， 那 末 由 归纳 
假设 得 21091: Jn 是 由 πας 交换 某 两 个 相 邻 数 而 18, 因 而 
六 和 pp 和 是 由 人 pp2 交换 某 两 个 相 邻 数 而 15ο Ἐξ }ι--ὐι--τι, 
证 法 类 似 。 

这 样 就 证 明了 命题 (p) ο 

(ο) 证 明 第 一 个 排列 是 12…m, 只 需 对 交 作 简单 归纳 即 可 ， 
因为 算法 2.1 总 是 把 ”最 先 揪 入 原来 第 一 个 排列 之 后 。 

现 证 最 后 一 个 排列 是 218… nm 之 2), 仍 用 归纳 法 。 

πα, 显然 成 并 。 

设 {1, 2,…, n 一 1} 的 最 后 一 个 排列 是 213…n 一 ln 之 3 
时 , {1, 2，…， % 一 4} 共有 (m 一 4)! (偶数 ) 个 排列 ， 对 每 个 排列 ， 
n 的 播 入 是 自 右 至 左 ， 和 自 左 至 右 交 替 地 进行 。 对 第 一 个 排列 ， 
n 是 自 左 至 右 , 因此 , 对 排列 213…mn 一 1 是 自 左 至 右 插入 ,所 以 
最 后 一 个 排列 是 213…n 一 1n。 ΕΕ. 

评注 “上 题 的 观察 结论 , 实际 上 是 本 题 (e) 和 (pb) 的 推论 。 因 
为 : 工 .交换 排列 中 一 对 相 邻 数 , 其 倒置 个 数 必 相 应 地 增 ( 或 减 )1, 
这 意味 着 排列 的 奇偶 性 要 改变 ,根据 (b)， 人 全体 排 列 可 以 看 作 从 
13... 开始 ,通过 区 换 上 一 排列 的 一 对 相 邻 数 和 逐步 产生 , 因此 所 
产生 的 全 体 排列 必然 奇偶 相间 。2. 奇偶 排列 是 交替 的 ,wn 对 每 一 
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排列 的 播 入 方向 也 是 交替 的 ， 而 第 一 个 排列 12…% 一 是 偶 排 
列 ,n 目 右 至 左 插 入 。 这 样 ，n 对 所 有 偶 排 列 必 然 都 是 目 右 至 左 
插入 ,对 奇 排 列 都 是 自 左 至 右 反 入。 

2.68 试 求 用 算法 2.I1 所 生成 的 {Ι, 3, 8, 4, δ] 的 排列 
8 1 6 2 4 之 前 和 之 后 的 那个 排列 。 

解 ” 因 为 排列 31524 中 m5 不 在 首位 和 末 位 , 那 末 生成 
排列 的 次 序 有 两 种 可 能 , 如 图 2.δ(α) ΤΙ (ὦ) 所 示 。 


3 1 2 ,5 4 3 5 

| 5 2 | 3 1 9 2 4 

3. 5 1 2 4 3 1 2 5 4 
(0) (δ) 


图 2.5 舌头 表示 5 的 可 能 走 回 


但 3 1 2 4 是 偶 排 列 ,5 播 入 的 次 序 必 然 是 月 右 至 左 ， 因 此 
图 \w 是 正确 的 。 即 3 工 5 2 4 的 前 一 个 排列 是 3 1 2 5 4, 后 
一 个 排列 是 35124。 

2.09 试 分别 确 定 全, 2，…，8j 的 两 个 排列 80168274 和 
8847604215 的 倒置 个 数 序列 。 

解 (已 对 排列 35168274。 

因为 没有 大 于 3,9,6 和 8 的 数 分 别 排 在 3,5,6 和 8 之 前 ， 
因而 wa 一 0, as 二 0, αρ-θ, ws 一 0。 排 在 之 前 大 于 1 的 数 有 两 
, ΜΙ 5,5, 所 以 αι-ὂο 排 在 2 之 前 大 于 2 的 数 有 3,5,6,8 共 

个 ,所 以 gs 一 4， 类 似 可 得 αι 4, ατ--1, 因此 排列 3516827 

ΗΕ ΦΟΡΑ 
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σισοασφαιᾶκαρᾶτας -- 24040010 
同 理 , 排列 83476215 的 倒置 个 数 序列 是 65113210。 
2.10 已 知 1, 2, -.., 8} 的 两 个 排列 的 倒置 个 数 序 列 分 
别 是 25502110 和 66142100 求 其 对 应 的 排列 。 
解 ” 由 算法 2.2, 先 在 纸 上 画 出 8 个 空格 子 


| 


然后 从 3=1 起 ， 顺 序 地 把 数 7 填 入 第 @ 十 1 个 空格 上 。 对 序 
2] 25502110 有 α,--2, αοζ-αιτδ, αι-θ, 4s=2, dg6 =m =1, ας 


--0. 于 是 按 算 法 把 1 写 入 第 w+1 =3 个 空格 子 上 , 即 成 为 


aa i 


να... --- -ὃ-κα ου -ι ΝΙΝ --.- 


余 类 推 , 最 后 得 
48165723 
同 理 , 对 倒置 个 数 序 列 66142100， 其 对 应 排列 是 73658412。 
评注 显然 , 这 一 算法 是 正确 的 , 因为 在 写 7 时, 必须 在 了 
«ΠΕ Γ αι 个 空格 ， 以 便 在 这 坚 空 格 上 壤 写 大 于 ] ιδ, Τ18 
和 作 归 纳 得 出 。 
2.71 {1, 2,…, 6} 的 所 有 排列 中 ,倒置 总 个 数 为 15, 14, 
19 的 排列 个 数 分 别 是 多 少 ; 试 购 造 一 倒置 总 个 数 为 18 的 排列 。 
解 ” 设 倒置 个 数 序列 为 60100304s0sbe， 由 倒置 的 性 质 . 0< 
-«-0--ὀ, ὁ--, 9, »':,6) 而 倒置 总 个 数 等 于 2 十 pa 十 Da 十 Da 
十 05 士 26。 显然 ,个 时 总 个 数 为 16 的 排列 个 数 是 满足 
0 和 过 0 过 6 一 入 0 一 1 2，…，6 
bit bot bstbatbst ὃς -- 18 
μες, 而 这 一 问题 又 相当 于 求 S= {5-ὅι, 4 δα, ὃ» δα 
2.0s, 1.bs} 的 7 一 15 的 组 合 数 。 求 有 限 重 复 系数 的 7 组 合 的 一 
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Ὃν σον οὗ 


区 二 .GD 
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般 问 题 须 用 包含 -排斥 原理 ,我 们 暂时 不 能 解 ， 有 待 于 第 四 章 解 
δε, 但 本 题 是 特殊 情况 , 我 们 仍 有 办 法 解 它 。 

因为 & 的 元 素 怡 有 1 上 2 十 3 十 4 二 5 一 15 个 δῆ σ--15 {Β 
合 只 有 一 个 。 因 此 ， 刀 2, …, 6) 的 所 有 排列 中 只 有 一 个 其 倒 
Ἐξ ΤΚ 15, 这 个 排列 就 是 654321。 

求 S μὴ τ--14 的 组 合 数 , 相当 于 求 δ 的 "==15 一 14=1 的 组 
合 数 。S 的 ”=1 1Η 9 ΔΑ δ, ΜΗ 41, 2, …, 6} 有 5 个 排列 


. 其 倒置 总 个 数 为 14。 


类 似 地 , 求 S 的 "=13 的 组 合 数 , 相 当 于 求 5 的 “=2 的 组 
合 数 ， 也 相当 于 求 S'={1.5s，, co:01， S00a,， 00: bs, οὐ» δι) 的 
7” 一 2 的 组 合 数 。 由 题 2.27 的 结果 ,用 f=1, 8 一 7 一 2 代入 ， 
得 组 合 数 为 


ΠΠ ἐκ... 
十 ~14 
1/ 2 一 0 1 9--1 


即 有 14 个 排列 , 其 倒置 总 个 数 为 13。 

欲 构 造 一 个 倒置 总 个 数 为 13 的 排列 , 可 先 构造 倒置 总 个 数 
为 13 的 倒置 个 数 序列 ,我 们 从 中 任 取 两 个 元 素 ， 比如 δε, δ. 
这 相当 于 从 5 中 取出 5.01， 4-ὖ», ϑ»δο, 1 ὃς 等 18 个 元 素 ， 得 
到 倒置 个 数 序列 为 543100, 引用 算法 2.2 得 排列 为 δ46821, 

2.42% (4) ἹΕΠΗ͂Ι, 2,…, π) 的 排列 的 最 大 倒置 总 个 数 是 
n(n—1)/2。 | 

(b) 试 确定 倒置 总 个 数 为 n(n 一 1) /3 的 唯一 排列 。 

(ο) 试 确定 倒置 总 个 数 为 n(n 一 1) /2 一 1 的 所 有 排列 。 

(9) 由 定义 2.2, 倒置 个 数 α, 满足 θκσιςπ--δ, }--1, 


2，…, τ 和 倒置 总 个 数 一 也 0;。 所 以 ， 倒 置 总 个 数 的 最 大 什 
是 每 一 倒置 个 数 取 最 大 值 之 和 , 即 
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(0υ--1) Π-(α--2)--:..ἠ-2--1--0--γι(αυ--1) /2 
(b) 具有 最 大 倒置 总 个 数 序列 显然 是 (nm 一 1) (一 2) …210， 
它 对 应 的 排列 是 %(% 一 了) (n 一 2)…32 1。 


(ο) 倒置 总 个 数 为 «6-5 一 1 的 所 有 排列 个 数 显然 只 有 


% 一 个 。 这 是 因为 倒置 总 个 数 仅 比 最 大 倒置 总 个 数 少 1， 肯 定 

是 某 个 其 m= (n 一 从 一 1 而 其 余 各 倒置 个 数 都 达到 最 大 值 

n 一 j。 按 照 6 一 1 3, ---, n 一 1 的 顺序 , 这 一 个 排列 依次 为 ; 
| nN Ώ--1.. 12 


be 


9.78 试 通过 由 倒置 个 数 序 列 求 其 列 的 排列 的 方法 ， 构 造 
一 个 生成 二 , 2, …, 叶 的 所 有 排列 的 算法 。 

解 ” 倒 置 个 数 序列 aiaa…a， ια, Βα, 常 为 0， 所 以 只 需 考 
虑 其 子 序列 σι -ᾱ 1ο | 

我 们 把 αιαο- -ᾱι 看 作 一 个 特殊 的 一 1 位 数 ， 它 从 左 端 起 。 
ἈΝ ἐὶ 位 实行 ”一 和 + 工 进 制 , 因为 0 和 wu<wm 一 bo 

现在 从 

ϱ00...0 

起 ， 不 断 地 在 最 末 位 加 二 同时 各 位 按 自身 规定 的 进 制 实行 进 
位 ， 直 到 序列 ”一 二 π-3, …, 2, 1 止 。 每 加 一 个 1 就 得 出 
一 个 倒置 个 数 序列 , 引用 算法 2.2, 产生 相应 的 一 个 排列 ,这 样 
共 可 构造 出 nw 一 1) (rm 一 2)…3.2.1~=nl 个 倒置 个 数 序列 , 且 互 
不 相同 。 从 而 也 就 正确 地 构造 出 全 , 3，…, 中 的 所 有 排列 。 

2.74 设计 一 个 生成 信 , 2,…, πὴ 的 所 有 排列 的 算法 ， 使 
这 些 排 列 按 字 典 序 生成 。 | .. 


ο 90 


"py mm 


解 ” 设 ={1, 2, …m%n}， 使 用 树 形 结构 来 描述 生成 的 所 


月 排 列 的 算法。 步骤 如 下 . 


(1) 先 构造 一 个 点 , 称 之 为 树 根 使 > 与 集合 号 对 应 。 
(2) 构造 7 的 181 个 儿子 ,并 按 访 中 各 元 尝 的 值 的 大 小 , 由 
小 到 大 从 左 至 右 依 次 标记 7 到 各 儿子 的 边 。 
(3) 如 果 7 到 其 某 个 儿子 "的 边 标记 为 *, 则 使 "与 集合 
一 {针对 应 ; 并 用 上 一 { 大 代替 六 ,用 ~ 1Ο3ξ Το 
Ἔ δ 不 空 ,重复 地 做 (2) (3) 步 ,直至 树 中 没有 一 个 瓜 能 产生 
新 的 儿子 。 
(4) 从 左 到 右 对 树 中 每 片 叶 结 点 写 下 从 根 到 该 叶 的 路 径 上 
各 边 的 祭 记 , 便 得 到 {, 2,…, mj 的 全 部 排列 。 
生成 {1，2, 9, 和 的 树 见 图 2.6。 
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图 9.6 


因为 从 根 起 第 外 层 ( 规 定 根 为 第 0 层 ) 的 结 点 有 %n 一 6 个 儿 
子 , 故 共 有 ml 个 时 。 又 根 到 每 片 叶 的 路 径 编 号 全 不 相同 ， 所 以 
算法 正确 地 生成 出 8 的 所 有 排列 。 


s G1 a 


2.15 用 算法 2.3 生成 全, 2, 8,4 56 的 8 组 合 。 

解 ” 生 成 的 3 组 合 依次 是 ， 

123, 124, 125, 126, 134,135,136,145,146,156, 
234,235 256, 245, 246, 256, 945, 946, 356, 456。 

2.76 用 算法 2.3 生成 的 { 2, …, 10} 的 r=6 组 合 中 ， 
紧 接 在 组 合 2, 3, 4, 6, 9,10 之 后 或 之 前 的 组 合 分 别 是 哪 一 个 ? 

解 ” 为 了 氢 述 方便 ， 把 算法 2.3 中 满足 @<n 一 "十 3 条 件 
的 数位 称 作 不 饱和 位 , 满足 =n 一 ?+ 的 数位 称 作 饱和 位 。 本 
Οδ] π--10 7 一 6 在 组 合 2 8, 4 6, 9, 10 中 ,因为 

αρ 10--10--6--6 已 饱和 
os 一 9 二 10 一 6 十 B 亦 已 饱和 
ΠΠ] cs 一 6<10 一 6 十 4=8 不 饱和 
即 6 是 该 组 合 中 从 右 端 起 第 一 个 不 饱和 的 数位 。 根 据 算 法 ， 紧 
接着 的 下 一 个 组 合 便 是 ， 
2, 3,4, τ, 8,9 

求 {1, 2, ''', 个 的 茶 个 7 组合 wig9…ar 的 前 一 个 组 合 的 方 
法 , 实际 上 是 算法 2.3 之 逆 。 具 体 方法 如 下 . 

1) 若 给 定 的 组 合 是 1，2,…, 7, 则 它 是 第 一 个 组 合 ， 它 的 
前 边 不 再 有 其 它 组 合 。 

2) 否则 ， 

a) 符 απ 1), 则 寻找 最 小 的 饱和 数位 αι, (Εβαιι 
不 饱和 ， Πα, ὍΤΙ, …，0r 都 饱和 )。 那 末 ， 组 3 αι, ας, .'., 
σι, ὦ.-- 1, ἄμ, ἄμα, --', ἃν 便 是 所 求 之 组 合 。 

Ὁ) 否则 。(c<mw 不 饱和 ) 找 最 长 的 连续 的 子 序列 σι, αμ, 
---. Ο;, (Βῇ αρ νι”- σι], αμα σι 1, “ Wr αν. 1, 但 
天 -1 十 1) 那 末 要 求 的 组 合 便 是 

αι, 4», »"', ἄ; ι, αι- 1, 网 一 人 一 9 一 起， 


, υ-- 1, γι 


即使 得 处 于 α, 之 后 的 各 数位 都 达到 饱和。 

上 述 方法 显然 正确 , 因为 对 所 生成 的 组 合 cf αὐ, :--, αν, 
算法 2.3 求 其 后 继 组 合 便 得 到 wi，cwa，…，awr。 

应 用 上 述 方法 ， 即 求 得 紧 接 于 组 合 2, 8, 4, 6, 9, 10 之 前 
的 组 合 是 2, 3, 4, 6, 8, 10, 

2.77 试 确定 {1 9 …, 15} 的 "=7 组 合 1,2, 4, 6, 8, 
14, 15 的 前 一 个 和 后 一 个 组 合 , 前 后 按 字 典 序 而 言 。 

解 ”算法 2.3 生成 的 组 合 是 按 字典 序 的 ， 所 以 可 引用 题 
2.76 中 所 描述 的 方法 。 

由 于 ατς- 1ὅ--π, ge 一 4 一 n 一 都 已 饱和 ， 而 6s 一 8<n 一 2 
--13. 未 饱和 。 这 样 , a6 一 14 便 是 最 右 的 饱和 数位 。 于 是 原 组 合 
的 前 个 组 合 便 是 | 

1. 9, 4, 6, 8 


2 7 


' 18. 16 
用 算法 2.3 求 原 组 合 的 下 一 个 组 合 , 便 得 结果 是 : 
1 9,4, 6, 9, 10, 14 
9.78 证 明 用 算法 2.3 以 字典 序 生成 全 , 2,…, πὶ 的 所 有 
7 组合 中 ,组 合 aaga…ar 处 在 第 个 位 置 上 , 其 中 


b= 0 (n, τ) -- Σϊσία--αᾱ. --- 111) 
一 


证 ”只 要 计算 出 排 在 组 合 waca…ewr 之 后 的 组 合 个 数 ， 即 可 
确定 αὶ ο 

由 于 算法 2.3 生成 的 所 有 组 合 是 按 字 — 典 序 排列 的 。 按 字典 
序 的 含义 ， 若 对 所 有 的 ᾧ «- }, 有 ὄι--α,, {Β ὅ;77Τα,, 则 组 合 διδα-.' 
ὄ» ιὀ»---ὂ, 应 排 在 Ωὦο--"Ως 之 后 。 让 我 们 考察 一 下 ， 对 国定 的 1, 
符合 这 一 条 件 的 组 合 5102…0;_10;…2b+ 有 多 少 个 ? 我 们 知道 在 集 
合 伍 ,2,…, 对 中 ,大 于 四 的 数 之 个 数 为 m% 一 az 而 每 个 组 合 中 的 
元 素 是 递增 排列 的 , 因此 , 符合 上 述 条 件 的 组 合 διδα'--δ. ιδγ'»"δι 


ο 8953. 


有 Cn 一 0 ?一 j 十 个。 入 了 遍历 1，2,…, *， 即 得 排 在 组 合 
αισ..::α, 之 后 的 组 合 个 数 是 ο (ι--ᾱ,, ?一 j 十 起 个 。 而 {1, 3, 


…, 内 的 所 有 组合 个 数 是 O(w 入 。 于 是 组 合 waa…ar 处 在 
第 ， 
On, τ) 一 名 Cn 一 qh 7 一 j 十 1) 


个 位 置 。 证 毕 。 

评注 ”上述 证 明 是 从 字典 序 含义 入 手 的 。 此 外 , 还 可 通过 时 
纳 法 , 对 作 归 纳 , 按 算法 2.3 的 生成 步 又 , 作出 证 明 , 读者 可 自 
证 之 。 

9.79 试 通过 联合 算法 2.1 和 算法 2.3, 构造 一 个 生成 {1, 
2,…, wm} 的 所 有 > 排列 的 算法 。 并 用 此 算法 生成 {1, 2, 8, 4} 
的 所 有 3 排列 。 | 

Αα ”具体 步 又 是 : 

1) 用 算法 2.1 生成 {1, 2, …, τ} 的 所 有 排列 。 这 些 排列 
就 是 代 , 23，…, 中 的 所 有 排列 的 第 工 组 , 共 σι 个 。 

2) 用 算法 2.8 生成 入 , 2, …, 中 的 所 有 7 组 合 。 

8) 对 2) 步 中 生成 的 每 个 组 合 (除了 第 一 个 组 合 1 3, …， 
? 之 外 )eiea…ayr 作 下 述 代 换 ， 

用 αι 代 换 第 一 组 中 的 所 有 排列 中 的 1, 

用 ca 代 换 第 一 组 中 的 所 有 排列 中 的 2, 


用 w 代 换 第 一 组 中 的 所 有 排列 中 的 +， 以 得 出 {1, 3, ».., 
时 的 其 余 备 组 排列 。 

μήλα {α, 2,…, 岂 共 有 GO (n, 7 个 7 组合, 每 一 个 组 合 对 应 
ri 个 排列 , 共 得 O(w Αγ --Ῥ(α, 四 个 排列 , 容易 看 出 ， 这 些 排 
列 都 是 不 同 的 , 所 以 算法 是 正确 的 。 


ο Ο4 ο 


生成 { 2, 8, 分 的 所 有 7 一 3 的 排列 过 程 如 下 ， 
1) 生成 位 , 2, 引 的 所 有 排列 , 即 第 一 组 排列 : 
123 132 819. 801, 281, 218 
2) 8ΕΡΗ1, 2, 8, 年 的 所 有 3 组 合 : 
198, 124, 134, 234 
3) 对 应 于 组 合 124 的 排列 是 . 
124, 142, 412, 421, 241, 214 
对 应 于 组 合 194 的 排列 是 ; | 
194. 143, 419. 481, 841, 914 
对 应 于 组 合 284 的 排列 是 . 
234 948 499 482, 342, 824 
这 样 就 得 到 了 {lL 2, 5, 人身 的 所 有 ὃ 排列 。 


第 三 划 二 项 式 系 数 


从 %w 个 不 同 元 素 中 取 万 个 不 同 元 素 的 组 合 数 为 O(n, (或 
(») 0x。 本 章 为 使 公式 的 形式 特征 更 明晰 ， 将 采用 记号 ( 
它 有 许多 引人入胜 的 性 质 。 由 于 它 还 出 现 于 著名 的 牛顿 二 项 式 
定理 之 中 ,因而 又 名 二 项 式 系 数 ， 

3-1 二 项 式 系数 基本 性 质 


人 τι | 
(2) -σω, 人 而 页 二 | 
规定 0! =1, 因此 =- 人 (ja 规定 (ὦ) -ο, ΔΙ “ο 以 
下 除 特别 说 明 , ὁ, ], κ, ἐ, πο, n 均 表 示 非 负 整 数 。 


νο; 


3 ΠΗ Ν - -- 
| 1 AN 4 5 
3-2 二 项 式 定理 


ων. Nn ， nn 
(& 十 1/) “一 十 ρω. 2 十 ς ο" 十 和 十 vy 十 
. 2 % 一 工 


}ὲ αν 
--- >2 | py 
k=0\ ῥ 


3-3 重要 的 二 项 式 系 数 恒等式 


n η /名 一 二 
ο”. 
«0 
0 1 2 γι 
ΠΣ 
ο 
1 2 3 Nn | 
ο .. .. (πη ( 
b 十 十 。。 十 — ， 
0 1 2 [6 kh 
s(t 
f Ὦ/ 8 ᾖ p+1/° 
9-4 二 项 式 系数 的 单 峰 性 
当即 是 偶数 时 我 们 有 
ας Ελ ου 
0 Μι n/2 \n/2) mn/2 二 1 γι 
当 是 奇数 时 我 们 有 
Out yng 
3-5 多 项 式 定 理 


人 
ται, 102, ον ση 


其 中 求 和 对 方程 Wi 二 十 一 1 的 所 有 非 负 束 数 解 πι, 19, 
το τοι 进行 。 
3-6 牛顿 二 项 式 定理 


对 满足 一 < 并 的 任意 实数 mw， y, α 


ο (oy 


地 = 0 


a) αία--1)---(α--}-Ε1) 
πη: 


题解 及 评注 
8.1 证 明 


(a) στ. 


ὦ) ο 


(ο) 3 . 


πι, Τζο, "τσ Τι / 


证 注意 到 3" 一 (1 十 3)", 2" 一 (8 一 1)"，(a)，(b) 易 证 。 同 
ΒΗ, (ο) ee .)"-Σ/ η . 
二 ᾽ Ίο] 


1 个 1 ly 
评注 ”本题 直接 套用 和 牛顿 二 项 式 定 理 等 , 8Η ΑΣΕ ΤΗ Μο βὲ 
于 篇 幅 , 也 为 了 使 题解 更 有 启发 性 , 本 章 将 省 略 荣 些 平凡 的 等 式 
推演 和 推理 步 台 。 其 它 各 章 的 编写 也 有 同样 的 意向 。 
3.2 对 实数 7 和 自然 数 各 证明 . 


γ᾽ ῃ--1 
(a) 的 } 


证 (a) ο 


ος, απ τα κ) rb) 
£1 


------- 


-------.-. τ 


ην -一 


... η --1 
rk ἶ 


Τη τ (一 二 (一 有 十 
0 τα ~ 


3.3 对 正 整 数 % 证 明 
“(a) Ἡ πο 


ee 


onti__1 
(ι-- 1 
_1 全 1 [πλ 1 [7 
ὁ) 1-τ{1}ε8 (2) τ (5) 
| 1 n 1 
αλλ αυ - 
ὦ [ ο ο... |” Γ.Γ... 
AI 3 αλ, -- 


ανα | πλ ~ 一 " τ 


n—1 τι --- 
| ου. (8 ΕΕ) 


一 ne0《 据 内 容 提 要 3-3 之 3 式 ) 
= 右边 


， 1 人 十 十 1 9 γῇ -1- Ἱ 
(b / - --- - -|- ---»--.... 
) 这 nN 二 二 1 2 用 十 二 9) 


1 ῃι,-ἰ- 1 十 工 
十 一 5 Ν ΜΗΝΕΣ ͵ 
ο πι 1 3 nt \ nt1 


| ( 据 上 题 (b) ) 
-πιτώ-Ὁ ( 据 内 容 提 要 3-3 之 2 式 ) 
= 右边 


(6) 证 法 同 (p), 1.38. 


@) ως 
ον) ών ο 


据 上 题 (b)》 


2n --] 
-» Μη : ( 据 题 1 .26) 
一 右边 


ο 100. 


/ 
\ 
(ϱ) ρω ΙΚῚ )( η 


证 (4) 右边 = (一 414)” 
-(1Υ +2 0 
2 


πι] 


(1) 350n—D) 


2 ni 
-(1) ας σος 
2 αἰ«-Δβ»4...(2ῃ) 
-(5 σης πι) | 
2 nln! 
二 HD—2n 【”) ~ 左边 
Nn 
(b) 
CC | 
[1 (ου-- Ὦ) | 
一 
ία ΣΣ 


= (nl/ ΑΙ (α-- β) 1)}» ((2nt+1) αρ (2n—1) (2n—2) :-: 
(2n— 2k+3) (2n 一 28 十 2) /hk! (Qn) (2n—2).. 

(2η --2}--2)})«2-" 

— (π(ε--1)-:-(ο--ξ--1)/ 51) «((Θπ1-1) (2n) (3η --1) 
(2-9) :.: (ὅτι -- 2, 1-89) (ην -- 236 1-32) / (21π(η--1) 
«««(πυ--δ--1)) .2 

ο1ΟΊ1» 


= (((2n+1) (ὅπ) (2η ---1) 9 (2γ---1---- 1-1) (οπ-1 ---ἷ) 
(2-1 -- 2 -- 1) ΕΙΡ) 23. 
ο.” 
k i 
一 右边 
评注 题 3.1~3.4 主要 是 利用 二 项 式 系 数 的 性 质 进行 推 


演 , 而 关于 二 项 式 系数 恒等式 的 证 明 还 有 许多 方法 , 下 面 两 题 用 
的 是 : 微分 方法 和 利用 二 项 式 和 定理 的 方法 。 


9.5 证 明 ρω ο 
证 {δ ΠΕ, 有 
Ω--α)”-5 | | αλ 


对 等 式 两 边 取 z 1 14 ΠΗ 23 
ο "一 这 (ὦ) (1) 
颖 式 (d) ΛΕΡ ο 18. 
no(i+o) "=D 的 二 (2) 
再 对 (2) 式 两 边 取 z 的 微 商 得 


π((1-ί-)” + (α-- 1) (1 ο)" Ἡ) -Σ 1 的 四 (9) 
在 (全 式 中 令 α-1, 那么 
Κω”... 


将 (多 式 略 加 整理 便 得 到 和 欲 证 的 等 式 。 
评注 车 在 (DD 式 中 令 w 一 1 可 以 得 到 另 一 个 恒等式 


n n 
--ηχθη-α 
ΡΩΝ (2) n2 


102 «. 


而 在 3) 式 两 边 同 乘 ο 后 对 “ 求 微 商 , 并 令 α--1, 我 们 便 可 得 到 


ΗΝ ον λα 
5.6 证 明 
(0 (7 
Ὕ 十 … 十 ~ 
0 γ' 1 一 二 ο ᾿ 
证 ”我们 知道 
(i 二 2)"(1+w)"= (lw) ”+ 
利用 二 项 式 定 理 展开 等 式 两 边 , 则 得 ... 


ο. 
οι. 
πι ν{ πη ο... 


mn 
十 .十 πμ. 
mm-n 


展开 左边 并 比较 等 式 两 边 w 的 系数 即 可 得 : 


m+n {πολ [τ Mm n m\ /nN 

ο. η. οὐ 

评注 ”在 题 1.26 中 曾 给 出 过 本 题 的 另 一 证 法 , 读者 不 妨 作 
一 比较 。 值 得 一 提 的 是 ,本题 有 一 个 十 分 清楚 的 组 合 直观 : Μπι 
个 甲 类 物品 和 % 个 乙 类 物品 中 取 7 个 的 组 合 数 ， 等 于 从 甲 类 中 
取 0 个 并 从 乙 类 中 取 7 个 ， 或 从 甲 类 中 取 1 个 并 从 乙 类 中 取 
7 一 1 个, …… 或 从 甲 类 中 取 7 个 但 从 乙 类 中 取 0 个 的 组 合 数 的 
总 和 。 由 此 表明 , 组 合 直观 也 可 用 以 证 明 组 合 恒等式 , 下 题 是 又 
一 例子 。 当 然 , 这 种 解法 未 必 更 好 。 


ὁ 108» 


οτε (")(7)-(7)(’-") 


证 ”展开 等 式 两 边 进行 证 明 是 不 困难 的 。 以 下 利用 组 合 直 
观 进行 证 明 。 | 

从 > 个 元 素 中 取石 个 元 素 的 组 合 数 是 (ὦ) 分 两 阶段 做 
这 御 事 ; 先 从 7 个 元 素 中 取 m 个 元 素 , 再 从 m 个 元 素 中 取 力 个 
元 素 , 共有 取 法 ( | 人 μ | 种 。 但 是 , 这 样 做 会 使 ;个 元 素 的 
同一 种 选取 被 重复 计算 , 例如 {4, ὃ, 0} 可 以 取 目 {4, 6, ο, ἆλ, 18, 
可 取 目 {α, ὀ, ο, ο), 而 这 两 者 同 是 集合 {α, 0， 6, ὦ, 6, f} 的 子 
集 。 我 们 注意 到 ， 含 有 相同 的 五 个 元 素 的 m 个 元 素 的 子 集 共 有 

--ᾖ 
κας 个 (因为 取 定 三 个 元 素 后 ， 从 了 个 元 素 中 取 πι 个 元 素 


的 取 法 , 等 于 从 ?一 & 个 元 素 中 取 mm 一 个 元 素 的 取 法 ), 因此 
CAE) 
m η m—k k 
τ η. γ᾽ η 一 此 
Eh (2)(»)-()ί6-ν 


88 假定 (Dw (lz| 过 1)。 求 证 , εἰ 


β 
证 ”对 % 归纳 证 明 本 命题 。 
n= 一 1 时 命题 由 题 设 确 认 。 
设 nw 一 m 时 命题 成 江 , 即 
1 oo 十 大 一 二 
ED 


k= 人 0 


1 oo . ιο -- 1 ᾿ 
ο ον 人 


当 αυ ο-|-Ἱ 有 时， 
1 -.1 1 
(6-1) 112 (1 


-Σ (—1) Yr. Σ (--.1γ1 ( ΠΠ - 
考虑 等 式 右 边 z! 的 系数 , 它 应 当 是 


a i νε) 
| 人 
-CD 
ον ων νο 
σον ο μα) 
-- 3) 
ο. ο” - 


因此 


ΠΗ 
wt 


(149) "τ 一 之 全 这 | 2 


内 归纳 法 命题 得 证 。 

评注 题 3.1~3.8 部 是 组 从 恒等式 的 证 明 , 但 采用 的 方法 
- 却 差别 很 大 , 这 里 我 们 作 一 小 结 。 组 合 恒等式 的 证 明 方 法 中 管 
见 的 有 : 

1. 利用 不 周 角 度 对 同一 问题 考 同 计数 的 方法 ( 即 殊途同归 
的 方法 ) 建立 组 合 恒等式 。 

2. 利用 二 项 式 系 数 的 定义 及 性 质 展开 左右 两 边 ， 通 过 计 
ο... 

、 利 用 牛顿 二 项 式 定理 及 多 项 式 相 等 条 件 ,通过 系数 比较 

建立 全 等 式 

4. 利用 (4 十 %)" 的 各 阶 导数 ， 通 过 置 z 为 一 常数 以 建立 恒 
等 式 。 

δ. 利用 组 合 直 观 证 明 组 合 恒 等 式 。 

6. 利用 数学 归纳 法 。 


| 2n 
8.9 证 明 (δα. 
2. 2 ---- 1 
证 ο -2( ) ,人 ( "πρι. 
3.10 ΙΕΡΗ, τπτ 是 一 个 整数 。( 参 见 题 2.55, 这 里 给 
出 一 个 直接 的 证 明 。) 
证 当 w=1 时 ， 半生 一. 它 显 为 一 整数 。 
当 59 时 , (十 Twona2l 因此 (2 可 以 写作 
1.2.8..n1 (wt FD) en Qn!) +1) 
on) ne Cn) | 


从 而 
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3.11 证 明 当即 大 于 2 时 , (m1)?>>nr"。 
证 对 wm 用 归纳 法 证 明 
0 一 3 时 ， 
(α!ὴ2--63--363-39--97 
设 w% 一 时 命题 成 立 , Ββ (11) ο πα. ε--1 ΒΗ, 
gm (bo) 5η} | 


κ κ 6 κ-ᾷ εις h 0 
-( 二 ΕΣ) 十 + (3 )#) erD 


(αν εδ" Γᾖλ-Γνεδ) (十 1) 
| 十 1 个 
— pr(p+1)? 
(1) 2(-Γ1)3 
(4-1) ϱ) ο (m1)? 
命题 归纳 证 得 。 
3.19 证 明 % 大 于 8 时 11 寺 21 十 … 十 n! 了 永 不 为 完全 平 
方 数 。 | 
证 。 11 二 2! 十 31 十 4!1 二 33, 它 不 是 完全 平方 数 。 此 外 , δι, 
61,71,…, 个 位 上 都 是 零 (它们 都 有 因子 2 和 怒 ， 因 此 当 n 二 4 
暑 ,11-31 十 31 十 … 十 ml 个 位 上 总 是 3, 它 不 可 能 是 任何 数 的 平 
方 数 。 
9.15 对 % 关 32 证明， 


(a) 2” . «4 


«107 。 


(b) κ“. 
iE (4) Χ τι 归纳 ， 


2x2 2% 
n 一 2 时 ， 2--ᾱ-( Ν }4». | ο. 


| < 一 4 


Σά m= 十 1 时 ， | 
τ (μα) " 
(， Et1i/ 有 
2 
>2( ο... 
( ) 人 ΠῚ 91 1-1. 2) 
- -9 πι ΑΗ 
ο. k+l1 E 及 十 二 E 
26 
«3-2{ ; |<42=4 


2n | 
ΝΠ ("τα 


πο 


ο 108 。 


3.14 (a) 证 明 
(7, (στ Wi 人 
十 十 … 十 一 
0 1 γ' γ 
(Ὦ) | Β (3) Εξ ΒΗ ο «ο 
(ο) 利用 (a) 证 明 
1.2++2.3 十 3.4 填 .… 十 n(n 十 1) = + (ι--2) 
(4) ἩΗ (8) ΠΕ ΒΗ 
1.2.8.-3.3.4-583.4.Β᾽-|--..-{-ην(το-|-1) (η-1-3) 
nil) (wt) (8). 
4 
证 (a) 反复 引用 内 容 提 要 3-1 之 3。 有 


ΝΗ 


全 
ΝΗ i) 
一 十 
Τ ων 
κ”... 
了 六 一 荆 六 一 2 
.. κ. (στε 
Τ 一 二 Tr 一 2 
二 多 
1 / ο 
一 左边 . 
(Ὁ) 左边 =1-H2-H3 十 … 十 nm 


(ora 


ν 108 » 


mn 十 二 
-(™ (在 4aj) 中 令 m 一 二 μι ---1) 


ΓΣ 


πα). 


(ο) 左边 -2 (ο. σος ὃν ενος Ὦ) 


1 


-3( ) 
8 


2 (πα. 
3 


nn 十 2 
-2( | (在 (a 中 令 m 一 2， r=n—1) 


一 右边 
(ἃ) 证 法 同 (0), 1-36, 读者 可 自行 练习 。 
(8) ο 
(9) 15--2ϑη-ϑϑ-ρ...ἠ-ηβ-ο ΠΠ ο 


«11Ο ν 


με (4) Η΄ ο”. 因而 


2 Θ 1 
2 92 | 82 .nl 十 | ”1 十 十 
ην (2) Ἡ 2) 


二 (1 二 2 十 … 二 mn) 
ο σα πα Ὦ) μπα). 
5 3 


_ n(nt1) (-γ-- Ὦ) 
6 


(2) 由 于 =n(nm 一 1) (mn 一 2) 十 3n(n 一 1) 十 nn 
_ef” 6 n ο 
| 的 5) {) 
因而 | 


19.93.1351... -ι. 9 


ο ο 5 (2) 


十 (十 2 十 3 十 … 十 多 ) 
- ο ωύμι -8. (αλα 1) ΕΡΕ 
_ nn 1)” 
4 | | 
“9.16 证 明 对 每 一 自然 数 %, 都 有 唯一 的 整数 集合 {c， 
Ga，0s，"…}, 使 得 | 
.-αι»}11-Π-Ωρ»21ἠ-445811-»»». 
其 中 αι«“ἠ(Χ} δὶ -- ὁ1)ο . 
证 ”首先 注意 以 下 事实 :对 任 一 正 整数 及 
11 寺 2.21 寺 8.31 填 … 十 pep! 十 1 一 (% 十 1 
这 是 因为 在 左边 有 


:111e- 


11 Γ1--2] 


2-22 二 31 
31 士 3.31 一 4| 
从 而 左边 的 和 为 (8 十 1)1。 
为 外 , 由 上 述 事 实 直接 可 知 |. | 
(ἆ--1}15»11153:3|--.»-1-7- 71 (1) 
现 对 和 归纳 证 明 本 命题 ; 


% 一 0 μή], Π[θκίαι, ὦ», ας), ..:}--{0, 0, 0,…}。 选取 的 唯一 
性 是 明显 的 ， 因 为 gr,， αρ, ας, "'' 中 若 有 非 零 的 m， 可 设 5 为 最 
大 的 这 样 的 足 码 , 据 (1) 式 . 

|α.-φ!}»1!}-3»21---..ἠ-(φ--1» (ὁ--1)! 
σι. 1] | 十 |42-2! | ο. | gid (0-1)! | 
从 而 αι. 1] Γσο:θ] ---. Καρ ἰ»(ὁ--1}]-Ἴ-αϊ:φ!-“0 
现 设 n==m 时 命题 成 立 , 即 有 唯一 的 
{a1, aa os ---, ἄχ, 0, 0, 0, ...} 
使 得 0 一 0i* 工 十 Cao21 十 … 十 0 

车 1 一 1， 4s 一 2， αα--8, ---, αν---, 那 入 

m+i=1.1!l+2.21+3.31+.… + bh!+1l= (十 了 上 
此 时 , 可取 {0,…, 0, 1，0,0,…}( 其 中 Gxti 一 1 表示 nn 一 mw 十 1 

{τ οι, a, “'', Ως 中 人 至少 有 一 个 使 @< 二 名 设 和 是 最 小 的 
这 样 的 数 。 那 么 

m+t1l=1.11+2.21+.+ (ὅρ-- 1) (ὅρ-- 1) 1 Ἴ-αμ» δ! 

Ἔ”''--αχ»ρ!--1 
一 0! “σι ὁρί 十 十 Gz 用 | 
-- (αι) ὁρί 十 十 Co 
ΗΓ σι ὗο, 故 ss 十 1 和 0。 此 时 , 可取 
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{0, ο. 0, αι 1, αι, --', ἄς, 0, 0, 0, :...} 
表示 n 二 1 十 4。 
上 述 归 纳 过 程 证 明了 ,任何 自然 数 % 均 可 址 示 成 
π--ᾱι-1]-{-αα-9| Ἴ-άῃ»8] ἠ--.- 
ἘΝ ΕΣ Ἐπ. ἘΕΝΕ--β]ο ἩΠ τν, Ὁξ γι ΧΟΠ ΠΡ 1469. 
ι--δι-1|--δ»-2!--δα-81--»». 
那么 
0 --(αι-- ὂ1) II 十 (as 一 8) 31 十 ws 一 08) .31 十 … 
据 妇 纳 基 础 部 分 的 讨论 , 零 的 表示 是 唯一 的 , 即 ct 一 0 一 0，aa 一 
03 一 0，q 一 5 一 0，…, 因此 
ἄ1--ὅι, Wa = θα, Wa = ba, .'' 


这 克 是 说 ,任何 自然 数 % 的 上 述 表 示 形 式 是 唯一 的 。 
3.17 定义 μμ.) 证 明 


ω (η ση 
Ὁ (γ-5"γ-κεε-αέ 


Ge 
(4). 证 明 Pascal 三 角形 ( 杨 交 三 角形 ) 的 对 角 线 恰好 给 出 
ἄν) 如 图 3.1 所 示 。 


nD ,9 
证 (8) ο. Η(7 


ο. 


ο 115. 


ae 工人 τι ) ~ tr τη 
7 修一 工 Tr 六 一 
_/%+7—1 
. 
πι 
πο) 


4114. 


ο /"—1 σὺ μμ... nt+r—1\ 
ου ee) 


ΠῚ ( 据 题 3.14 (a)) 
n 十 二 
-人 
左边 
(必须 证 结论 : 第 n 条 对 角 线 上 第 +1 个 元 素 是 《”)。 对 


πι 归纳 证 明之 。 
% 二 1 有 时, 第 一 条 对 角 线 上 第 ?十 1 个 元 素 是 141, 而 


νο ον 
结论 成 立 。 


设 ne% 时 结论 成 立 。 当 wm” 一 & 十 时, 再 对 7 归纳 . 
?一 0 时 ,由 于 每 条 对 角 线 上 第 一 个 元 素 均 为 二 而 


(oj 


η. 


ο ο κ 


设 τῳ 时 结论 成 立 。 4 ης ὁ--τ Ε, ο γι 条 对 角 
线 上 的 第 多 二 +2 个 元 素 w， 它 的 启 上 两 个 元 素 分 别 是 第 8 条 对 角 
线 上 的 第 4 二 2 个 元 素 和 第 8 十 1 条 对 角 线 上 的 第 +1 个 元 素 。 


据 归 纳 假设 ， 这 两 个 元 素 分 别 是 (，”，)，(“”!”》。 又 所 


Pascal 三 角形 的 性 质 , α-( 。”，)+( “+”》。 由 本 题 (a) 可知 


ο1185 5. 


E+1 
2 一 《1 )。 这 就 是 说 : 第 +1 条 对 角 线 上 第 5+2 个 元 素 正 是 
p41 。 -. 7 
《 ， 了 旋即 7 一 6+1 时 命题 也 成 立 。 至 此 对 "的 归纳 完成 。 
对 nn 的 归纳 完成 了 本 命题 的 证 明 。 
评注 ”本题 使 用 的 两 层 航 套 的 归纳 方法 也 是 常见 的 归纳 证 
明 方 法 , 读者 宜 细 细 玩味 ,努力 掌握 。 
3.18 证 明 . ~ 
αμ...” 7 ) | % 一 9222 十 人 一 六 一 工 ) 
γ 8=0 γ'-- ᾗ 
这 里 πο ο 


十 个 一 1 | 
证 我 们 知道 ) 才 示 从 ”个 元 素 中 选取 γ 个 元 
案 , 介 许 元 素 重 复 选 取 的 7 组 合 的 个 数 。 由 于 上 述 过 程 等 价 于 
从 %n 个 元 素 中 的 m στις ΒΡΕ ΕΠ (ο, 1, 2, ..., ση), Ν 
从 mw 一 m 个 剩余 元 素 中 选取 ?一 4。 因此 , 根据 乘法 原则 和 加 法 
原则 可 知 


CC 
ΟΣ 


ην .. 


ο 
FT—m 


on 


πι /m+k—1 nm 二 —k—1i 
-Sy J 


9.19 ”利用 从 mm 个 元 素 中 选取 m 个 元 素 的 重复 组 合 数 公 
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πο ---ηυ-- 1 
7 Ν ο. 
{πι γι mn γι m γι η γι 
ο ΟΡ.” 
0 0 1 1 2 2 1 γι 
. τ" 
- ᾿ 
证 当 n=0 时 等 式 显 然 成 立 。 
当 n 关 0 时 , 考虑 从 m 十 1 个 元 素 中 选取 mn 个 元 素 的 重复 组 
合 问题 。 设计 选取 过 程 如 下 ， 先 从 mm 十 1 个 元 素 中 选取 个 不 
同 元 素 ， 然后 再 从 这 个 元 素 中 选取 ww 一 个 元 素 ， 人 允许 元 素 重 


复 。 当 万 遍历 1,，2, …, n 时 ， 我们 便 可 得 到 一 切取 目 mw 十 1 个 
元 素 的 nn 组 合 ( 元 素 可 重复 出 现 )。 因 此 


(1 .”]- πη 
μμ. αμ 及 十 太一 ， 
i ο 1 ) 
ΜΟΙ 
ET 
αμα ο ου” 
κ... 


ϱ 117». . 


m n—1]\ 
-0 ο. ο το 


1. θὲ λε }λ., 


(1) 


评注 ”本题 曾 在 题 2.23 中 出 现 过 ， 那 里 所 使 用 的 解法 不 
[5], 

本 题 与 上 题 又 是 恒等式 的 证 明 ， 所 使 用 的 方法 依旧 是 组 合 
直观 。 但 这 两 题 都 涉及 到 重复 组 合 , 因此 问题 更 复杂 一 些 。 下 
面 我 们 还 要 讨论 几 个 恒等式 ， 它 们 比 前 面 的 那些 恒等式 要 难 证 

些 , 但 解法 上 仍 是 大 同 小 异 。 


- 8.20 证 明 3 en Ee . 


证 对 w 进行 归纳 证 明 。 
αι --0 时 等 式 显 然 成 立 。 
设 % 一 和 时 等 式 成 立 , 即 


συ τον) 


επ ὁ--1 时 ， 
gs (7) -en 
~(- ΜΝ σοι) 
ΜΗ πο ὰ γι --- 1 
τίη (全 | i ) 


γη --- 1 
... 的 本 


因此 等 式 ”%=2 二 IT 时 仍 成 立 。 
本 命题 归纳 证 得 。 


2m nm ΟΦΗ ΡΙΑ 


119. 


φ 120. 


Αν 8) (pre) sem) 
-号 ἩΡΕΙΗ η ασ ὦ 
ρε ο) δία) Αα) 0) 
τρις) emir 
τρια) δα) περ 


(ᾳ-- })! 
gh) TR 


τρ) ο) αν) 


< n αλ /p+og—ji ， 
μια μι gq ) ρα 5.5) 
Σ 


πο | 


{ο (.-ρ-ᾳἠ{ἠ1ία-ῃϊ(ρ-ἠιἠ| 
-Σ πρ! (5-ρ)!/(φ!(α--β)1ἠ1{Φ--ϑ1(4-ϑ! 
"(απ ρ--ᾳ- 1) 


-人 人 


ο 8ο 
ρ/ ΟΛ }/λφ-} 
-, 4 μασ ὁ 
一 右边 


“i 


评注 注意 本 题 应 用 组 合 数 展开 并 重新 配置 的 技术 。 


3" 


3.22 计算 ΣΙ; ο... 


第 一 和 式 的 界 | 卫 | 可 用 | 2 二 = | 代替 。 这 是 因为 ，m 为 奇数 时 


to| 8 


[5}/ᾳ-.1--} [σσ] --1--7 
ΣΙΝ }»- ΣῚ | |». 于 是 第 一 和 式 即 
Ἢ ᾱ, ο | 


类 似 地 , 第 二 和 式 可 表 为 
[5}/ᾳ--1-- [所 ~] --ᾱ-- 
S| 1 "2: (" η» 


k=1 ὦ ---1.. EK=0 i 
ΕΙ ) ， 
τας } pe 
na 


s 1231 α 


ὤ/ζ-α, ι-ἷ- 2 ο, αρ αι 1 


我 们 把 这 一 递 推 关系 的 解法 留 到 第 五 章 去 讨论 。 
8.28 证 明 n 网 -> " 
| 5 kh ( n—E | πω) 


πο... 
ο 
ον αλ 


因此 


κΞ0 


a [πο | .二 
9.4 证 明 "μθ΄ αν . 


证 ”如 图 3.2 所 示 ， 考 虑 从 (0, 0) 点 到 (mm 一 mn 十 ?十 二 π) κ 

的 递增 路 径 条 数 。 首 先 , 我 们 知道 这 些 路 径 共 
( πι ---ῃῃ -- 95-}- 1 -]-ϕι ) -{ πο 十 人 十 工 
{7 和 

条 (参阅 题 1.11) 。 其 次 , 这些 路 径 可 以 分 为 w+1L 类 ,第 一 类 经 
过 图 中 边 fw 第 二 类 经 过 图 中 边 2， ……， 第 ”+I 类 经 过 图 中 
边 1。 我 们 计算 第 厂 类 的 路 径 条 数 (一 0, 1, 2,，…,， n) 。 如 图 ， 
ἶν 的 两 个 端点 分 别 是 人 r， 从 ，( 十 二 人。 这 类 路 径 经 过 ἐκ, 必 先 
后 经 过 这 两 个 端点 ， 因 此 这 类 路 径 的 条 数 是 ， 从 (0，0) 点 到 
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dt “ --ς 


ς, 及 点 路 径 条 数 乘 以 从 (十 二 及 点 到 (m 一 mn 十 ?十 1 mn) 点 的 


路 径 条 数 , ΒΠ 
(人 
| 万 | συ ---ᾖ Γ΄ αν --- 


因此 我 们 有 | 
2 十 人 十 工 » /r+tk πο 一 在 
人 

评注 ”本题 用 展开 计算 的 方法 未 必 象 上 题 那样 容易 如 愿 ， 
而 上 题 用 本 题 的 方法 也 未 必 行 得 通 ,尽管 两 题 外 表 很 相似 。 因 
此 , 在 解 题 时 要 注意 用 不 同 的 方法 去 尝试 , 不 要 “ 吊 死 在 一 棵 树 
上 ”。 这 就 要 求 读者 对 组 合 等 式 证 明 的 主要 方法 要 很 熟 炼 掌握 
(参见 题 3.8 评注 )。 

以 后 各 题 注重 二 项 式 系数 的 其 它 性 质 , 当然 , 仍 有 一 些 性 质 
与 等 式 有 关 。 


8.95 证 明 没有 四 个 连续 的 二 项 式 系数 ) } 


人 
修 三 十 二 
| | " } αφ καοι 
二 2/ \7r+3 9 


® Τ23.ο 


αμ --- 


{ 472— Δηνγ ἠ-γιρ-}- 1θη"--θγι-{-14---0 
Αηᾶ--- 4γυη"-ἠ-γι)-}- ϑη'--- Όπι-ι 2--0 
解 这 个 方程 组 得 7 一 一 2, 这 是 不 可 能 的 。 

3.26 第 一 组 卡片 % 张 分 别 标记 1 2,，…, τι 第 二 组 上 证 片 
7 一 1 张 , 第 一 张 标 记 “ 重 复 第 一 个 数 ”, 第 二 张 标记 “重复 第 二 个 
数 ” 等 等 。 证 明 : 第 一 组 卡片 中 选取 了 张 卡片 的 重复 组 合 数 ,等 
于 两 组 卡片 中 选取 了 张 卡 片 的 组 合 数 ( 不 允许 重复 选取 同一 卡 
片 )。 

证 ”我们 用 πι 表示 第 一 组 中 的 第 了 张 卡 片 ,用 ”zw 表示 第 一 
组 中 的 第 了 张 卡片 。 我 们 在 两 种 选取 
πι, (δπμημςς-.' πι) 


οι, σι, ο σι δι; Τὸ]. μα: 


ΒΝ 


Wa, Τμ, “' 
. οι, 

(σημ πμ στ. «πι μι νο στο --ἷι) 
之 间 建 立 一 一 对 应 。 

给 定 第 二 种 选取 τμ, τμ, -'', τη, Ἴθι, To 由 于 
两 组 卡片 共 mw 十 ?一 1 张 , 其 中 只 有 “一 1 张 第 二 组 卡片 。 因此 ， 
这 样 选取 的 7 张 卡片 中 至 少 有 一 张 卡 片 是 第 一 组 的 ( 即 至 少 有 
no)。 此 外 ，Uirz(m 的 最 小 足 码 ) 不 超过 名 因为 hi< (一 了 一 
(7 一 5 一 1) --όο 这 如 是 说 ,xs 的 标记 ; “重复 第 faz 个 数 指示 
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我 们 重复 的 数 恰 在 τμ, πμ, τε, 中 。 我 们 可 如 下 唯一 地 确定 第 
一 种 选取 : 以 a,,,，…， ma 的 标记 所 给 出 的 信息 , 逐步 重复 前 
面 第 一 组 卡片 的 标记 和 新 生成 的 标记 ， 所 得 标记 序列 恰 对 应 一 
个 第 一 种 的 选取 。 例 如 给 定 第 二 种 选取 πα, πο, πα, Πο, πα, 可 
生成 标记 序列 1 2, 1, 2, 1, 它 对 应 第 一 种 选取 πι, πα, πα, πὸ, 
mio 而 第 二 种 选取 πι, mas，me，ms, m4， 可 生成 标记 序列 1, 2, 
2, 2, 2, 它 对 应 第 一 种 选取 πι, τρ, πο, το, προ 对 应 的 一 一 性 是 
明显 的 。 

反之 , 对 给 定 的 一 个 第 一 种 选取 τη, πμ, …，%w,， 我 们 将 其 
你 记 重 新 排列 ， 先 将 全 部 标记 中 的 不 同 元 素 以 递增 序 排 在 第 一 
段 ， 再 将 剩余 元 素 中 的 不 同 元 素 排 在 第 二 段 ， 如 此 等 等 。 例 如 ， 
对 第 一 种 选取 wy，ni，nzt，m2，ms，ms， 可 产生 重 排 的 标记 序列 
(1, 2, 8), Ω, 8), (1}ο 然后 改写 这 个 标记 序列 为 一 个 第 二 种 
的 选取 ， 改 写 规则 如 下 : 从 最 后 一 段 起 , 找 出 每 个 元 素 重 复 了 上 
一 段 中 的 哪个 元 素 , 并 确定 该 元 素 是 整个 序列 的 第 几 个 元 素 ( 例 
如 和 第“ 个) 然后 将 此 元 素 改 为 第 二 组 卡片 中 的 一 张 Cmo ο 38 -- κ 
段 中 的 标记 则 全 部 改写 为 它 所 对 应 的 第 一 组 的 卡片 。 例如 (1 
2, 8), , 3)，( 汕 ,可 依次 改写 为 个 2, 8), (1, 3), πιῇ (1, 2， 
3), m1, Ma, Na τα, Na, Na, Τα, ms,，mao 显 然 , 这 样 的 改 号 也 是 
一 对 一 的 。 | 

- 综 上 所 述 ， 两 种 选取 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 两 种 组 合 数 相 


"3.27 证 明 对 任意 % ο) ο} ο) νε 人 
值 为 奇数 的 项 的 个 数 是 2 μα πι, ΜΙ 

证 ”如 图 3.3， 我 们 将 Pascal 三 角形 改 为 由 0， 1 组 成 它 
们 分 别 对 应 于 三 角形 中 的 偶数 与 奇数 。 


2 


首先 我 们 注意 到 , mn 一 2 一 1 (% 为 正 台数 ) 时 ， ΝΗ; 的 


， ο) 全 为 奇数 ,因而 三 角形 中 第 2* 一 1 行 全 为 1。 这 是 因为 


( 2°—1 )- (2-1) (98. 9)... (8-1 -- ὁ -- 1) 
ὁ δ! 

ο προ. η 1ο ο 
(να. 8) (25 一 7)28(28-3 1).. (1.9.8 ΘΑ. 0.9 
-3.7.23.…) 

-(35--1) (2-1—1) (8»--) (91-3--1) (2*—5) (2r-1 一 3) 
[25 一 7) 01-39 «1)/(1.8.δ.Π...) 

一 奇数 

(上 述 计算 过 程 中 ， 将 分 子 分 母 中 的 偶数 27--2, 2* 一 4, 2* 一 6， 
… 以 及 3 4, 6, … 同时 化 为 2 与 一 个 奇数 相 滋 的 形式 。) 


1 多 一 0 

1. 1 名 一 二 

1 0 1 γλ--- 

1 1 1 1 3 

1 0 0 0 1 ι---4 

1 1 0 0 1 1 γοπας 3 

1 0 1 0 1 0 1 光一 个 


现在 我 们 对 nn<2* 一 1 中 的 天 归纳 证 明 本 命题 的 结论 。 

当 万 一 二 最 然 对 一 切 n<2 一 1 一 1 本 命题 结论 真 ( 图 3.3 前 
两 排 均 为 了 奇数 值 的 项 分 别 是 2 个 和 21 个 )。 

| / ῃ .. /fn - | 

设 n<2 1 时 ( (1) Ἰω 数 是 2 的 


Ἔ, 即 三 角形 的 第 2 一 1 行 和 其 以 上 各 行 中 1 的 个 数 均 为 2 的 
ο ἩΚΙΕ 2<n<2 一 上 本 命题 真 ， 即 须 证 图 3.4 中 标 出 的 那 
些 行 里 , 每 一 行 中 工 的 个 数 是 2 {9 38ο 

由 于 % 二 2 一 1 行 全 部 为 4， 那 么 图 3.4 中 三 角形 Το 中 全 
为 0， 而 三 角形 ,了 3 的 两 人 出 部 是 1 因此 了 ,了 中 0, 1 的 分 
布 完全 等 同 于 Zo。 据 归 纳 假设 ，7'o 中 各 行 工 的 个 数 是 2 μΠ38, 
因而 Ti, Το 中 各 行 也 是 2 ΤΕ, 例如 2 。 因 此 ,在 2"<m 和 2” 一 1 
的 各 行 上 , 工 的 个 数 也 是 2 8, 即 2.2 一 2 。 

归纳 证 明确 认 , 对 一 切 正 整 数 有 了 asoal 三 角形 中 πςκ2"--1 


的 各 行 中 1 的 个 数 是 2 的 寡 。 也 就 是 说 , 对 一 切 自然 数 mm | ) 
(7) στη ο.) Μο λα 


一 一 一 一 一 n=0 
1-2 1 

归纳) 假设 各 行 | 

中 1 的 个 数 为 2 的 大 


一 一 一 一 一 7 21 


共 2 行 
(归纳 ) 证 明 各 行 
中 1 的 个 数 为 2 的 寺 


一 一 一 一 一 xm=2t] 


3.28 :a 证 明 LTwW8)2t 二 (一 8)2o0tL 是 一 个 
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0) 证 明 (1 一 V3)”tt 是 0 和 一 1 之 间 的 一 个 数 ,并 且 
一 (1 一 M3)”tIi 是 (I 十 M3)2”t1i 的 小 数 部 分 。 

(ο) Η (8) (Db) 证 明 (αν 383)” 本 的 整数 部 分 含有 因子 
ΜΝ 

证 (4) 运用 二 项 式 定 理 展 开 
| 1-8 γ»»Π- (1—V 8) mt 
所 有 含 ὃ 的 项 全 部 抵消 ， 而 其 它 各 项 均 为 整数 , 故 结论 是 明 
显 的 。 
(b) 显然 -1<1 一 3 一 0。 由 于 2 十 1 为 一 奇数 ， 因 此 

一 1< (一 8)”"t1<0。 又 因为 
(τν Bt (+ M3)" 
是 一 整数 , 有 
(αγ) 383)"t1>0 

故 一 (1 一 V3) 是 (1 十 M383)"t1 的 小 数 部 分 。 

(ο) 18 (8) (b) 知 

(1+~vV γϑπτι 十 (1— ~/ 3 )2mt1 

是 (1 十 3)2o+1 的 整 部 ， 因 此 ， 只 要 证 (1+wW 8 )sn+1 十 (1 一 
ν 8)» ΑΡΤ 211. 

对 m 归纳 。 

ο (1 ον 9) 11. (I 一 MV 3)”+12， 它 含有 因子 
27(2” 一 3) 。 人 命题 成 立 。 

设 πι-- ᾖ 时 命题 成 立 ， 即 (HL 十 \/ 8 2911 η. (1 一 \ 3) 2-1 含 
有 因子 3。 和 一 8 二 工时 
(了 AL/3)2nt1 十 (1— ~ 3 )amtl 

一 (4+2 λα γώ ϐ) αγ (4-2 8)Ω-ΨΘγ πα 

-ο((1 1 ἃ 3 ) ΒΚ τ 4 (一 人 可 ) 2*+1) +2(I+~vV3 ) 
十 2( 工 一 人 /3 )2243 
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(4 Ελληνα τον 293) -3((4 13 ψν 8))Η 
十 (4 一 Θ ν 3 } 21) 
一 2(( 工 十、 81η. (1--Ψ' 53931) 
μον ὁ — M3)"+) 
ΤΗ ΙΗΕΜΗΝΣ ο((1 8) 11 (1. ο 82ΟΥ ΑΡΗ Τ᾽ 2573 ῃῃ 
2 2+ VS Tt (2 一 M3)*D) 中 含有 因 于 2*( 易 证 
(2+ ~ 8. γΡη- (2— «/8γτη | 
为 一 整数 ), ΓΗ (1 ον 1 (α -- /8 γη χε πο «1Η 
也 含有 因子 2"+1(2*+?)。 | 
归纳 完成 , 命题 得 证 。 


9.29 邻 4=(wV 27 十 5)2n4+1， 没 了 是 4 的 小 数 部 分 。 证 
ΒΗ. 24F = 和 411, 
证 ” 同 题 3.28, 我 们 可 证 (MVM 27 --Βγ»»τι 是 /27 十 5 的 小 
数 部 分 , 即 卫 一 (~/ 27 δ) ΗΒ 
24AF=2(MV27 -- δ) ”+1 327 --δ) ”+ 
一 2(27 一 25)2r+1 
— 92n 十 2 


.. ΔΊ 


8.80 (a) 证明 知 2 是 质数 ,而 有 不 是 0 和 2, 那么 后 
σι ϱ Η/Μ. 9 
(0) 证 明 ΤΡ μι, ΒΒΔ α Ῥ ) 被 2 除 余 数 为 2。 


证 ὦ πο ο 又 因 


κ οκ ρ (2 Ῥ--., (ὦ)}-ο ο. -- …, 23 均 非 2 的 


. 1:9» 


因子 ,所 以 { 2 | 是 的 倍数 


下 人 


由 于 p 是 质数 , 据 (8)， 和 ) (΄ 上 人 μα 


ο, oj 1Η jr 除 余数 为 2。 
ΕΕ 


十 。。 


ἃ. = nl -- 
2n 
从 而 lim w,=2。 
站 Cn - 1 |--»»-|- 


1 
1 2 nm 
Tai Ta 7a-IV 
6 1 τι -- 1 ; 


当 n 为 偶数 时 ， 


α,--Ἱ----- | 
| γὺ 
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nn 十 1 1 1 - 1 
ΠΝΡΣ π Τι n—1 TT γι 一 荆 
0 1 9 一 荆 / 
- γι-- 1 
Dm μα 
当 mn 为 奇数 时 ， 
| _1/ 5-1 nn 十 1 nn 十 1 
ee er ποτ TT 
0 1 | γυ---ἶ | 
| 2 
十 1 1 “1 1 
ο ᾳ γὺ--- 1 Ἔ γι -- 1 ἘΠΕ ην --- 1 
0 1 | | | 
ο 2 
γι 1 1 | | | 1 ο... 1 
2n mV /ni 
| 0 1 τι 1 
ηι-ἰ- 1 
| Dm Wi 1 | 
也 之 ， ὦ, 一 πο αμ 1-1, 从 而 lim mw 一 地 lima ai 十 1 ᾱ» 


lim aw, --|1γ34, 1-Ξ2 
"Σο 


oo 


则 < 一 元 2 二 1 2 一 2。 


3.32 (α) 证 明 


.. 99Ο ΩΩ 


α(σ!-1)(σ!ἠ-2)---(α-π) wm wtli wi2 | ς-|-ῃ8 
(Ὁ) 在 (a) 中 等 式 里 令 ο-1, 得 到 一 个 二 项 式 系数 恒等式 ， 
试用 其 它 方法 证 明 这 一 等 式 。 


证 (8) 对 n 归纳 证 明 本 命题 。 
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有 一 0 时 ， 左边 一 二 一 右边 。 
设 n= 时 等 式 成 立 。 当 n=% 十 1 时 


.. (了 ( ki\ 
右边 -= 仆 0 -个 工 /+ 二 | ,| | 


好 十 二 ο) -ἷ- 2 υ-ἰ- ῷ 


- £1 
vv+1) (ο --- 9) --» (w+k) 


ιο) ,ey 


σι αἱ 
ΕΑΝ ΙΕ) λε. {ΗΒ 
ων νιν 
ο(0-- 1) (十 2 (十 天) 
ο ΓΟ (7 十 玖 -2 十 而 (7 十 有 二 二 (3) 
οσο στο τώ στη 
1) (vt+2).… (w+h 
.. (ο ἠ- ἆ) (σ-ι-ᾖ--ᾱ1) 
归纳 完成 , (a) 得 证 。 
(Ὁ) 在 (a) 中 等 式 里 令 w=1 便 得 
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1 Τι 1. | Ὦ 1 | ῃ 1 Τι 
nla 

它 的 证 明 匈 题 3.3(06)。 

评注 ”(*) 标 记 的 一 步 仍 由 归纳 假设 得 。 我 们 对 πα 归纳 时 ， 
ο 看 作 参 数 , 它 是 任意 的 。 因 此 归纳 假设 对 任意 % 成 立 , 对 十] 
也 成 立 。 

9.893 定义 X29=1, αν) --α(ᾳ-- 1) (vw 一 2)…(w 一 mn 十 1), 证 
明 


(2 十 9/) (5) 一 { Zn) 十 ka 一 全) 十 ο.” δν) 
γι Ίο --- 1 nn 一 2 


| 
-十 。 ,十 (πὸ 
(0) 


证 对 n 归 纳 证 明 本 命题 。 
n 一 0 时， (5-9) 9-1, (jz 等 式 成 立 。 


设 n= 上 时 等 式 成 立 ， 并 注意 到 ολα, y=y。 那么 当 
ιο ---αΗ, 
左边 = (ο) ς 
一 (ZX 十 (0 十 9 一 人) 


k Ek hb 
- (8) (5-1), 1(1) (1-3) {8} 
ο. ο... 


+ (oo) 


p\ Eb 
-ί , | 4. Ν) (ᾳ--ᾱ) Ἡ ἡ ο 3) 
ΩΣ ου 
有 一 荆 


9 98ο 


αν ο Ώ 


\ 
h 
十 | } | ΩΦ» (ᾳ-- ὅ - 2) 3) 


十 
一 ”人 
ΩΝ 

ος“ 


| {1 


= | η οκ). (( k ) | h (1) 
] 有 Εμ”... 
+(( hk ο h }α--υνο) 
ς--1 fk—2 
ο νο ο λα) 十 µ ΥΓ | 
AN 0 OF 
κ.) ἔ 1-1 k+l1 
--- ᾖ ο... (EY (1) (Ek—1), (9) 
κ, | |. ο. Y 
十 1 


~ 右边 
归纳 完成 ， 本 题 得 证 。 | 

5.94. 设 了 是 小 于 mm 的 素数 ，| -2 ] 表示 商 -το. 的 整数 部 
分 。 


(a) 证 明 序列 p, 90, ὃρ, -. “155 Ἢ 15Η Β|-5- | 个 项 
除 ， 


可 被 ?整除 , 从 有 | -全 ] 个 项 可 被 me 整除 , 从 有 | 从 ] 个 项 可 被 
2 整除 如 此 等 等 。 
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(0) 证 明 : φ 整除 πι! 18 ἊἪ σα] τι] τ᾽» ὅς 


(2 整除 πι Κ18 9 βῆς πι, ΒΦ” 则 不 然 )。 
ΙΕ (4) 首先 我 们 证 明 
| 

ΠΠ 


Ῥ 


Ἴ "5 ΑΙ -Ῥ | ο. ο 
yr <p), πο 一 十 PD 十 ?7% 由 于 ?YD 十 7 过 
2] | 
γ', 因此 一 | 名 了 -| | 21 [如 | sa Le [nl 
现 设 χν--ἔιρή-Τι, - ζορ-- σα, ka= ksni rs (rT1< PD, τας 
p.m) Β ΕΑΝ 1δ δω | ορ] δν [ο] ρα]. ἐν" 
ran 


于 是 所 给 序列 


、 8, αφ, σφ, μα hp (1) 
可 详 析 为 | 


Ψ, 20, ὃρ, ΝΣ, ϱρ”, 2 Γρ, ΝΣ 24”, 2 12- Γρ, .'', ὧο ϱ”, | (2) 
bap +p, ''', ρε 
Dp, 22, .'', 2), Pp τρ, ''', 2, 2P Γρ, ''', bap , | (3) 
bsp +p, --', bap + rap’, ''', hsp + rep 7ap 
显然 ,序列 (D 中 有 肌 一 | δ} 个 项 可 被 2 整除, 序列 (2) 中 
ΒΗΓ δαν. [τον | 个 项 可 被 整除 , 而 序列 (8) 中 恰 有 加 一 | 


个 项 可 被 入 整除, 如 此 等 等 。 
(b) 将 m! 展开 
γη. | --1»2οθο»...Ὀν (ρη-1) 。 。 《27 十 十) neue 


ΠΟΤΟ 
其 中 ο | np 十 "(7 过 p)。 由 于 pp 是 质数 , 这 里 只 有 pp, 2ῃ, 


3p,…，| -全 |p 能 被 p 整除 。 据 (a), 这 些 因 子 中 能 被 2 整除 
而 不 能 被 p 整除 的 因子 是 


σι μι η 


如 此 等 等 。 因 而 m! 的 质 因 了 于 分 解 式 中 ,2 的 指数 恰 为 
[5]-[515{51-[50»»{51-51» 


᾽ + 人 [+ 


也 就 是 说 ,m1! 恰 能 被 P 整 除 | 名 |+|- 各 |+[- 各 +… 次 。 
评注 上 述 和 式 都 是 有 穷 和 , 因为 总 有 正 整 数 各 使 |- 过 | - 
0, 详 见 下 题 。 
3.35 证 明 (继续 上 题 )p 整除 m! 恰 为 
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ο τσ ο 
次 ,其 中 7== [logs πο] ([ Πορ, πο] 表示 1οβρ πι 的 整数 部 分 )。 
πε 因为 7=[logp mj, 故 mw 一 pn, πρ, ΛΠ ος 2 


ο 一 … 一 0。 因此 2 整除 m1 恰 [|+ 
ο ο. 
ο ο. 
ο Ορ.) 
ο. ο) 
次 ,其 中 卫 是 大 于 2 的 质数 ,r-- [logs 2n]。 
ο 证 明 p 束 除 ( ”至 多 [ogs2n] 次 。 


ΙΙ ΣΣ; 
证 (8) 我 们 知道 
(”]- (2m | 
τι λα 
据 题 3.35 的 结论 , (Απ) ! 中 质 因 子 2 的 指数 是 
πμ 


其 中 7= [log 2m1。 而 mim! 中 质 因子 2 的 指数 是 


ο οσα 


其 中 ，7 一 [logsn]。 由 于 p>2, 7 一 ”一 [logo2%]。 因 此 上 
中 质 因子 p 的 指数 是 
{΄π|-2|5|}η{{πε}-3[πτ]}η-ε{[Πἑ} -3|555}) 
故 本 题 结论 (a) 成 立 。 

评注 p 一 2 时 本 命题 也 成 立 。 这 是 因为 此 时 "= [logpn] 


-- 而 | ο =0, 故 mlml 中 质 因 2 的 指数 也 可 写 为 


2 |+2| τ. j++ τσ. |+ 引 全 ιο 


(Ὁ) 对 任意 正 整 数 色 我们 可 证 - 
2η 多 
又 -2| τ] <1 
Δ α-- δρ -εἴ, 其 中 为 整数 ,0<1 二 pi, 那么 


ία -| 一 2 一 | ~ 2.1 [ας ο | <2p+1 


因此 [这 | 一 2[ 委 |]<1。 从 而 


(el σσ] σοι ο]) επ] στι) 
κ: [logs 2n] 
本 命题 结论 (b) 得 证 。 


(ο) ο... 


"< -2D) (| “Ἢ η η) 


< |log, 2] 


~ 


- Ίῶθο 


Ρα ΠΗ, pr SDs? 2n] < ps Θα _ 2m 
3.87 设 w(z) 表 示 小 于 或 等 于 zw 的 质数 个 数 。 


ὦ (<0 
{) 


2 
Ὁ) 证 明 所 有 和 2m 之 间 的 质数 的 乘积 小 于 ( 站 但 


大 于 n(n) rn) ο 
1ορ 4 
1 


(ο) 证 明 απ ντο «4” πχ δ π (9η) --σο(η) 二 全 Dene 


、 n lop 2 | 
4) 证 明 λος «πα (351. 


ν γῇ 
(6) 证 明 αν) «ποπ log θά. 


(Ὁ 证 明 mw) 一 


]og 好 

| 2n | 

证 (4) Φρο-ρξ'-ρῦ”.-:-ρϱ 是 { Ν ΠΟ 
Τα Γ 8210 (ο), ρ' Ἕ2ε, φὂ' «2η, -.., "κόπο ΒΗ, 


2η 


η 


(b) 设 pi, Pps, …, Pi 是 nn 和 2n 之 同 的 全 部 质数 。 φι, ps， 
…, Pi 当然 都 整除 (2 1， 但 它 都 不 能 整除 mw%!， 从 而 也 不 整除 


ο) Ἱ 
ntnlo 因 此 pi θα. ρα. οι 整除 ΠΠ , 
(QQ! 2n, 
(161 πι / | 
男 一 方面 , ρι 2, 92 πι, .'', ριπ, 当然 地 


Ῥι” ρα" Ds δε ος D> nt --- γι (σσ) 


因此 pi1* ρο" Ps**…* PD, 


(6) 由 于 


9 199. 


_ nt1) (nt+2).… (2n) 


ο ο] 


-πηορ---- (ΒΧ ὢ 
其 中 pi, ρα, ο. δι πα ἯΙ 2 间 的 质数 ，q1,， σα, ---, 4 是 % 和 
2. 间 的 合 数 ， 而 2122……22 是 ml! 的 质 因子 分 解 式 (p; 为 某 一 
ΝΞ τι μη ΕΚΕ ΒΕ) ΠΜ, 为 一 整数 , 且 仍 含有 质 因 子 γι, ρα, 
…，2ro 据 结论 (b) 及 题 3.13(a) 有 


ην (21) 


一 mn) < 一 D1* Da* «-- 9) 
211 
-ᾱ-| ) 
n 
< 
或 σ (2n) ---σ (τυ) «ΟΕ 5 


ο γι 


GD 区 证 人， μοι 对 名 归纳 


η} 4 
--9 时 '' 7 "τς το m4, 命题 成 立 。 


26 
πλ nt 


ο(ᾖ -- 1) . ϑ(μ--1) 2ῄ -- 1 
有 十 工 8 十 1 b 
ο, 28-Γ1 的 
二 \h 
Ην... 
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21. 
另 一 方面 ， 我 们 已 知 emren>( } 因而 
2" < (2n) 5) 
两 边 取 对 数 便 得 


n lop 2 
log 2m 


σι (2) > 


(ϱ) αν) -nm --ᾱί(α) 1-α(3) --α(5Ύ-εα (πὴ 


2 


0 
_nlog4 ， 豆 log4 Ties 
log mw πι τυ 
log = 106 -- 
πι πι 
τος ΓΝ τι Ἔ (2 
ἘΣ 


αυ 
”现在 我 们 对 n>4 证 明 ποπ 对 n 之 8 证明 一 > 


η, 2 10ρ τι 
μα το 
4 ρα 
ο 一 般 地 可 证 ， 对 m 关 2 时 有 -τ-ττ---2: ο 
lg 2 logn log ---- 
为 此 , 我 们 只 须 证 
log ἜΣ]ορ πι 


1 3 1 工 2 
或 可 -> (5 和 > 号 由 于 n>2x45 改 ας ΠῚ ΓΕ 
不 等 式 确 成 立 。 
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另 一 方面 , 等 式 | 

ww (Dn) = Qn) — mn) να () --ᾱ(ᾖ-)-α (5) --ᾱ 的 2 

中 枯 ( 八 ) 闻 0( 否 则 不 必 列 入 和 式 ), 因 此 n++。 从 而 ,在 (DD 
式 中 可 以 使 用 不 等 式 


_ 多 
n OF 
lg 
现在 我 们 有 
风 α 

n 2 4 
m2n) «ορ 4 ( 十 十 一 一 十 …) 
| ορ πι πι nn 


1 -(--- πχ. Ἡ ; 
:8 Ίσσα ρα alogn 


: n 1 1. 
πρ τς log 4 


---------- log 43 


(5) 由 (qd) 我 们 有 


化 


可 ]0g 2 


---------- -----ς.. 
πα)” logz Ίο0σα 


由 (6) 我们 有 


΄ ο == ， μα — 
πίω) τος log 64 στι, [02 为 常数 ) 


οι {οι 为 一 常数 ) 


Φ 1 
Ῥῃ 01: δ σι, 09, 使 
.* 142. 


C1 σα 
lop 2 “π(α) < ]ος ϱ 
. Ὁ 
μ΄ πίω) = 


3.838 定义 Gaussian( 高 斯 ) 二 项 式 系 数 


αι . 0 一 荆 ， ο" 一 工 -- ο "ti—1 
ο” --λ gf 一 荆 


(5) 证 明 lim | 


(d) 证 明 
(1+%) (1+g%) (1 9) τη αἱ ο”) 


ο. 


+ -- 十 | 四 | μυ... 
1 


= 


(ο ---1) (ο Ἱ--ᾱ) (ο "+1—1) 
(gq—1) (gq -ᾱ): ... 
πω ο. ποια ζω 
(α-1)(α---1)»' ταν 


ο Ί48ο 


= (g"—1) (φ"-1--1)---(φπτητ3-.1ὴ (Φα --α 
(φλας 11) (4-1) (gq —1).…(g"—1)) 
-- (φ" 一 1) (στ. --1) ... ο... . 1) (σα . 1) 
(-1)(ο-- 1). ( -ᾱ) 


ΓΙ 
ὦ) ο γκ [ο Η, 


| 名 一 上 .9 一 一 上 .人 一 
7 


-1 2 一 gq 一 1 


可 一 一 eu 


μη 。 στ .... στ 


| πι |- φ"--1 ο” 1—1 στα -1 
ἡ], -- 4” 
--(σ-- Ἡ) (ᾳ 1—1). (gt — 1) (αἱ —1).… (gt —1) 
/((g—1)(g2—1) (9g —1) (α--.1)-..(φ"-'--1)), 
(gq"—1)(g" 7—1)...(g"*+i—1) | 
(g—1) (gg —1).(g —1) 


.. 


αι [1 | 时 ,可 令 =m 一 7， | |- | |. 


παπα. 
.”.----- 


. 1 
.- 1 _ 
ΕΓ = 1 
η 
4 


一 
ἔ 
τη. 当 n= 二 十 1 时， 


归纳 完成 , (0) 得 证 。 
(d) ἃ τ 归纳 证 明 本 命题 。 
% 二 1 ή, 左边 一 1 十 w 


πα 


即 τι--1 ΠΗ, {ΠΗ Νο 
设 n= 上 时 ,命题 真 , 当 m= 十 1 时， 
(1--ω) (上 上 cz) (1--ᾳ7α)».' (1 十 or-io) (1-2) 


ΕΕ Η . µ 
τοσα alg τας Ὁ 
万 下 
- 1-99 Ε.Ε --α ) 
µ Ἡς μα 
πλ as ΗΓ Κ 414-39 15 
1 2. 8 


ο 1485 


-[-.-»--- | h gat tn gt 
kJ 


p+11 [htl p+1] , [ΠῚ Να 
α 
Γρ ΠΕ πα jr se 


«λος» 十 | E+ 1 | ν ΚΝ Κ-1 


ο 
ΚΑΕΝ ος 
归纳 完成 , (d) 得 证 。 


评注 ”由 本 题 结论 (d) 和 (6)， 令 (d) 中 等 式 里 的 9g 一 1 便 得 
到 二 项 式 定理 。 | 


| κ 1 

3.59 设 和 ,区 是 常数 , Β1 «ΚΝ. ΕΗ, 人 

在 n=| 元 | 时 达到 最 大 值 (这 里 | 元 | 表示 元 的 整 部 )。 
证 先 化 简 原 式 


Ν-- κ κ.) 
mn— mw— 1 


(WK)! D1(N- | 
NN— ο”... K—nt1)! 
NT ΤΟΙ Rn 
NKR)I(KR-D! | Ντη 
ΖΙ κι 


Ν 
(ΙΝ - Κγι(Κ-.1}1/Ν 1 是 常数 , 原 式 在 "一 | 云 | 处 取得 最 
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大 值 等 从 于 (在 a 一 | 这 ] 时 取得 最 大 人 


Ν 
μι Ἔ πο 3675| 去 | ,考虑 


Ν 一 ?0 A 一 no 一 
4.7- πρ | κι ]- .. Γη 
(mo 一 no  κ,. 
”及 Gao 十 二 -- ποια --ἲ A 一?o 一 二 
NR τι κ 
0 
这 是 因为 N 一 no 一 KK 十 1>0(N>>K), 而 
N 
Κο) -Κ (|-π-|--1}7Ν 


即 Κ (πο 1) Δ 50ο ΠΊΕ 


Β-- (αο 一 《no Τ) ( -一 στο) κα 了 


- Ν--μρΚ --1 Ν --ηᾳ 
Ν ---ρ--Κ--3 Κ-.1 
--0 
1. ΚΡ Ν πο -1- κ] 


0ο 


N 


去 |+1>0 N-m—K+2> 


我 们 还 能 用 完全 类 似 的 运算 证 明 , 对 任 一 整数 多 有 


~、/N—no—% . N—no—% 址 1 
十 25 : 
(no 十 和 | 有 | (mo 十 6 土 1) | μη ) 


ο 14} ο 


因此 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 对 任 一 整数 
ΔΝ 一 ”0 ~、/N—no—s 
οί κ ρω ( - | 
Ην Ν Ν-πλ.,, 
也 就 是 说 ， ο κ Ὁ 取得 最 大 什 从 而 
"πὸ 
一 < 人 也 在 此 时 取得 最 大 值 。 


ΠΗ͂Ι 
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第 四 章 ”包含 -排斥 原理 


包谷 -排斥 原理 (也 称 容 斥 原 理 ) 是 求解 计数 问题 常用 工具 
之 一 , 它 是 加 法 原理 的 推广 。 我 们 知道 ,车 对 所 讨论 的 集合 4 作 
直接 计数 有 困难 , 我 们 可 以 把 4 分 解 成 若干 个 子 集 ， 如 果 4 的 
这 些 子 集 婚 易 计数 且 两 两 不 相交 ， 那 末 我 们 可 分 别 对 各 子 集 计 
数 ， 然 后 应 用 加 法 原理 解 出 问题 ; 如 果 4 的 这 些 子 集 虽 易 计 数 ， 
但 并 非 两 两 不 相交 , 就 不 能 应 用 加 法 原理 了 。 求解 这 种 场合 的 
计数 问题 ,包含 -排斥 原理 就 担当 了 加 法 原理 的 角色 。 
包 舍 -排斥 原理 本 喘 并 不 深奥 , 关键 是 要 善于 从 问题 中 抽象 
出 知 干 性 质 , 使 4 能 按照 这 些 性 质 分 解 为 若干 易于 计数 的 子 
集 。 我 们 将 给 出 许多 这 方面 的 范例 , 通过 这 些 范例 , 读者 也 可 体 
会 到 这 一 原理 应 用 的 广泛 性 。 
41 包含 -排斥 原理 
S 是 事物 的 有 限 集合 ，pi,， Ρο, -'', Pm 是 8 中 的 事物 可 能 具 
有 的 πι 种 性 质 。4i，4。，…，4n 分 别 表 示 具 有 人 性质 pi, Λα, 
“Φα 的 及 的 子 集 。 那 末 
1. 逐步 淘汰 公式 ὃ 中 不 具有 pi，Pa,…, pm 的 任何 性 质 
的 事物 个 数 为 
上 4an4sn "Παπ 15-51] Αι] + | AN .4 
— DANA,N Αμ] 十 ..。 
二 (~—1)"|AiN .42ῃ-'' 0 4,] 
/ (4-1) 
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Ἠ παλ ΕΛΑ {1, 2, τοι, m} 的 所 有 1 组 合 ，2 组 合 ,3 组 
合 ,…,m 组 合 。 
2. ΑΡΑ 8 中 至 少 含 有 性 质 ρι, ρα, "τι, pm 之 一 的 事 
物 的 个 数 为 
[A1U Αρἰ}»' 0} Αμ] -- ΣΙ) .Αι[-- ῬΙ|Αιῃ Αµ 
- ΣΙ Αι 4; Αν ---"' 
(ΑΠ ΑΠ... ἢ Απ] 
| (4-3) 
式 中 之 符号 含义 同 式 (4-1)。 
以 上 两 个 公式 就 是 包含 -排斥 原理 。 
为 了 书写 方便 ,引入 下 列 竺 号: 
W (0) = 5] 
Γκ. = | A 
W(2) -- ΣΑ: A,| 
W(8) =—D|AN 4; Απ] 
W Om)= |AiN ΑΠ. «Π Αμ] 
于 是 上 述 公 式 记 写成 
[41 Asf -EN Αμ] --Ἡ (0) -- (4) 1-7 (9) --Ἡ (8) 
十 一 十 (一 11)”"W (ο) 


-- Σ(-Ὁν (2) (4-8) 
[4.0 4.0 A WD ὙΡΘ) FW 
一 … 十 (一 二 rr 下 (mo) 
-DW (4-4) 
3. δ 中 恰 具 有 ro 和 7 和 人 ) 种 性 质 的 事物 的 个 数 为 
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νη). 7η 


ἱἩ ο. ας, 
--α τ jw 
六 


-Σ ορ. ) Wt (4-6) 


本 公式 是 包含 -排斥 原理 的 一 个 推广 , 当 “*=0 时 与 公式 (4- 
3) 一 致 。 

4 2 αμ 

在 所 讨论 的 问题 中 , 如 果 性 质 pl, P2,…, pm 是 对 称 的 , 即 具 
有 中 个 性 质 的 事物 个 数 不 依赖 于 这 8& 个 性 质 的 选取 ， 总 是 等 于 
同一 个 数值 , 则 称 这 个 值 为 公共 数 , 记 作 Ν (0) 。 例 如 

Ν(Ω) --|.ΑιῃΑο|--]|4Α1ῃΑεἰ---'---|.Α..1ῃ.4α] 

Ν (5) --|Αιῃ Α.Α] |.4:[1-40ῃ Αι) 

一 … 一 |4。 af Απ An| 


ε͵πα 昌 相生 


32}, 记 
Ν (0) --ΙΑιῃ ΑΠ. Π Απ] 
N=1S| 
这 样 公式 (4-1) 可 写成 
Ν(0) -人 ΜΝ )zcr+( 2 )7 ----{ ζω 
1 2 η} 
--Ν-- Σ(-1)' | 网 ]πῶ (4-0) 


这 个 式 子 称 之 为 对 称 筛 公式 。 对 称 筛 公 式 应 用 十 分 广泛 。 
489 有 禁止 位 的 排列 
1. 错 置 ” 设 集合 S= {1 2, …, 呵 ， 如 果 & 的 一 个 排列 


.1δ1. 


ἐιῦ ν''.ὁ. 满足 到头 二 ὅρκ3, »»., ἐπ, 则 称 该 排列 是 8 的 一 个 
错 置 。8 的 记 有 的 错 置 个 数 记 作 D,。 那 末 


1 1 1 
D,—n!(1— πρ rt" :十 (一 1)” --) 
ἐ--0 οἱ 


再 定义 Do=1, 那 末 公 式 (4-7) 对 所 有 自然 数 成 立 ,此 外 D， 还 满足 
D,—m—1)(D, s+D, 1) (对 n=2, 8. -. (4-8} 
D,=nD, ιἠ-(--1)" (对 n=1, 3. 3.…) (4 ϱ) 

(μι 4.22) 

2. 相 邻 禁 位 排列 ” 设 集合 S= {1, 3, …, π), 如果! S β- 
“-ἩΕΖΒῃ ΗΠ’ {Π|Π51-}8 9849 Ἐξ ΓΗ ὁ, ὁ--1(4--1, 9, 
1) 的 模式 ， 则 称 这 个 排列 是 5 的 一 个 相 邻 禁 位 排列 。S 的 所 有 
相 邻 禁 位 排列 的 个 数 记 作 Q@,。 那 末 


% 一 ην --1 
oa 1 je-DI+( 9 Ἴο-θι-| 3 je- 


十 十 (一 1)"1 “1η 


Π--1 γὺ -- 1 
-Σ συ ; /ά-οι (4-10) 

( 见 题 4.29) 
十 解 及 评注 

4.1 证明 公 式 (4-1) 和 公式 (4-2)。 

证 公式 (4-1) 

[AiN ΑΠ». Απ] 

ιδ Ση]ι]--σ)] 4ιΠ A --Σ1.Αιῃ A,N Αν] 
ο η σα 


只 须 证 明 对 任意 一 个 <cES， 它 对 公式 (4 和 1 的 左右 两 端 参 
加 计数 的 值 都 相等 即 可 。 分 情况 讨论 : 

1) τα Η τι, Da τ.., pm 中 任何 人 性质, 即 ZE4in4an 
… 们 4m。 显 然 它 对 左边 参加 计数 为 1。 而 ES, 所 以 它 对 右边 
的 18| 项 参加 计数 为 1。 又 z 持 4 一 二 3, …， m)， 因 此 它 对 
Σ|Αε|, ΣΙ|Α4ιῃ 4;|… 等 和 式 的 计数 都 为 0, 这样 

---1--0--0--...--0. 

说 明 α 对 公式 (4 的 左右 两 边 的 计数 是 相等 的 。 

ii) 符 2 恰 具有 ZI<Z<o) 种 性 质 ， 不 妨 设 ο 恰 具 有 性 质 
δι, η, ''', Ῥμο 显然 2 对 左边 的 计数 为 0。 

对 于 公式 的 右边 ,2 对 |S | 项 计数 为 1。 又 因 wE4ain4an 
“- Αν, 因而 对 和 式 : 

忆 |4i| 项 ,参加 计数 天 次 ,每 次 计数 为 1。 

之 |4in 4,| 项 ， 设 (ὁ, ἢ ἘΞ{Ι, 2, …， m} 的 任 一 个 2 组 
合 。 显 然 每 当心 11, 2,…, 由 的 2 组 合 时 2 参加 计数 


Kt 
为 1 其 余 情况 计数 为 0。 而 这 样 的 2 组 合 个 数 为 κ , Πο 对 
Σ|4.Π.4)| 项 的 计数 是 (2): 


其 余 类 推 。 并 注意 到 , 对 于 多 于 8 个 集合 的 交 的 那些 项 ( 例 
如 14:n ΣΕ Γη 
x 对 公式 右边 的 计数 之 和 为 


全 人 全 coco 
De( ) 
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Ἶ [7 ὃ ΝΠ, 
ο. ο 
一 0 
最 后 一 步 是 利用 二 项 式 公式 。 这 样 x 对 左右 两 边 的 计数 相等 。 
这 就 证 明了 公式 (4-1)。 
因为 
|AiU Α20»..0 Απ|--]ϑ|--]:4410 420 …U Αμ 
=|]S|I—|1A4AN Asf (A,| 
把 公式 (4-1) 代 入 上 式 , 立即 得 到 公式 (4-2)。 
4.2 求 1 到 10000 之 间 ( 含 两 端 ) 不 能 为 4 6, 7 或 10 除 
尽 的 整数 个 数 。 
解 ” 设 4 4。 4*。，44 分 别 表 示 工 到 10000 之 间 能 被 生 
6, 7, 10 除 尽 的 整数 集合 。 于 是 问题 变 成 求 |4in dan AsNn |。 
可 直接 利用 逐步 淘汰 公式 。 
1) -- |.Αα| 十 |4 | 十 |4s| 十 144| 
-[30000]+ [19000]. [10000 1. [100003 


4 6 7 10 
ε 2900 --1666 -- 1428 1- 1000 
一 6594 Ἢ 


W(2)=|AiNAs|+|Aif Αα] }-|.41ῃ Ας] 二 |43n4a| 
十 | 4sNn ΑΙ --[ΑβεΠ Ας] 
-| 10000 | 10000 ] | 10000 | 


lom (4, 6) lom (4, 7) lom (4, 10) 
10000 10000 | 
+ C6. | + Lm (6, 10) | 
| 10000 | | 
lom (7, 10). 
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μα] το - | | πε | κ. | ο. ] | Ξ ] 


ΠΜ 


一 833 二 357 十 500 十 238 十 333 十 142 
= 2403 
其 中 Ἱοτο(α, 5) 表示 4, ὁ 的 最 小 公信 和 数 。 下 边 的 Ἱοπι(ία, 5, ο) 
的 意义 类 同 。 
W(3)=|A1N AsN 42] --[4ιῃΑβεῃ Αι] + |Aif AsN Αα] 
ΓΑΠ 43} 4.) 
- 10000 10000 - 
be (4, 6, 7) | στο 6, τον | 
10000 | 10000 
| lem (4, 7, 10) | + | (6, 7, 10) | 
10000 10000 10000 10000 
-| 84 η σσ πας] πο 


一 119 十 166 十 71 十 47 | | 
-- 408 
Ρ (4) --|.41ῃ 42 AsN Αα] 
- | 10000 | 
lom (4, 6, ἵ, 10) 
- | 10000 | 
420 


一 23 
代入 逐步 淘汰 公 去 得 
]4:n 40. 4. 4ι| -- (0) -WO πω -- Ὦ’ (8) -- Τ (4) 
一 10000 一 6594 十 2403 一 403 十 23 
一 5429 
4.8 οκ 1 3 10000 之 间 的 非 完 全 平方 , 非 完 全 立方 , 更 不 
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是 完全 四 次 方 数 的 个 数 。 

解 ΜΝ 19000 1--100, 凡是 小 于 100 的 数 其 平方 一 定 
ΗΕ 1 31] 10000 之 间 。 那 就 意味 着 1 到 10000 之 间 有 100 个 数 
是 完全 平方 数 。 同 样 地 

[MV 10000] =21, 所 以 有 21 个 数 是 完全 立方 数 。 

[2/ 10000 ]= 生 所 以 有 4 个 数 是 完全 六 次 方 数 。 
代入 公式 (4-1), 则 非 完 全 平方 、 非 完全 立方 数 的 个 数 为 

10000-- (1001-21) 十 4 一 9 888 

评注 ”因为 一 个 完全 四 次 方 数 也 一 定 是 一 个 完全 平方 数 。 
所 以 这 9 883 个 数 中 ， 一 定 不 含有 完全 四 次 方 数 。 因而 解 题 时 
不 必 考 虑 完全 四 次 方 数 。 

4.4 试 求 多 重 集 = {4.c 8-6, 4.ο, 5.9} 的 ?+=12 的 组 
合 数 。 

解 ” 构 造 集合 入 ={ece'.a，co.0，coe:o，co:g。 从 8 的 
?二 13 的 组 合 中 除 挥 那些 含有 多 于 4 个 w 或 多 于 3 个 0, 或 多 
于 4 个 o, 或 多 于 5 个 4 的 组 合 , 便 得 S 的 7 组合 。 

设 41，4s，4s, hs 分 别 表示 8’ {ἢ τ 组合 中 ,含有 多 于 4 个 
ὦ, 3 个 5, 4 个 o 5 个 & 的 组 合 的 集合 。& 的 所 有 12 组 合 数 是 


(ο αγ (ηταν 
19 18 

Ἢ ΤΚ] Αα], 可 设想 先 从 δ’ 中 取 5 个 &, 而 后 再 任 取 12 一 
5=7 个 元 素 , 以 构成 5’ 的 12 组 合 。 所 以 


4 十 (13 一 5) --1 10 Ν 
[41]-{ 1ο. ἕ )-( | )-3a 
类 似 地 


1 
4ἠ-(13--4)--1Λ / 11 
A -一 -ε- ασε 
| 4,| ( 12--4- ) ( 165 


« 156 5 


4-Ι-(19-.6)- 18 /9 
-| oe )-(ej-s 


441013 54) 1 /6 
Lan4l- 人 ΜΉΝ )-(s)-» 
4+(12_5_D_1\ /5 
na ΜΝ }-(λ}-ιο 
4--(183..5-.6}-1Λ /4 
µΑ1ΠΑ.|-{ 19- ὅ- 6 )-( 4 


ο Αη|--].41[ Αα] νι 
|45[ 4ι|--}41ῃ Αι|--4 
πο... 
19 --4--6 9 
| |41ῃ 4»[.4ᾳ|--0 ΧΡ 5--4--δ-- 141519). 
同样 Μι 
AN Α9Π Αι] - |41ῃ.44ῃΑε| -- 1:445ῃ4.ῃ Αα] 
一 | AN 42ῃ AsN Αι --0 | 
这 样 ,5 的 "+=12 的 组 合 数 为 
[1AiN AsN AsN As| =455— (120 十 165 十 120 十 84) 
Ί-(40--4--10--90- 4-10) --0--0 
一 34 
评注 ”这 类 问题 还 可 用 第 六 章 生成 函数 方法 求解 。 
4.5 试 求 多 重 集 S= {co:g, 3.5, ὅ-ο, 7.: 人 办 的 7=10 组 合 
ἄπ. 
解 解法 同上 题 。 设 Αι, 4ο, 44 3 Ἡ 36 Ἡν δ'-- {οο-α, 
οο.ὐ, οο.ᾳ, ce .中 的 至 少 含有 4 个 六 6 个 e ὃ 1 ὦ μα 10 组 合 
的 集合 。 


| BY 


10 


10 一 4 十 4 一 1 


10+4—1 
ϑ’ 的 10 组 合 数 是 【 )-2as 


10--4 


10--6--4--Τ 


10-.δ--4--1 
La- )-» 


[A410 4j| -( νο... )-: 
[A4iN 4s|=|AN As|l=|A1N AsN 4s| =0 
所 以 S 的 10 组 合 个 数 为 
286 -- (84-95-10) --1--1δ8 


4.6 ”一 个 面包 店 中 在 某 时 只 剩 下 6 个 巧克力 面包 图 , 1 个 
黄 棕色 面包 图 和 3 个 普通 面包 图 。 这 时 要 从 这 16 个 面包 图 中 
任 选 13 个 装 成 一 盒 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 
解 ” 问 题 相当 于 求 S={6.0, 7.y, 3 中 的 13 组 合 数 。 应 用 
上 题 的 方法 直接 求 出 答案 为 
ΠῚ ἠ-μλτό- η ην - 9 -α] 
19 .5 4 


2+ 019- 4) -- ') πω. 


3 十 12 一 15 一 1 3 十 12 一 12 一 工 
ΣΉΝ 
3 十 12 一 4 一 7 一 8 一 1 
(re ) 


+ 


ο 158 ο 


ο) ἵνα) 9) 
ολ ο) (ο) -(-ε 


--01--- (31-15-45) -- (89--0--1) --0 

一 14 

4 Ἱ 求 4={fc:z δ-υ, ec. 直 的 组 合 数 。 并 证 明 
(a) 5ήα, δ, ο 都 大 于 等 于 7 时, 4 的 7 组合 数 为 


μμ. ) 其 中 心 一 3 


ῃ' 
(0) 当 e+5+e<r 时 ,4 的 了 组 合 数 为 0 
证 ”用 上 题 的 方法 , 写 出 求 4 的 7 组合 数 的 式 子 


3 十 7 一 1 |8--γ-α-1-1 3 二 "一 0 一 1 一 1 
人 
νηί 

γ--ο--1 --ᾱ-δ-« | 
3 十 7 一 一 C6 一 2 一 1 Θ--η--δ--ο----1λ}1 
Ἡ '-ᾳᾱ-ο- }»{ 站 一 六 一 C 一 2 } 
3 十 人 一 和 一 0 一 6 一 3 一 工 
- 人 一 和 一 0 一 6 一 8 ) 


-3 
人 


1959 9 


下 面 进行 证 明 ， 
(a) ἡ gz 时 ,上 式 中 | 


"oo  φ--οἼ-ἱ 
2 2 


τη (---9) 
γ 


(0) Σα -ὃ-γο-ν 时 , 取 尽 4 的 全 部 元 素 尚 不 足 7 个 ， 因 
此 4 的 7 组 合 数 为 0。 实 际 上 , 此 时 展开 上 式 也 可 证 明 等 于 ο, 

4.5 求 方程 ci 十 za 十 za 一 二 的 整数 解 的 个 数 , 知 

(a) 每 个 变 元 都 满足 0 和 ms6(G=1 9, 8), 

(Ὦ) 每 个 变 元 都 满足 1 和 ws<8(G = 二 2, 8), 

解 (a) 问题 相当 于 求 S={6:g, 6:00, 6.gs} 的 7=14 的 
组 合 数 。 这 是 因为 δ 的 每 个 14 ἡ 5 Ἡ ΒΒ αι ἢ αι, Φα 个 αι 
和 ws 个 ma, 其 中 σι!-σρ--Φα--14, ΠΠ ΗΒ 0-αι««θ(“--1, 3. 
3)。 

用 ”一 14, 各 重复 系数 4 一 6, 2 一 6, o 一 6 代入 上 题 ,得 到 


ο ο συ 
-8 十 3 一 -15 
9 9 9 9 
(0) 因为 σι, «23, 03 都 大 于 等 于 1, 因此 可 把 问题 转化 为 求 
方程 m1 十 ws 十 ws 一 11 且 满 足 0<w<7 (6=1, 2，3) 的 整数 解 的 


个 数 。 类 似 (&), 结果 为 


18 
[5-3 
2 μα. 
4.9. Και Γωρ σα -αι--20 的 整数 解 的 个 数 ， 其 中 
Ίκωιςθ, 0 ΦοςΤ, 4&wrs <8, ὃςαιςθ. 


» 1680 5 


ῃ"--ᾱἼἠ-ἱ 
2 


}5ο, 及 以 后 的 各 项 都 为 0。 所 


}-ο, 同样 ， 当 b>7, 


c 守 7 时 | 
以 上 式 等 于 


ΝΕ Ὅνι-αι-1, ψα--αο, gs 一 08 一 和 办 一 0 一 32。 则 原 方 
程 轩 化 为 (Yi 十 1) 十 Ya 十 (Ys 十 当 十 (ya 十 2) =20。 即 
yi yat yst ya =13 
ή. 0«γιςδ, 0<ys<7, 0<ys<4, 0<y <4, 
利用 题 4.8 的 方法 , 求 出 后 一 个 方程 解 的 个 数 κ 


人 
下 
ο”... 
ο ο. 
"ρω 2) 1ο) (9)] 


--δθ0-- (130 1-δ6 1-3-κ 166) -+ (2 x 10-+2+20) 
一 96 


因为 两 个 方程 是 等 价 的 , 所 以 原 方 程 解 的 个 数 也 是 96。 
4 10 证 有 明 公 式 (4-5)， ΜΑΗ «κε κπ)ΒΗΜΗ ΧΑΚ 
个 数 是 


OO-( . we η κ.α ΠΟΣῸΝ 


---ᾱς Wm 


证 用 计数 法 证 明 。 
1) 那些 具有 少 于 7 种 性 质 的 元 素 都 与 公式 无 关 , 它们 将 不 
2»}π}} 8“, ΣΡ 8 ΤΡ (Ω, Wr 十 了， …, 到 (mm) 项 。 


916 . 


3) Ἄνθίη ΕΤΗ τ ΠΗ ΠΠ πι36 {1 88 -- “ἢ ΒΒ χε ΠΤ (ο) 项 中 
被 计数 一 次 且 仅 一 次 , 而 在 以 后 的 各 项 中 不 参加 计数 。 

3) 那些 具有 多 于 7 种 性 质 的 元 素 的 每 一 个 在 丈 () 等 项 
中 将 锌 重复 计数 。 其 重复 情况 是 ,对 恰 具 有 ?十 (ὧ 1, 2, .'', 
m 一 种 性 质 的 元 素 在 Ἠ (η εῦ (1=0, 1, -.., 馈 项 中 被 计数 了 


外 十 在 
κ 次 。 连 同 Ἡ 4" 十 六 项 的 系数 , 共 被 计数 了 


ο (0) 


=0, 1, ».., Ek) 
次 。 这 样 , 每 个 恰 上 共有 "十 种 性 质 的 元 素 在 公式 中 的 计数 次 数 


是 
k ,fr+k\ /Ek 
Κυ) 


(co) 


= 0 
这 就 是 说 ,对 于 具有 多 于 "种 性 质 的 元 素 , 实际 上 在 公式 计数 中 
是 不 起 作用 的 。 

综 合 上 述 ， 只 有 那些 恰 具 有 ”种 性 质 的 元 素 才 参 加 公式 的 
计数 ， 且 每 个 这 样 的 元 素 在 公式 中 恰 计 数 一 次 。 这 就 证 明了 公 
式 ， / 

4.11 某 班级 有 学 生 25 人 ， 其 中 有 14 人 会 西班牙 语 ，1 
人 会 法 语 ,6 人 会 法 语 和 西班牙 语 ,5 人 会 德语 和 西班牙 语 ， 有 
2 人 对 这 三 种 语言 都 会 说 , 而 6 个 会 德语 的 人 都 会 说 另 一 种 语 
言 ( 指 这 三 种 语言 中 的 一 种 )。 求 不 会 外 语 的 人 数 。 

κ Ἐν, 德语 , 西班牙 语 的 学 生 的 集合 分 别 为 Ζ, Θ, 


ο 1825 


δ. ΚΑΒ 
~ [6]-12, |8]-14 |G|=6, |FNS|=6, |Θῃ4|--5, 
FNSNGI=2, ΜΙ 
现在 考 虚 |GNF|, 因 6 个 会 德语 的 人 都 会 另 一 种 语言 ,其 
中 5 人 会 西班牙 请 ,， 那 末 另 一 人 肯定 会 法 语 。 又 5 个 会 西班牙 
语 的 人 中 也 有 两 个 会 法 语 。 所 以 jGNF|=6 一 5 十 2 一 3。 由 公 
式 (4-1) | : | 
IFNGNS|=25— (13 十 14 十 6) 十 (6 十 5 十 3) --2--ὔ 
即 不 会 外 语 的 有 5 人 。 .. ο 
4.1} 具有 %% 个 事物 的 集 
合 有 Α, 8 0 三 个 子 集 。 试 证 
βΗ 1893 ]4ΠΒΙ ΓΙ DBPOI+ 
ΙΑΠΟΙΞ22(14] 18] -Γ]0|). 
με 一 个 简单 的 证 明 方 法 | - 
是 用 文 氏 图 ， 如 图 4.1 所 示 。-. … 
4、B、0O0' 把 全 集 分 割 成 8 个 部 ᾿ 
分 ,分 别 标 以 0, 1, 2, ο. τος 
设 各 部 分 的 元 素 个 数 为 wo， αι, | 
..., ἄπο ἩΒΛΕ αι ο 
9η ΓΙΑΠΒΙ-Ε]4Πο] 18ο] 
--Β(αρ-ί-αι-Ί--'  ---ατ) -Ε ((αι-]-ατ) + (ας --- αγ) 十 (ce 十 dr)) 
一 3ao 十 3 十 3ca 十 3cs 十 4as 二 4as 十 4ue 十 6arz (1) 
而 
2{|4]}-}8|1-10}) . 
-ᾱ((αι-|-ακ-Γ ἃς -|- ατ) 十 (aa 十 aa 十 ae 十 ar) 十 (as 十 az 十 Ge 十 or 
一 29J 士 20 十 20s 十 4gs 十 4u5 士 456 十 6ar (2) 
比较 (GD 式 和 (2) 式 , 又 因为 3ao 十 四 二 aa 上 aszz0,， 所 以 原 不 等 式 


» 168» 


成 立 ， 
评注 μαο-|4ῃΒῃΟ], (gr+@s 十 gs) 表 示 “ 恰 具有 i 个 
性 质 ” 的 元 素 个 数 。 以 上 解法 提示 我 们 也 可 用 公式 (4-3) 和 公式 
(4-0) 直接 解 出 。 
| Go 十 G1 十 3 十 Ws 
--8(}Ρ (0) 一 丽人 十 到 (2) ~—W(3)) 


ο ο”) 
~3W(0) —2W (1) +W(2) | 
ον 0 ΤΙ τς 
即 | .. 
| 8n+ lANBI+|IANOI+IBNOl>2(|41+1B|+101) 
4.13 (ϱ) 证明 对 称 第 公式 。 

0 在 对 称 的 情况 下 ,公式 (和 45) 具 有 什 么 样 的 形式 。 

证 …(a) 因 公 式 (4-1) 的 各 和 和 式 .. 
| Σ] ΑΠ ΑκΠ Αι] Ka1, 2, »'', m) 
中 的 ἐν, ὅς, … ὃν ΞΕΡΟ 1, 2, …,:m} 的 扬 有 组 合 ， 因 而 共 


9). ΠΕ Τ ΛΑ ΝΟ. 
{pp Ν' 
514.0 dN N41- (" jo 
再 用 WO) 代 14n4sn…n4n[ 和 六 代 18|， 便 得 到 对 称 筛 公 
ων GD+( Nt(® ) ym 
| . | 1 mm , 


(0) 用 ( 9 代 闪 2 \ 式 (4 本 中 的 Ἡ’ (8 


«164» 


1 ) NGrtD) 


“κα 
Μο ον νσνρ «ρω 
-(" )zo- (7 )( jwe+l | 
+(" ης -- Μο. 
πο νο 
-(7[νω-("τ")κοεὐ . 
ο... ) NCm) 
-(" ΡΞ. Dy ; we 


评注 “对称 得 公式 很 重要 ， 后 续 题目 大 多 是 这 一 公式 的 应 
用 。 

4 14 (a) 用 包含 - 排斥 原理 证 明 放 置 5 枚 硬币 至 少 可 提 

‘二 个 正面 的 方法 数 是 16, 

(Ὁ) 用 对 称 性 解释 ， 为 什么 也 能 得 到 同样 的 结果 ? 

证 (4) 把 5 枚 硬币 分 别 记 作 om1, δα, αφ, ἄς, ὅς, 8 
个 硬币 都 有 正面 和 有 反面。 所 以 任意 地 放置 可 产生 33=32 种 不 
同 的 结果 。 

用 pi;(i 一 1，2,，3, 4, 6) 3ς κ σι 出现 正面 的 性 质 ， 显 然 这 些 
性 质 是 对 称 的 。 这 样 A (0 -27 5, 这 是 因为 当 有 名 个 硬币 是 正 
面 时 , 其 余 5 一 A 个 硬币 可 以 任意 放置 。 


πι 一 修 


ο 1688 » 


Β τι--ὅ 和 ”=3, 4, 5 分 别 代入 上 题 (b) 中 的 结果 , 则 
恰 有 三 个 硬币 出 现 正面 的 方法 数 为 


{5 5 一 3 5 一 3 
(se (i κών sr@ 
5 9 2 ， 2 心 _ == 
μα ο... ... 


怡 有 四 个 硬币 出 现 正面 的 方法 数 为 
5 5—4 
(slr@-( )*®]- =5(2—1) =5 
恰 有 五 个 硬币 出 现 正面 的 方法 数 为 | | 
| μια -1 


把 上 述 三 项 相 加 , 则 至 少 出 现 三 个 正面 的 方法 数 是 16。 


(Ὁ) 因为 任 一 穗 币 或 出 现 正面 或 出 现 反面 , 二 者 必 居 其 一 。 
而 5 枚 硬币 的 任何 放置 ， 或 者 至 少 有 三 个 出 现 正面 或 者 至 少 有 
三 个 出 现 反面 , 二 者 也 必 居 其 一 。 如 果 一 种 放 法 至 少 出 现 了 三 个 
反面 , 那 末 把 所 有 的 硬币 都 翻转 过 来 , 就 变 成 了 一 种 至 少 出 现 三 
个 正面 的 放 法 。 因 此 在 2 =32 种 放 法 中 , 至 少 有 三 个 出 现 正面 和 
至 少 有 三 个 出 现 反 面 的 情况 各 占 一 半 。 所 以 管 案 为 32 二 2 一 16。 

评注 不 用 包含 -排斥 原理 可 以 更 简便 地 求解 问题 (a)。 例 


如 直接 用 组 合 公式 求 册 (3)+ ο 
4.16 ”证 明 恒 等 式 


oO 人 (CO 人 
ο”... 
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ου ου 
μιν; 
ο) ) ρω η) 


εί - | ι΄. η (14 πο πι 时 ) 


0 

证 (a) 构造 集合 8={ 2,…, 中 。 设 天 示 尺 的 mr 组 
合 中 含有 元 素 i(i 一 1, 2,…, m9) 的 性 质 。 显 然 这 些 性 质 是 对 称 
的 。 求 出 各 公共 数 : κ 

ΝΟ) =0。 因 为 5S 的 每 个 m 组 合 至 少 具 有 某 个 性 质 po。 


mn—1 | | 
Ν(1) - κ. ). 这 是 因为 当 & 的 某 个 元 素 ， 例 如 二 属 


于 8 的 mm 组 合 时 ,另外 m 一 1 个 元 素 可 从 {2, 3,…, 中 中 任 取 。 
类 似 地 


NO 人 一 | 人” 
@-( ) 
Ν (πι) --1 
Ν (πι -1) =N(mt2) = =N(n) =0 
πο εδ πι 组 合 数 。 代入 对 称 第 公式 
Νο -.-(Ί)νω«(;)νώ---α( " ΤΙ; ι 
1 χ2} χα 
τ--α(7]νώ 


ο 187 > 


ο οσο ς 
ο.” 


(b) 构造 集合 δ = {co.:1, οο-2, “°° 9ος δὲ φι(ὸ--1, 2, 
. τ) 3ἑ75 5 的 m 组 合 中 至 少 含有 一 个 的 性 质 。 这 些 性 质 也 
是 对 称 的 。 类 似 (@) 求 公共 数 。 


-1 
W-( } N (0) =0 


(1) ( πο--1 ) | m—1 
m—2 m—2 


ην --γν--του-- 1 ( mm 一 


νὼ -=|( ， m>n 时 》 


Τν --- τὺ ηγ}, 一 
ΙΙ πι πι 时 ) 
m—m 0 | 
Ν (πι-- 1) -- Ν (1 - 2) ------- Νου) --0 
分 别 代入 对 称 租 公式 得 
当 mn 时 . ΠΠ 
μα... ( ΝΗ ") κ. 
0 一 一 ---.» --- 
( πι ᾿α 1 ο 一 二 (7 γη 一 名 
当 πι «πι 时 
(| 的 [ti | (1( "7 
0 一 一 十 .十 
II 1 πι --- γη 0 
Ἔθ-εθ-... 


«Ἴδ8υ 


μμ | 

.. (πη ο... 
0 = 一 - 十 … 十 

γη 1 222 一 于 γη 0 

4.16 设 D = {81, (62, “"'", aw} 是 一 个 字符 集 ， Η 8 生成 长 

度 为 % 的 字符 串 , 串 中 的 字符 可 以 相同 。 
(a) 证 明 当 k<n 时 ,8 中 的 每 个 字符 至 少 出 现 一 次 的 字符 

Η 13. 


(5 5 | E 

x-(1 ) -D+(, }ά-9»--4(-Ὁ' ντε) 

(Ὁ) 34 --}[ή, 推出 一 个 mw! 的 恒等式 。 

证 () 由 生成 的 所 有 字符 囊 共 加 个 。 把 字符 串 中 不 
出 现 αι(ο--1, 2，.…, 及 的 性 质 记 作 4:， 那 末 这 些 性 质 是 对 称 
的 。 求 公共 数 。 ， 

N(1)= . 1. (9) 一 (大 一” ε.., NE—1)=1"*=1 
Ν (4) =0"= 

νο πια δ ΗΑΕ. 代入 对 称 
得 公式 , 得 


Ν (0) -| η) GD"+( 站 (Ek—2)? 


ο. 
(ϱ) 当 mn=b 时 ，N(0) 表 示 5 的 每 个 字符 都 出 一 次 且 仅 一 
νον 而 这 样 的 字符 串 恰 是 的 排列 。 所 以 N (0) = 
。 用 =n 代入 上 式 得 


ο ΠΠ ο. Co 
评注 ”这 个 题目 很 有 趣 。 当 S={0, 1, 2, …, 91, δ βῆ 
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不 同 数字 组 成 的 干 位 数 ( 包 括 首位 为 0 的 情况 ) 个 数 恰 是 


10 10 
πα - 


4.17 用 公式 (4-5) 证 明 恒 等 式 | 
mm ῃ ”mm n 十 1 m νυ 
- 十 
a 
m mm 
下- 


证 设 集 合 S={@}。P1, ρα, ''', Pin 是 4 全 部 满足 的 m 种 
性 质 。 那 末 对 于 mn 二 m， 恰 满足 % 种 性 质 的 元 素 个 数 为 0， 公 式 


(4- 辐 中 的 用 nn 代替 ， 则 玉 ο) -(" A - ΜΝ , 


ο η σρ η ς) 
ο. 
(ο σσ 


4 18 κα, Ἔπιδ--{1, 3, 路 的 >" 组合 中 含有 子 
集 {1， 3, ''', mj} 的 组 合 个 数 。 用 包含 -排斥 原理 证 明 恒等式 


CO 
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证 Ἡτρι, ρα, …, Pm 分别 表示 的 7 组合 中 不 合 元 素 1， 
2, ''', Ὅν 的 性 质 ， 那 末 这 些 性 质 是 对 称 的 。 各 公共 数 为 


a ,χῶ-[" -) Νο) = (" ΜΙ; ο, Δα) -- 
η" η" η" 


"7 . ΠΠ Ν (0) -{ πρ ), 它 来 示 合 有 于 集 人 2, +…, πο} 
η" TT— mm 
的 5S 的 7 组合 个 数 。 代 入 对 称 第 公式 , 得 
ην --- ηγῃ m Nn m\/n—i\ γη γὺ --- 2 
ορ ϱ σου 
ο σπα) 
评注 “以 上 是 几 个 利用 包含 -排斥 原理 证 明 恒 等 式 的 例子 。 
这 类 恒等式 都 具有 正 负 相间 项 ， 各 项 还 带 有 组 合 系数 。 只 要 构 
造 一 个 适当 的 集合 及 集合 中 的 若干 性 质 ， 证 法 是 很 简便 的 。 
419 (a) 求 8= 仁 , 2，…， 吕 的 没有 侦 整 数 在 它 的 自然 
位 置 上 ( 指 宇 不 排 在 第 宇 个 位 置 上 ) 的 排列 个 数 。 
Ὁ) 对 8= { 2，…, %} 推 出 一 个 一 般 公式 。 
解 (a) 5 的 所 有 排列 个 数 是 8!1， 有 有 i=1, 2, 8, 4) 个 
偶数 出 现在 其 自然 位 置 上 而 其 余 8-- ὁ 个 数 不 加 限制 的 排列 数 


为 (8 一 人 1。 此 外 ,个 偶数 有 6 ) 种 不 同志 法 代入 对 称 筛 公 
式 得 : ' 
ΝΟ = (- DS 4- | 


ον {4 4\ 4 4 
-5 j 7 αι -{ δι αι 
11, 2 \3/ 4 


~24, 024 


(Ὁ) 只 要 取 m 一 | 全 |， 并 用 各 分 别 代 蔡 (a) 中 的 8 和 
4 立即 得 到 8={L 2,…, 只 的 没有 偶数 在 其 自然 位 置 上 的 排 
列 个 数 汶 号 (CD jd! 
4.23 (ο) 求 8 一 全 , 2，…，8} 的 恰 有 4 个 整数 在 其 自然 
位 置 上 的 排列 个 数 。 
Ὁ) 对 8= 全 2，…， 对 的 恰 有 天 个 整数 在 其 自然 位 置 上 
的 排列 个 数 确定 一 个 一 般 公 式 。 | 
。 
πω 在 其 自然 位 置 上 的 4 个 数 有 4 ) 种 选 法 。 余 下 
的 不 在 其 自然 位 置 上 的 4 个 数 有 Ds 种 排 法 。 于 是 答案 为 
(4 ) δι-τοκο--οὐῦ | 


- | 


πυ , τν 
.. (2 jp τα Ὅτ ΞΡ «(υ-- ῃ) 1S (-- 1) 一 一 
(利用 公式 (和 六 


ον (νὰ 


ἐ--ο 


4 οἱ 证 明 κα 0 2 工 


证 Ἡξ δι, 2a 2 分 别 是 一 寻 9, ''', πὶ 的 排列 中 十 
在 第 1 位 ,3 在 第 2 位 ,…,n 在 第 % 位 上 的 性 质 。 这 些 性 质 是 对 
称 的 。 各 公共 数 为 ; 


-172» 


N(0)=D,, N=n!, Ν(1) = %—1)!,N(2) = m—2)!,., 
Ν (ο) =0!©=1, 


λα ΒΕΠ πλ 18 
2 αυ 
—11 το ρα (-Ὁ”-- 


-πι(1--- ΤΙ σπα ο. 6, --) 

评注 ”内容 提 要 中 已 指出 , 再 定义 Do=1， 则 此 公式 对 一 切 
目 然 数 成 立 。 在 后 续 问 题 中 所 含 的 Β,, 我 们 都 认为 定义 在 全 体 
自然 数 上 , 不 另 说 明 。 

4.22 证 明 错 置 数 D， 的 性 质 公式 

(a) 万 .= (n—1) (Ώ, st+D,_1) 

(b) D,=nD,_1+ (—1)" 

证 (4) 因为 D, 表示 5S= 往 , 2,…, 路 的 排列 中 , Αλ 
排 在 第 《位 的 排列 个 数 。 可 以 这 样 计算 这 些 排列 的 个 数 。 νεο 
的 一 个 错 置 排列 为 

WR 

因为 a1 了 1， 所 以 可 以 取 2, 3, ---, n 这 mn 一 1 个 数 的 任 一 个 。 
因此 oi 共有 %* 一 1 种 取 法 。 τἼαι--ὐ(α--ὑ-«π)ῃ], απ} ὲ Γ 
列 两 种 情况 ， | 

(Ὁ) @ 一 1。 因 为 这 时 αἱ--, αι--1 Ὁ λε, 剩 下 mn 一 2 个 数 作 
排列 , 而 且 每 个 数 都 不 能 在 它 的 日 然 位 置 上 。 根据 7, 的 定义 ， 
这 样 的 排列 个 数 为 D,_。 

(1) ;到 1。 因 为 这 时 αι--ὐ 已 定 。 Ια, 又 不 能 等 于 二 这 
相当 于 把 工 看 成 1, Χ2, 3 2 和， 路 这 有 一 工 个 数 作 错 
置 。 所 以 这 样 的 排列 个 数 为 D,-1。 
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根据 加 法 原理 和 乘法 原理 得 
D;= (%—1) 0, οἱ, ) 
(用 公式 (4-7) 直接 代入 也 可 证 得 本 题 。) 
(Ὁ) 因为 Do 二 1( 定 义 ), D1=0({ 直 无 法 错 置 )， 由 (a)， 
= (n—1) (Ώ, 9-1), |) =n—1)D, at+nD,1— D1 
所 Ei D,— nD,_1= -- [D1 (α-- 1) 0, αἱ 
而 Di1— (α-- 1) Da= ~— LD, 2— αι” 2), 3j 
(只 要 用 nn 一 1 代 前 一 式 的 τ), 这样 反 复 迷 代 得 
D,—nD,1=— [1 αι %—1)D,2] 
一 (一 二 [3 一 (η-- 2). Ώ, «] 


--(--1)1Σ[Ρι-- (α-- (α-- Τ)) Λο] 
= (—1)"1(0—1) 
ΠΠ Tb 
移 项 后 得 1), -- πι], ---- 1)". 
评注 ”类似 (a) 中 也 ,与 Di De 的 关系 式 叫 递 推 关系 
式 。 用 这 种 分 析 方 法 列 出 递 推 关系 式 是 求解 较 复 涩 计 数 问题 的 
重要 手段 。 将 在 第 五 章 中 详细 诗 论 。 本 题 中 的 递 推 关系 式 是 由 
欧 拉 给 出 的 。 | 
ΕΙΝ ΠΡΑΜΑ.) 和 mn! 有 很 多 相似 之 处 。 例如 
!--(τι--1)((ε-)!--(α--1}1) n>2) 
nl!=n(n—1)! : ! (21) 
4.25. 试用 组 合 推理 解释 恒等式 


"-(7) ο Dstt ͵ | Di+( Do 
0. ... | \n—1 % 
απ δ-, 2, 外 的 排列 可 分 成 下 列 情况 ， 
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Ἐν ---ΑΠΩΚΗΑΑΗ ΓΗΙΔΟΝ δ.-{ῃ } 7. 
το ο ος ο ολα. 


η. 
| 2 | Pe 
τ 


κ 5 ΗΙΡΙΗΠΕΖΙΗΙ ΑΧ τ!, 根据 加 法 原理 得 


Αμ... { )ρω("}9. 
0 1 τὺ --Φ ΤΊ 


4.24 证 明 也 .是 一 个 偶数 当 且 仅 当 m 是 一 个 奇数 。 κ 

证 “命题 等 价 3 了 % 是 奇数 时 刀 , 是 偶数 ，m 是 偶数 时 D, 是 
奇数 。 用 归纳 法 证 明 。 | 

因为 Do 一 1, Dj 一 0 归纳 基础 成 立 。 

假定 对 任 一 n>>2, n 一 1 是 奇数 ，n 一 2 是 偶数 时 命题 成 立 。 
那么 Di 十 D,_s 是 奇数 

D,= (nn 一 1)(D,1 十 D,.2) ”是 奇数 
D1 =n(D, + D,_1) 是 偶数 
命题 得 证 。 

4.35 mn 个 人 参加 一 晚会 , 每 人 寄存 一 顶 帽 子 ,会 后 各 人 随 
便 戴 其 一 顶 , 求 | 

(a) 没有 任何 人 戴 上 自己 原来 的 帽子 的 概率 。 

(b) 至 少 有 一 个 人 戴 上 自己 原来 的 帽子 的 概率 。 

(e) 至 少 有 两 个 人 戴 上 自己 原来 的 帽子 的 概率 。 

解 ” (a) 因为 人 和 帽子 都 是 有 区 别 的 ， 每 人 随便 地 戴 一 顶 
帽子 相当 于 n 顶 帽子 的 一 个 重 排 。 这 些 重 排 的 个 数 为 n!1。 而 没 
有 一 个 人 戴 上 自己 原来 的 帽子 恰 是 错 置 , 错 置 数 为 D,。 因 而 没 
有 任何 人 戴 上 自己 原来 的 凯 子 的 概率 是 
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Ὦ - 1 1 ΜΝ! 
1 1 » 1 
ασπρο τς απ 


~ 一 37% 
(b) 至 少 有 一 个 人 戴 上 自己 原来 的 帽子 的 概率 是 
1 一 二 63%。 

(ο) 因为 没有 一 个 人 戴 上 自 已 原来 的 帆 子 的 情况 有 δ. 种 。 
恰 有 一 个 人 戴 上 自己 原来 的 由 子 的 情况 有 |、 ] D+ 种 ( 见 上 
题 )， 因 此 至 少 有 两 个 人 戴 上 自己 原来 帽子 有 

- ο ) De =n!— (Ds+D,—(—l)") 
—n! —2D,+(—1)” 
种 情况 。 其 概率 为 
(n! --30,--(-.1)}/!--1--9 “4-6 -人 


1 ἃ 0 
评注 上 题 结果 说 明 , 当 % 足 够 大 时 ,没有 人 戴 上 自己 原来 
的 帽子 的 概率 与 m 无关， 大约 都 是 o"， 而 且 与 。! 之 差 小 于 
wTyT (因为 67 的 展开 式 是 一 个 交 铺 级 数 )。 这 样 无 论 n 一 


10 还 是 % 二 1000000 其 概率 大 约 都 是 37%。 如 果 你 把 这 一 事实 
说 给 你 的 并 不 知道 这 个 结果 的 朋友 , 他 一 定 不 会 相信 吧 | 

4.26 上 题 中 ,如果 每 人 寄存 一 项 帽子 和 一 把 雨伞 , 而 会 后 
各 人 也 是 任 取 一 项 帽子 和 一 把 金 。 
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(a) 有 多 少 种 可 能 使 得 没有 人 能 拿 回 他 原来 的 任 一 件 物 
? 


(0) 有 多 少 种 可 能 使 得 没有 人 能 同时 拿 回 他 原来 的 两 件 物 


Ἐπ 


; 
解 (a) 根据 上 题 的 结果 ， 没 有 人 拿 回 自己 原来 的 帽子 有 
DD, 种 可 能 。 没 有 人 拿 问 自己 原来 的 伞 也 有 D, 种 可 能 。 这 两 件 
事情 是 互相 无 关 的 。 因 此 答案 为 12. 
(Ὁ) 每 人 任 取 一 顶 帽子 和 一 把 雨 企 的 取 法 总 数 是 mla。 有 
某 个 人 同时 取 回 了 自己 原来 的 帽子 和 全 的 可 能 性 是 (一 轿 1 


种 。 πικπώ-[Ί}ω-υν. κε ΛΙΝ, Ἡ0) -- (7 ]α- 


9) 13,… 根据 包含 -排斥 原理 ,没有 人 能 同时 取 回 他 原来 的 两 件 
物品 的 方法 数 是 


%12— α ]ο-ορα(" λα-θι-. “+(" ) 


4.97 试 由 公式 (4-9) 推 出 公式 (和 47)。 
解 ” 由 公式 (4-9) 反复 迭 代 , 并 注意 到 Di1=0。 
D,=nD,_1t (—1)" 
πα. (mn—1) Dat(—1)" n+ (—1)" 
一 % (0 一 mn—2) Dat(—D)" nn m1)+(—1"™n 
二 (一 1)" 
η] ῃ-ἠ-(--1)θηι(ην--1)-:.«8--(--1)θην(ει--1)»:.«4 
十 … 十 Με... 


τα[χ-ηγτί- 1) Ὁ 有 十 人- 1)* 


ἘΠ 


v 17}. 


πο. -(-1" 


1 i 
(m— 2) 1 (nm 一 十 ) ! 


+(-D" 王 | 
-η! Ὁ (-1)' -τ- 
评注 本 问题 也 可 用 归纳 法 证 明 。 因为 公式 (4- 力 对 m=0 
πᾶν, να ο κο 让- 成 立 ， 代 入 公式 
(4-9), 立即 可 得 到 公式 (4-7)。 
4.38 设 8= {ci， αν, -.., 0x}， 用 包含 -排斥 原理 确定 8 的 
全 i 的 -一 全 


με 15 1 --{ο5»αι, ους, “"", οσ"αι}, 并 设 2 人 一 二 2， τν () | 
表示 了 的 组合 中 至 少 含有 2 个 a 的 性 质 。 显然 这 些 性 质 是 对 
称 的 。 公共 数 入 (外 表示 了 的 4 个 元 素 每 一 个 都 至 少 出 现 2 次 的 


υγ -- οὐ--1 ὦ 
+ 组 合 个 数 ， 四 此 NG κ. . ο... 


k++7—1 | 
了 的 所 有 元 素 都 不 重复 的 ”组 合 个 数 。 Ν-{ Ν 是 :的 
所 有 7 组合 个 数 。 代 入 对 称 租 公式 得 


ο ὃν. 


ΙΗ 
3=0 ὦ γ-- 2 


由 于 r< 思 为 使 "一 2;>>0, 上 述 和 式 的 上 有限 只 须 取 到 | 多 |。 
4. 证 明 公 式 (410)。 
证 ΒΑ, 4», "οι, Ανα ΤΕΙ ΝΠ.{, 2, …， 届 的 合 


ετ17δυ 


有 12, 23,…:，(m 一 了 )n 的 排列 的 集合 。 

|41|= (wm 一 1)1, 因为 当 12 在 排列 中 出 现时 , 可 把 1, 2 8- 
起 来 看 作 一 个 数 , 和 其 它 n 一 2 个 数 作 排列 。 类 似 地 | 4s| = |4| 
ον. ο 

ΙΑ ΑΡ] = (m 一 2) 1, 因为 排列 中 同时 出 现 12, 23 即 意味 
着 数 1 3, 3 顺序 地 排 在 一 起 。 可 把 这 三 个 数 看 作 一 个 数 再 和 
其 它 % 一 8 个 数 作 排列 。 

[41 Αθ (nm 一 2)1, 因为 排列 中 人 同时 出 现 12,84 可 把 1， 
2 合 起 来 看 作 一 个 数 , 3, 4 合 起 来 看 作 一 个 数 , 再 和 其 它 nm 一 4 个 
数 作 排 列 。 

经 类 似 地 分 析 ， 可 知 这 mn 一 1 个 集合 是 对 称 的 ( 即 它们 所 对 
应 的 性 质 是 对 称 的 )。 各 公共 数 为 W (了 = -人 1， N(2) = 
(η 2) 1, ,入 (nm 一 了) 一 11 ,而 入 O0) --Ωι, Ν--πὶ 是 8 的 所 有 
排列 个 数 。 代 入 对 称 第 公式 得 


ο πο.) 
ι . “η. . 
一 … 十 (一 ) κ | 
(8) Q,= (nC— 1) (n+ πι--2 - % --- 3 


ου 


(0) 局 ,一心 ,十 已 1 
证 (α) ΠΗ ΓΚ 


πι ---᾽ 名 一 τι -- 1 | 
oa 1 -D1+t( je-25- ο )ά-θι 
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ΠΡ 
% 一 工 | 
一 多 ---(πι-- 1) (DI Έα] 
- (πι--- 1) το (αι 一 3) (n— 8) | ο ο. ΠΗ 
ην -- Ἔ 一 2 -- 
= -Di- 气 一 + πει 
十 .十 《一 十) 


(Ὁ) 由 公式 (4-7) 


ο) 


D, + D,_1 
—n!(1— αρ + 机 -ηγλ-"ες-Ὁ'πη) 
Μα θα ττ στ ατ η 
十 十 (一 "1 DT) 
= 一 D1(n 一 各 二 如 一 各 +…+ (一 " 避 
+1 一 二 -+ 元 ας πε (ση τ" 


ο ρα αν. 
t(D" 名 nr τα ο) 
ΕΕ αι, 2, -.., οὐ), η 


| (η-- 1) | 
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评注 5, 和 Qv 是 两 种 不 同性 质 禁 位 排列 数 。 有趣 的 是 这 
两 种 排 烈 数 还 有 上 述 关 系 ( 多 一 Ds, 十 D,_1)。 册 这 个 关系 可 看 出 
当 m2 时 ,多 ,>D。。 这 说 明 锯 置 排列 限制 得 更 严 。 下 边 的 一 个 


禁 位 排列 也 和 D, 有 关 。 
4 οἱ 今 4, ΠΡ Ξ {1 9 … πὴ 的 圆 排列 中 没有 1412， 


23,…，(n 一 Dn, nl 出现 的 排列 个 数 。 

(a) 求 4,。 

(Ὦ) 证 明 4,==D,_1 一 Ds-z 十 Ds-s 一 … 土 Ds。 

解 (4) 设 Pi, Ba， …，2Pn-1，%r 分 别家 示 5 的 圆 排 列 中 出 
现 了 12, 28,…，(n 一 1)n, m1 的 性 质 。 根据 上 题 的 分 析 , 这 
些 性 质 是 对 称 的 ， 各 公共 数 为 入 = (n 一 1)1, Ν(1) = (nw 一 2)1, 
N(2) --(α--8)1, .Nn—1)=01, ΝΑ) =1, N(0) «Αι Α 


入 对 称 往 公式 得 
Αρπ (n—1)] -(ὦο-» : ΠΟ; 


ne (ote 


(b) A,— D,1 ， 
ην {7 
-ec ! - Ί]α-2ι1(λ}ω-9} 


μμ... (or 
1 τ --- 1 9 n—1 3 
-[α- π-{ 1 }α- πη 2 α- ) 1 


一 … 十 (一 贡 " (on 


ο. 
πο (ο) τον 


. 多 一 二 2 n—1 3 
--( 0 ]α- Or 1 ]α- ) ! 


πι --- 1 
ο )o+C3 
nn 一 2 
一 -- Απ... 
于 是 Αν 1, οι 一 Αμα 
以 m 一 二 ΠΟ. 多， 4 19 1, ο-- Αμ 9, ΧΡ, 并 注 
Αγ) 1 一 4 1 
= ᾖ) 1 一 心 _3 十 Α 5 
-- 1) 1 1), ο-- 1). 一 4 9 


=D,1— DD,_s+D,_s—… 土 D， 
评注 4, 一 D,_1 一 4,1 是 一 种 递 推 关系 式 。 利 用 递 推 关 系 


反复 和 迭代 来 求解 递 推 关 系 式 或 证 明 恒 等 式 是 常用 的 一 种 方 
法 。 回 忆 人 一下, 我们 在 题 4.22 中 已 经 用 到 过 这 种 方法 。 

* 和 .32 nn 对 夫妇 (m 宇 3), 围 圆桌 就 座 , 且 男 女 交 错 。 有 多 少 
种 就 座 方 法 , 使 得 没有 任何 一 对 夫妇 相 邻 ? 

解 ” 为 了 简化 问题 , 可 使 女士 们 先 间隔 地 就 座 , 并 把 她 们 按 
撕 时 针 方 向 编号 为 1，2,，…, n。 而 后 丈夫 们 就 座 。 在 这 种 情况 
下 把 满足 没有 任何 一 对 夫妇 相 邻 的 斌 座 方 法 数 记 作 0;( 称 作家 
庭 问 题 数 )。 
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丈夫 们 任意 地 入 座 , 总 坐 法 数 为 wo: 但 有 下 列 2 种 性 质 是 
被 禁止 的 ， 

Ri， 光 夫 1 坐 在 他 妻子 的 右边 。 

， 丈 夫 1 坐 在 他 妻子 的 左边 。 

Ro， 丈 夫 2 坐 在 他 妻子 的 右边 。 

Ίων δε 2 坐 在 他 妻子 的 左边 。 

Εν, 2: τι ΜΑΤΕΙΜΙΣΕ ΤΗΕ χι. 

Τι, ΕΑ τι 坐 在 他 妻子 的 左边 。 
但 是 这 些 性 质 不 是 独立 的 , 例如 出 现 Ια 时 就 不 能 出 现 Β., 也 不 
能 出 现 Ra。 若 把 这 2n 个 性 质 看 作 2 个 点 , 按 上 述 顺 序 排 成 一 
个 圆周 (五 ,与 Βι 相 邻 )。 可 以 看 出 任何 两 个 相 邻 的 性 质 不 能 同 
时 出 现 。 根 据 题 2.33 的 结果 , 在 这 2% 个 性 质 中 , 同时 有 种 性 


质 出 现 有 
οι {2.-.-1} 2n 2η-- ῥ 
πι 1 一 1 )- (7) 
种 可 能 。 又 当 有 一 个 性 质 出 现 (如 Βι 出 现 , 表示 丈夫 坐 在 他 


妻子 的 右边 ) 时 ， 而 其 他 wm 一 并 个 人 可 任意 地 排列 ， 其 排列 数 为 
(α-- 1) 1 这 样 


9η 2% 一 工 
W (1) στ άν ]α- 1) | 


W (2) = ο, Ἴω- 9) | 
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Ηζη--1) 一 到 αι Γβ) 一 一 到 (272) 一 0 
ΑΛΑ (4-18 


2n—1 2n—2 
σι et ( ' ο -- ]α- 2) ! 


κο. -ἰ-2. (-- 1)» 
再 则 ， 对 πι 位 妻子 的 每 一 次 重 排 ， 都 有 Ὁ, 种 不 同 的 入 座 方 式 。 
大 把 和 位 妻子 的 排列 看 作 圆 排列 , 则 家 庭 问题 的 排列 数 
| ~ (n~1)IU, 

评注 这 个 问题 的 精采 解法 提醒 我 们 ,用 包含 -排斥 原理 解 
题 时 , 有 可 能 涉及 的 事物 性 质 之 间 并 不 互相 独立 , 某 些 性 质 会 发 
生 冲 突 。 需 用 特殊 的 技巧 避 开 这 些 冲 突 。 如 果 这 些 冲突 不 是 对 
称 的 或 不 易 消 除 , 将 给 解 题 带 来 困难 ， 其 至 失败 。 下 一 是 是 这 种 
技巧 的 一 个 模仿 。 

4.33 (4) % 个 小 朋友 排 成 一 列 纵队 散步 。 假定 每 位 小 朋 
友 只 能 看 到 他 前 面 那 一 位 小 朋友 (第 一 名 除外 )。 问 有 和 多少 种 变 
换 队 形 的 方法 ， 使 得 每 个 小 朋友 不 再 看 到 他 当初 看 到 的 那个 小 
朋友 ? 

*(b) 在 有 2 个 男 的 和 m 个 女 的 共 2m 个 小 朋友 , 列队 时 排 
成 男女 男女 … 的 队 形 。 假 定 变 换 队 形 时 始终 保持 男女 交错 且 第 
一 名 是 男 的 ,使 得 没有 一 个 女孩 能 看 到 她 当初 看 到 的 男孩 ,有 多 
少 种 变换 队 形 的 方法 ? 

(ο) 重 解 问题 (&), 要 求 在 变换 队 形 时 , 当初 相 邻 的 不 再 相 
邻 。 

解 (a) 把 多 个 小 朋友 按 初始 队 形 顺 序 地 编号 为 二 8, …， 
πο 则 问题 等 价 于 求 世 ,2,…, ww} 的 排列 中 没有 12, 2 3, … 形 
式 出 现 的 排列 数 。 所 以 管 案 为 Q,。 

(b) 与 (&) 类 似 地 把 男孩 编号 为 1，2,…，%w。 女 孩 编号 为 


ο 名 4 。 


παν 114 


αμ” Ἢ 


可 1 
κ 
a - 
τ 


1’, 2',…, n'。 在 变换 队 形 时 ,可 使 女孩 们 和 完 排 列 ,其 排列 数 为 
n1。 对 应 她 们 的 每 一 种 排列 , 把 % 个 男孩 插入 队列 ,插入 万 法 也 
Ἔ η! 种 ,但 要 除去 含有 1,，2 2,…, %w 的 排列 。 

设 pi, φα, ''', pr 分别 表 示 排 列 中 出 现 11, 29, 9, τι mn 
的 性 质 。 那 么 这 些 性 质 是 对 称 的 。 各 公共 数 为 . 入 (1) = (mn 一 1)1， 
Ν()--(ι--2)!, »'',, (wm) 一 01。 代 入 对 称 师 公式 得 


N(0) =n! μου  . 01 


-ῳ, 

所 以 共有 %!Q, 种 变换 队 形 的 方法 。 

(ο) 象 (a) 那 样 把 % 个 小 朋友 编号 。 于 是 有 下 列 2% 个 性 质 
被 禁止 . 

41， 出 现 12 

ΒΡι. 出现 21 

4ο. 出现 23 

Ῥο. 出现 32 

4A,， 出 现 (w 一 1)n 

B。， 出 现 n(n 一 1) 

如 果 把 性 质 Αι, Βι, 4ο, Βα, ---, Α., Βι 看 成 2% 个 点 ， 并 
且 顺 序 地 排 成 一 条 直线 ， 那 末 这 条 线 上 任 两 个 相 邻 点 对 应 的 性 
质 不 能 同时 存在 。 根据 题 2.31 ， 从 2m 个 点 中 任 取 个 点 使 得 


2ην --- E+] 
没有 两 个 点 相 久 的 方法 数 为 { ΜΙ . 用 题 4.32 类 似 的 
方法 求 得 


2n 2n—1 nn 十 1 
wo (Dis (He se)o 
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“4.34 证 明 题 4.32 中 家 庭 问题 数 吕 , 满足 
(mn—2)U,=n(n—2)0,1+nU0,_s+4(—1)"+t1 


证 因为 
2 一 
U,=n! —2n(n—1) 1 二 二 (1)" | ᾿ jo-o1 


27 --- η" 
---»'--β(--1)" 
可 以 记 作 
ο ο ο ος 1ο 
那 末 | 
(τ.--2)υ,,ο-- (η -- 3) αἱ --ηυ(ηι-- 2) (-- 1] πι (α-- 2) 10 
(%—2)u,1=2n(n— 9) (--1) | ππ(ω--2) .2(α-- 1) (η-- 3)! 
πι 2) μι 
对 于 7=2, ὃ, .... 4 一 工 
πι (πι --- 2) τς dr 十 7200 9, rs 


一 多 (多 一 2) (er 


ῃ' 
ο(π--9) 1 2 一 人 一 2 ΙΝ 
十 % pp ( 2 (τ, --9)] 


2(n—1) | 2ν-η (25,.-- 8η») (89. -- 2r—1 
σπα οι ; 入- 
人 一 六 | 2(n—2) (2 一 
| . 
人 (一 荆 ) 
ποπ 7 .. γ'-- τ) 人 一 人 
--(α-- 2) 2(n—1) (2n—27—1) 


μυ 


(2n—7—2) (2n—7—1) 


γ(η-- 2ἠν 一 人 
Cp πρ. -π)(”. ) 


Π 


ση 一 4 一 6 二 37 十 全 十 2 


25η πο 7) 1 一 4nr 一 6n 二 37 十 7 十 2 
人 
x 
= (nO— 2)un,r 
当 了 一 多 时 | 
(nN—2) Un = (nO—2) .2 一 0.2 一 4 一 mo， ο--4 
由 于 各 项 对 应 相等 , 所 以 


(n—2)U,=n(n~2) U0,1+nU, 2+4(—1)"+! 

评注 ”这 个 证 明 过 程 虽 然 纯 粹 是 数学 演算 ， 但 却 为 我 们 提 
供 了 对 于 一 个 复杂 的 恒等式 的 证 明 方 法 。 可 以 设想 ， 如 果 不 采 
用 这 种 分 段 的 证 明 方 法 ,而 把 所 有 的 项 写 在 一 个 式 子 中 , 势必 相 
当 庞 大 且 不 易 找 出 规律 。 . | 

4.56 ὃ--{2:αι, 2:05, »-», 3 αμ] ΜΕΣΗ, απ Π. {ΤΗ 1Η 
同 的 字符 都 不 相 邻 ,就 则 做 “简单 字 ”。 例 如 caoacsacaaica 是 一 个 
n 一 3 的 简单 字 。 试 用 包含 -排斥 原理 , 求 简 单字 的 个 数 。 

ΝΕ ὕξρι, Ρα, ''', Pp 分别 表示 S 的 排列 中 两 个 mm， 两 个 
wa，…， 两 个 w 相 邻 的 性 质 。 那 末 这 些 性 质 是 对 称 的 。 各 公共 
数 为 ; ο ο. 


N (n) ΝΗΡ 
代入 对 称 第 公式 ,得 简单 字 个 数 为 


ο (ηλ! (2n— Ἑ) (2η -- 2)1 
το -名 ΠΕΝ το 


τὰ (Οι -- ο) | 
-十 ου. 
ο 


4.96 ΠΧ, Υ 是 两 个 集合 ， 其 中 i=n, | 了 | =m， 且 
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0202。 求 互 到 了 的 满 射 函数 个 数 。 

解 ” 设 了 = {yi1， ψὲ, ---, ὑεῖ, Pi，P2， ,Pm 分别 表示 81, 
9ο, “'', Ym 没 被 射 到 的 性 质 。 那么 这 些 性 质 是 对 称 的 。 由 函数 
知识 可 知 Χ 到 了 的 所 有 函数 个 数 为 入 二 mm"，NW(0) 表 示 了 的 


数 。 其 它 各 公共 数 为 N(D ==(m 一 DD",，N(2) = (m 一 2)", 
Wm 一 了 一 了 一 1 (m) 0" 一 0。 代 入 对 称 第 公式 得 


ΝΟ αν ]α- Dr( 2 )o- 2)" 


J m ) 1. 
ν -- 1 


4.97 设 4= {ni: σι, Na 08, ““', της Ωχ}, Nn 表示 把 4 的 
元 素 放 到 ΤΗΕ ΤΗ, 每 个 盒子 中 元 素 个 数 个 限 的 广 
法 数 。 由 题 2.42 


αντ) (ση) (| 
他] Ng | το 


6818 ΠΕΡ. ΕΒΕΠΕΗΗ,ΗΞΕΕ ΓΑ ΓΣ, 则 方法 数 为 


Ν ο. +{ ΙΝ +{[ ~ Ἶν 
Γι 1 人工 2 γι-- 8 "3 m1 1 


证 ὑξριώ-1, 2, -.., 022) 表示 第 :个 盒子 为 空 的 性 质 , 36 
末 这 些 性 质 是 对 称 的 。 由 Να 的 定义 ， 各 公共 数 为 ，N 一 Nn， 
N(D)=Nas, ΝΟ) -Νπ.ο, ο... Ν (πι-- 1) Να, Νίο) --0ς 
又 雏 (0) 表 示 每 个 盒子 都 不 空 的 放 法 数 。 代 入 对 称 往 公式 得 


N (0) | πω. 


4.38 用 包含 -排斥 原理 证 明 把 正 整数 ”分 成 互 不 相同 的 
项 的 剖 分 数 等 于 % 的 奇 剖 分 数 ( 每 一 剖 分 项 都 是 奇数 )。 
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证 设 2G) 表 示 刀 的 所 有 前 分 数 。 po( 蕊 表示 的 奇 前 分 
数 。2a (mw 表示 把 吨 分 成 互 不 相同 的 项 的 训 分 数 。 
引 理 2 的 含有 数 z> 的 襄 分 数 等 于 数 2 一 2 的 放 分 数 Ρ(η- Όλο 因为 
% 的 任 一 含有 z ΗΝ, θελα 之 后 ， 恰 是 一 zx 的 一 个 襄 分 。 反 之 4% 一 2 
的 一 个 谢 分 加 上 zx 之 后 , 怡 是 冯 的 一 个 放 分 。 
上 述 引 理 可 以 推广 为 % 的 含有 数 2, υ, 5, … 的 前 分 数 等 于 2 一 2 一 
% 一 * 一 … 的 齐 分 数 pn 一 ?一 y 一 2 一 …)。 
求 Ῥο(η) ΗΙ, Κὲ Μι (η) 中 减 去 那些 含有 偶数 2 4, 6, … 的 
浏 分 数 , 即 
Poln) --Ῥ(η) --(ρ(α--2) 十 DO 一 和 十 Da 一 6) 十 …) 
-(φίπ--2--4) -Γρία--2--6)-Γρίπ--4-- ϐ) 十 …) 
-(φίηπ--2--4--6)--ρ(π--2--4-- 8) 十 …) 十 … 
上 式 最 终 可 以 写成 
Ῥο(π) τρία) Γαυρί(α--2)Γὂδ'ρ(α-- 4) -ο ρ(α-- 6) + 
Ἡ μπα, ὦ, ο, "'' 是 整 系数 。 
求 ρα(π) 4, Αλ ρα) ΗΡΑ ΗΕ ΠΠ ΊΔΙο 
即 减 去 含有 两 个 1, 两 个 2, 两 个 3，… 的 谢 分 个 数 。 所 以 
φαίη) --ρ() --(Ρίπ-- 1-1) 十 Do 一 2 一 2 Ερία-- ὃ-- ϐ) 十 …) 
十 (ma 一 于 一 1 一 2 一 2 十 六 一 1 一 1 一 8 一 3) 
-ρία-3--3--8--8} ἠ---.)--(γ(π--1--1--8--3--8--9) 
-ρί-1--1--9-.9-.4--.4γ---..)--»». 

--ρίτ) --ρ(η-- 2) -ρ(υ--4) -ρ(ο--ϐ)--.») 
ἠ-(ρίου--3--Α) Ἴ-ρίαι-- 2--6) -Ερ(α--4-- 6) 十 …) 
--(ρίυ--3--4--6) 十 Do 一 2 一 4 一 8) 1--::) 十 ，…， 

比较 po mw) 的 束 达 式 和 和 pa(m) 的 表达 式 得 
Po (πι) = pa (το) 
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评注 ”本题 的 证 明 方 法 很 容易 推广 到 一 般 情 况 。 请 看 下 面 
两 题 。 

4.39 用 包含 -排斥 原理 证 明 把 ”分 成 每 一 部 分 都 不 能 被 

3 除 尽 的 前 分 数 等 于 把 ”分 成 任何 一 项 都 不 出 现 两 次 以 上 的 前 
分 数 。 

证 设 2o( 几 表示 网 的 不 含 3 的 倍数 的 前 分 数 。 2v (w) 表 示 
n 的 各 项 不 出 现 两 次 以 上 的 前 分 数 。 显 然 从 pz(n) 中 减 去 含有 8, 
6, 9, … 的 刘 分 个 数 就 得 到 pe) 。 从 ρ(π) ΗΛ ΑΗ 891, 
3 个 2, 3 个 3… 的 剖 分 个 数 就 得 到 py(m)。 于 是 

Ῥε(τι) 一 Do 一 (2 一 3) Ερί(α-- 6) 十 DC 一 9) 十 …) 

十 人 pa 一 3 一 6) 十 pc 一 3 一 9) Ερί(η--6-- θ) ἠ--.-) 
一 (人 2 一 8 一 6 一 入 -ρ(η----6--19) 十 …) --»». 
Py (ο) =p ln) — (pn—3x1) 十 gm 一 3X2) 十 Dm 一 3X3) 十 …) 
+ (p(n—3x1—8x2) +pm—3x1-3x3) 
{-ρίπ- 8Χ2--8χΧ 8) ----.) — (p(n—3x1 
—3x2—3x3)+n(m—3x1—3x2-3x44 十 …) -二 
比较 Ῥείη) 和 py(m) 的 表达 式 得 
Pr (1) = Py (1) 

4.40 [James Whitebread Lee Glaisher (1848-1938) 1 
证 明 把 n 分 成 各 部 分 不 能 被 所 整除 的 剖 分 数 等 于 把 nw 划分 成 
每 一 部 分 不 出 现 8 次 或 8 次 以 上 的 剖 分 数 。 / 

证 ”证 法 同上 题 。 用 pw) 表示 每 一 部 分 都 不 能 被 8 所 整 
除 的 τ ΒΗ Το Άν (ww) 表示 每 一 部 分 都 不 出 现 9 一 1 次 以 上 的 
% 的 训 分 数 。 因 此 从 p(w 中 减 去 含有 44,24,，34,… 的 剖 分 个 数 
{8 Ρε(α),  ρ(π) ΗΣΑΠ ἆ 11, ὦ 1 2, ἆ Ἴ-8, … 的 前 分 个 
数 得 py(m), 列 式 为 
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Pe ον) --ρ() -- (Ῥ{α-- ἆ) Ερία-- 264) +pn— 86) T+) 
t+ (Pm ᾱ-- 24) Ί-ρ(η--ᾱ-- 560) --ρ(α-- οὐ-- 964) 十 ……) 
-(ρίπι-- ἆ-- --9ά) -Ερ(α-- ἆ-- 26 ---44) 十 …) + 
ὃν (πι) --ρ() -- (φ(ω-4Χ1)-ρ(ι- ἆχκ2)γρ(α-- dx 8) t+) 
Ἔ(ρ(ία- ἀχ1-- ἀκδ)-ερ(α- ἀχ1--ἅ κ 8) 
Ἔφρίπ- άχὰ- χο) ---.')--(ρίι- ἆχ]1- ὦκ2- ὦχ 83) 
Ἔρίπ- ἀχ]- ὦχαδ--ὦχκ θα) --...)--».. 
比较 两 式 得 Pe Gu = Py (το) 
να αἱ [Επ]ϑτ] 
(a) 证 明 上 题 中 当 d=1 时 有 
PR --ρ(α-- 1) 一 DG 一 2 十 pn 一 加 十 pn 一 人) 一 一 士 十 … 一 0 
(b) 证 明 上 式 中 pm 一 伪 的 系数 是 数 的 具有 侦 数 个 不 同 
项 的 误 分 数 减 去 其 具有 奇数 个 不 同 项 的 前 分 数 。 
证 (a) 当 4=1 时, 显然 po(m) =0。 用 48=1 代 入 上 题 中 
Pr (Rn) 的 表达 式 得 
θ--ρ()--(ρ(-1) Π-ρίη-- 2) Ερία-- 8) Ερ(α--4) Π-ρ(α-- δ) 
十 0 一 6) Γρίπ--τ) ---') {-(ρίυ-- 1-3) --ρ(π--1-- 9) 
Ἔρίηω--1--4) ἠ-ρίο--1--ὅ) -ο(π-- 1 -- 6) 
十 十 Dm 一 3 一 3) Ερί(π--2--4) --ρ(π-- 2-- δ) 
十 … 十 DPm 一 3 -4 十 DG 一 3 一 5) +)— (nm—1—2—3) 
十 2(% 一 了 一 2 一 全 ) Ἔ-ρ(--1--2--δ)--»:«!-ρία--3--8--4) 
"φίε--ᾱ--ᾱ--5)-»-.) -|--.. 
-ρ() -Ῥίο-- 1) -Ῥ(α--2) Ερία-- +p) -- -- εν". 
(0) 由 于 ( 电 中 的 式 子 可 以 写成 
0 一 DA ορίι-- 0) - διαύρ(α-- Ὁ) - Ὁ) ὀϊρίι-- Ὁ) 十 … 
其 中 ,第 一 个 和 式 中 各 项 系数 (为 1) πε ποι ὁ ο πὰ 1 ΠΛΗ ΜΥ 
3 ο { | 
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第 二 个 和 式 中 各 项 系数 表示 把 i 剖 分 成 两 个 互 不 相同 项 的 
前 分 数 。 

第 三 个 和 式 中 各 项 系数 表示 把 剂 分 成 三 个 互 不 相同 项 的 
削 分 数 。 


的 式 子 中 pm 一 人 的 系数 。 因 而 命题 得 证 。 

评注 ”以 上 四 题 都 是 用 包含 - 排斥 原理 求解 整数 前 分 问题 
的 例子 ,证 法 都 很 精采 。 这 使 我 们 进一步 认识 到 包含 -排斥 原理 
的 灵活 性 和 重要 性 。 看 了 这 些 精采 的 证 明 , 一 定 会 使 你 得 益 菲 
浅 吧 1 

4.4} Εάν ΡΙΚ φ(α) 表示 从 1 到 正 整数 % 之 间 与 % Ἡ 
的 数 的 个 数 ( 包 括 1)。 求 φ(η)ο 

解 ” 把 % 作 质 因子 分 解 ， 得 到 % 的 5 个 不 同 的 质 因 子 γι, 
Pa, ***, Pro 

设 41，As,…, Αμ 分 别 表示 1 到 wn 之 间 的 含有 因子 pi, ps， 
,Px 的 集合 。 那 么 加) 等 于 从 1 到 nn 之 间 的 ww 个 数 中 减 坟 
Αι, Αρ, -'', Αμ 中 的 数 的 个 数 。 根 据 包 含 - 排 斥 原 理 。 

φία) π-- (| Ait+|As|+…+|Ail)+ (AN 4s 

Αλ ΡΗΝΟ σι. 


因为 Αι-ήρυ 2Ρ1, ὃρι, κ. --- ρε], 所 以 [4.1 一 一 司 柱 地 
D1 D1 
Αι πο πα, 2,'»', ὦ), | ΑιΠ 4y| 一 一 一 (i) 等 等 。 所 以 


Dp; 
go -9 一 (二 二 二 二 十 也 )+( π --. τ 
Pi 9 ον Ώιρο ΌιΏα 
十 ,十 1ο 


τ ) -十 一 
Dk—1DPx PipPa' ον 
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ΟΛΑ -- 
4.45 求 怡 具有 28 个 因子 的 最 小 整数 。 
解 ” 因 为 任 一 个 整数 都 可 以 表示 为 
n= 2%. 8α;, Bos, Ταν. .mx 
γι 的 因子 个 数 为 
(αι 1-1) (αο-ἰ- 1) (as 十 下 (mat 1) (ont1) 

因 为 28 一 28X1=7x4=7x2x2 

Ἢ ΤΕ κ 尽量 地 小 ， 可 取 28 的 分 解 式 中 最 大 因子 减 1 为 
αι κκ ΓΙ 1 为 αρ... 等 等 。 


若 取 28=28x1,， 则 oi=27, ms 二 08 一 …' 一 0% 一 0。n 一 27。 
若 取 28=7x4, 则 oq=6, α.--θ, αὐ--'':--αχ--Όρη--25.85, 
若 取 28=7x2x2, 则 =6, sg=1,ms=1,o4='" =Qy=0, 
ηυ-- 2. 83. ο. 
比较 上 述 三 种 结果 , 最 小 的 n% 是 
26.3.5 一 960 


&. 人 [Euler 
(a) 用 计数 的 方法 证 明 若 2 是 一 个 质数 , 则 
Pp) πρ --1) 
“(b) 通过 计数 讨论 证 明 若 m, πα 互 质 , 则 
$m) φ (πι) = $B mn) 
(ο) 由 (a)，(b) 的 结果 ,导出 φ(π) 的 公式 。 
证 (9) 因为 2 是 一 个 质数 ， 所 以 1 到 yp” 之 间 与 χ᾽ 7.5. 
pe 只 能 是 p 的 整 亿 数 。 即 是 认 ΙΑ, ὑ--1, 9, ὃν ση 
1。 那 末 与 p" 互 质 的 数 的 个 数 
Φ (03) pp =p" (Pp—1) 
(Ὦ) 将 1 到 mm 之 间 的 数 排 成 一 个 矩阵 


2 
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τα αι Φη11 -- πε «9 (--Ί)ην!-1- 


πι 23231023 .. (πλ 58. 9. (Λ--12ηι--2 
ΠΥ αι ἀπ ο»: (ῃ--1ληι--γ 
_ II 2% ον (8 十 [3 9.. mn 一 


显然 当 且 仅 当 污 , τι 都 互 质 的 数 才 与 mm 互 质 。 

考察 矩阵 的 第 行 , 若 πο 不 互 质 , 则 这 一 行 中 将 没有 
利 mmm 互 质 的 元 素 。 这 是 因为 车 dm, ἆ[ ΜΙ ἀ| (ἔπιΠ-σ) 一 
0 1, …，(n 一 才 ) 。 因 此 只 能 从 那些 第 一 个 元 素 与 四 互 质 的 
行 小 去 寻找 与 mm 互 质 的 元 素 。 而 这 样 的 行 恰 有 加 (mn) 个 。 

μετ πι 互 质 ,第 7? 行 中 的 % 个 元 素 7,m 十 7 …, (mn 一 1)m 
十 ?分 别 除 以 ?所 得 的 余数 恰 是 0 1, 2, τη, συ- 1) ΠΕΡΊ (Η͂Ι 
余数 各 不 相同 )。 因 为 假定 有 两 个 余数 相同 , 则 必 有 

8 十 ?二 ?0 十 (modn) 其 中 0<h<n, θς«-π 


于 是 ἜγνΞεἠπν (mod τι) 
ΧΗ πο, τι 互 质 , 则 
b=) (mod πι) 
所 以 - 


又 一 个 数 和 w 互 质 与 否 ， 等 价 于 该 数 除 以 ”所 得 的 余数 是 
否 与 % 互 质 。 而 0, 1 2, …，(n 一 1 中 恰 有 (个 与 n 互 质 的 
数 ( 这 是 因为 0 将 不 予 讨 论 , 而 nw 与 不 互 质 。 因 此 等 于 1, 3, 
…，% 中 写 mw 互 质 的 数 的 数目 )。 所 以? πο, Ἅπο ο, .'', 
(mn 一 ])m 十 "中 共有 $n 个 与 % 互 质 的 元 素 。 

因而 抢 阵 中 共有 φίπ) (0 个 与 mm 互 质 的 元 素 。 这 就 证 


明了 
φ(πο)φ(η) = 9 mn) 
(ο) 将 % 作 质 因子 分 解 
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由 一 0 和 0 εν. WP 
其 中 pi,， Ρο, “'', px 是 互 不 相同 的 质数 。 因 而 ρί, 8, --', Ὁ 也 
是 互 质 的 。 由 (b) 和 (8) 得 | 
(η) --φ(ρς pp 
=$ pe) Bp) ee (PE) 
ρῖ τρις 1) pe (pa— 1) .ep (Pr — 1) 


1 1 
一 1 ο. αν αγ. ωχ 1 - 
D1 ( D7 Ῥ ( ΓΈ “Px ( Tp 
1 1 
ων ον (1 = σα 一 σε) ᾱ- --) 
| Pr 


σα (1—— (= 二 ) ----) 
01 pz Τι. 
”评注 与 题 4.42 相 比 较 ;这 个 证 明显 得 很 复杂 。 这 里 青 一 
次 体现 包含 -排斥 藉 理 的 威力 。 . 
4.45 证 明 
(4) φίηδ) --πφίπ)λο 
(Ὁ) 一 般 地 DOT) "Ἰφίῃ)ο 
证 (8) 设 2 ρα, τν, ὃν λε 的 五 个 互 不 相同 的 质 因 于 ， 
显然 ο" 也有 目 仅 有 这 个 不 同 的 质 因子 。 天 用 区 拉 卫 数 公 式 加 


ΡΟ 


(b) «5 (8) 中 的 μες. 


φαν) -η"(1--- 5 -ᾱ--ᾱ- ΣΝ —n"-1g (η) 
κά 46 ᾖ[αφβυςθ] 
令 整 数 呈 的 因子 (包括 工 和 内 为 di ἄρ, -.., ὧπο 证 明 
bd) 十 由 (da) tt pn) 一 % 
其 中 , $(D) =1。 ΜΙ 
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ΠΕ Εβρ 8--{1, 3, …, πἳ, 38 8 划分 成 m 个 类 σι, 
O02,…，COm。 对 任 一 个 “Ε δ, ΤΕΟΙ ΠΒ (η, nn) 一 (这 时 
(7, nn) 表示 7 与 nn 的 最 大 公 因 子 , 若 (rY, τὸ --1, 则 表示 7 ΞΕ Π 


质 )。 而 (r, 由 --ᾱι "Πα" (τς, -ᾱ-)π- Ίο (否则 di 不 是 最 
大 公 因 子 ) 于 是 EC 当 且 仅 当 -ᾱ- 与 也- 互 质 。 


μα «Ἡ 天 < 本。 由 $$ (ww) 的 定义 得 


[οι] -ϕ(--) 
x nm 一 局 104 --Σγϕ (-τ-) --ᾱ] Φί4) 


最 后 一 步 是 因为 @; 是 nn 的 因子 ，d 除 nn 等 于 wn 的 另 一 个 因子 
ὦ, 当 & 取 遍 m 的 所 有 因子 时 ,4 也 取 遍 % 的 所 有 因子 。 所 以 
φ(άι) --ϕ (ο) + $d) —n 
4.4 定义 正 整数 ”的 册 obius 反 演 (函数 ) 如 下 ， 
μα) 一 工 
μία) --0, 如 果 nn 能 被 某 素 数 的 平方 整除 。 
μίριρα-ρι) --(--1)', 如 果 μι, ρα, -'', Px 是 互 不 相同 的 素数 。 
证 明 欧 拉 项 数 | 
Φὺ =n παν 
其 中 和 式 取 遍 的 所 有 正 因 子 ὦ, 
证 设 %n=pY p92:…… ρα", 其 中 δι, Ρα, '', ὃν 是 互 不 相同 
的 素数 。 又 设 n 的 因子 为 由 ga， …， ἀ.( ΒΗ ἀι--1) ΒΒΔ 


αι 一 ΠῚ Pp (0«βιςα) 
考虑 和 式 .Σ “- Ὁ 
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= (2) 


对 每 个 ὧι [ΕΠΗ ΓΑΕ, (它们 的 质 因子 都 属于 {ps, δα, ''', Ῥω) 
根据 jw) 的 定义 ,车 8; 具有 重复 的 因子 , 则 μ(ά) 一 0。 这 就 意 
味 着 (2) 式 中 它 将 不 参加 计数 。 去 掉 这 些 因 子 ,把 具有 不 同 质 因 
Τμ «περ { ΤΚό8. 第 一 类 具有 一 个 因 于 , 第 二 类 具有 
两 个 因子 ,… ἘΞ 并 考虑 到 ἀι--1, 那么 (2) 式 等 于 


1 1 
1 8 
"(1- ,之 -<k ΠΡ {εν Pi' pp; ( ) στης) ᾽ 


5 4.42 比较 , (8) φίω), 
. (ἆ) 
Pn) =n >2 二 一 


4.48 设 n 是正 整数 ,gi, 9s,…, gx ΚΕΝ ΤΥΡΙ ΠΚΕ ΙΕ 
整数 ,那么 满足 条 件 
0<k<n, gHh (ἱ--ἱ, 2, -.., Ν) 
的 整数 和 的 个 数 等 于 


πι τὺ σι 
.- Ἐν] η ση 
πε 1ο, 3, τν πὴ, ΡΑΕ 5 中 元 素 能 被 g.,(% 二 1 
2,…, 入 ) 整 除 的 性 质 ，4,= {E55|pi(wzw)}。 由 于 gq 两 两 互 素 ， 
μιν (ο) -- [41 .Α.ῃ:::Π Αι | ΞΕ Ε26 
Ο--ξ-π, φιφμ---ᾳ.|- 


ω ο ο αν ηηλ 
直接 推 得 , 满足 本 题 条 件 的 大 的 个 数 是 
五 nn N A) 

--Ἡ/ (0) -- 1 (1) 4-Η/ (2) -+(-D"W(N) 


_ ο.. _TNXI_ ἳὉ | 
(中 -| 
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1 7ὺ 
ΠΠ ΠῚ 
{ να | Ot | 1κές/«Νι 6141 


449 ἨἩπία “επι νΓ58Ρ ομθ πε δα} δα πχ τε νὰ 
数 , 试 计算 σα) 一 -σπ(ν %)。 

解 ” 设 gq1, 9s,…, gx 是 小 于 等 于 Vn 的 全 体 素数 。 我 们 
λε, 所 有 不 能 被 g1，92,…， gw 整除 的 数 £(2<h<n), 必定 是 
大 于 Mn , 而 小 于 等 于 w” 的 素数 。 这 是 因为 ; (四 除了 数 工 以 外 ， 
所 有 小 于 等 于 Vn 的 数 都 可 被 某 个 gi; 整除 。 (2) 所 有 大 于 ντ 
的 合 数 至 少 有 一 个 小 于 等 于 Mn 的 素 因 子 。 (8) 大 于 Vm 的 
素数 不 可 能 被 任何 一 个 % 整除 。 因 此 , 根据 上 题 的 结论 得 


η] Τὺ 
κο. 
μι Σι Qi | ο» σις! 


ο πηρα 


-Σμώ]Π]- 
最 后 一 步 留 给 读者 自己 说 明 。 
4.50 是 Mobius 反 演 函数 , 试 证 明 对 一 切 正 整数 m 
[1 当 m 一 工 
340-1, n>1 
证 当 % 一 1 时 显然 等 式 成 立 。 对 n>1 设 πι- ϱ έν 0Η”, 
Ἐξ τυ 的 素 因 子 分 解 式 。 令 nn*==pips…pr。 对 于 不 能 整除 n* 的 nn 
的 因子 4， 我 们 显然 可 以 汤 定 ΒΗΓ χρᾷ, ΠΠα.»1, ΕΒΙΠ 
μ(ώ) 一 0。 因 
2. μίώ)-- δ) μία) 


μπεκ. 
之 μ(ἆ) --μ(1)--µμ(ρι) 十 有 Da) + + ip) Εμ ί(ριρο) 


+ τμ, (20) τι μι) 


ο. ο 
CD 


--(1--1γ" 
--0 
4.61 (Mobius 反 演 定理 ) 设 f，g 是 以 正 整数 集 为 .定义 
域 值 域 的 函数 。 满 足 
Τα) δν g (9) 


σα) -- Ἑ) fn/0) po) 
证 由 了 (mw) 一 号 g(d) 可 知 ,对 的 每 一 个 因子 4 
f /09) -- Ἕν g(a) 


απ ἆ 


试 证 


于 是 
ριμ(ά)}(υ/4)--μίά) Σι (6) 


由 于 ἀά' 整除 几 对 固定 的 @,，d 了 到 痪 mw/d' 的 所 有 因子 。 因 此 
BD) Fn/d) --Ἑ) οἷά) Ὁ) μία) 

8 ΓΕΑΩΑ, Σ μίά)βετ π/ά'--1 π[Ππ 81, 其 它 情况 下 均 取 

ἜΗΙΗ, ΒΡ ἅ 一 n 时 Ὁ, μίώ) -1, 从 而 


gn) η μίά)} (α/) 
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内 容 提 要 


递 推 关系 几乎 在 所 有 和 芍 数学 分 文中 都 有 重要 应 用 。 在 组 合 
数学 中 , 利用 递 推 关系 求 出 计数 公式 , 是 求解 计数 问题 的 重要 方 
法 。 本 章 的 内 容 转 绕 着 递 推 关 系 展开 , 主要 有 以 下 两 个 方面 

1. 北 推 关系 式 的 建 江 及 求解 。 建 立 问 题 的 解 所 满足 的 递 
推 关 系 ， 主 要 是 通过 分 析 问 题 中 对 应 于 前 后 几 个 变 元 的 函数 值 
之 间 的 关系 得 出 , 无 固定 程式 可 循 , 具体 技巧 我 们 可 通过 题解 学 
习 。 求 解 递 推 关系 的 常用 方法 主要 有 : (1) 特征 根 法 ; (ὁ) 迭代 法 
和 归纳 法 ; (3) 生成 函数 法 (在 下 章 介 绍 )。 但 读者 应 该 清楚 ， 有 
很 多 递 推 关系 至 今 仍 未 能 研究 出 解法 。 

2， 高 级 计数 数 。 主 要 有 fibonacci 数 、 Qatalan 数 、”Stir- 
ling 数 和 Bell 数 。 它 们 都 是 在 计数 问题 中 经 常会 自然 出 现 的 
数列 和 数组 ， 我 们 介绍 它们 的 定义 、 适 用 的 数学 模型 和 某 些 性 
质 。 

δι 递 推 关 系 及 其 解法 

1. 给 定 一 个 数 的 序列 Η (0), Η (1), »'',, πώ, τν, 18 
Ἡ (απ) 和 菜 些 个 H() (0 -ςὸ--π) Μο... 叫做 一 个 
选 推 关 系 。 

2, 递 推 关系 

Η (π) +oH(nm—1)-gaH (nm2)++ oH (π-- ) --0 
nk 
称 为 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 。 其 中 (一 二 2, …, ἃ) 是 常 ， 


se2oDonw 


ὃν, αι 0ο 

方程 全 十 ww 十 Qagw* “十 … 十 GY 一 0 称 为 此 递 推 关 系 的 特 
征 方程 。 

9, 设 递 推 关系 式 Η (π) aH 人 一 二 十 十 不 五 人 一 从 一 
0 是 一 个 第 系数 线性 齐 次 递 推 关系 ， 其 备 征 方程 的 根 为 91，99， 
…, qx， 且 都 不 相同 。 则 

H(n)=61 0 十 Ca03 十 十 CO 
是 过 推 关 系 的 通 解 , 共 中 cG= 二 23，…， 人 是 任意 稼 数 。 

4. 设 递 推 关系 式 HG@ 二 aH (π--τ) }--:.--ακΗ(η-- ᾖ) 一 
0 是 一 个 第 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 , 其 特征 方程 的 根 为 91.， 6, 
… αι (κ), Ε. σι κε δι Ἐν (ὁ--1, 2, τος, 臣 , 则 其 通 解 为 

Η (π) = (οιι-Γδιρι-] δι ο) » οἳ 
十 《Ca 十 Co 十。 十 Cool "ης" Ἰ) » οᾱ 
十 。.。 
十 (Cn 十 Cam 十 "十 Cte,* m7)。g? 
其 中 σι; 19, “"“» Cie; C21, C22, “°°, 98 το σα, C12, “**, Cre 为 任 
意 和 常数 。 

δ. 若 递 推 关 系 HW 十 mrH (nl1)-…+ao Η(α--μ) = 
Τ(α), np, Τ(α) 0, ory#0， 且 .= 二 , 2, «.., ϐ) 都 是 常数 ， 
则 称 为 线性 第 系数 非 齐 次 递 推 关系 。 

党 系 数 线性 非 齐 次 递 推 关系 的 通 解 ， 等 于 它 对 应 的 齐 次 递 
推 关 系 的 通 解 加 上 非 齐 次 递 推 关系 的 特 解 。 

6. 非 并 次 递 推 关系 特 解 的 求法 

对 于 一 般 的 非 齐 次 项 了 (mn), 求 韭 齐 次 递 推 关 系 的 特 解 没有 
一 定 的 程式 可 循 ， 只 有 当 了 (mn) 是 某 些 特殊 形式 时 , 才 有 一 些 规 
范 的 求法 。 | 

(a) (απ t 次 多 项 式 时 , 其 特 解 也 是 同 次 的 多 项 
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式 。 可 以 设 特 解 为 
H*(n) = Pon:t+ Pm i++ PD 
其 中 Ρο, Ρι, -.', δι 是 待定 常数 。 
当 特 征 方程 有 mw 重 特征 根 二 时 , 可 以 设 特 解 为 
13 (πι) = (Poni-- Pm ?+t νι) «πι 
这 时 Po，Pi1,，…'，Pi 为 待定 常数 。 
(b) “ἡ Ρίο) Ξε ΑΒ” 的 形式 时 ， 
(Ὁ) 如 果 有 不 是 特征 方程 的 根 ， 可 以 设 特 解 为 H*(n) = 
PP.B"， 其 中 了 为 待定 常数 。 
Gi) 当 6 是 特征 方程 的 m 重 根 时 , 这 时 可 以 设 特 解 为 
H*(n) = (Pon™"+ Pm™ i++ P,)*B" 
其 中 Po， DP,…，Pw 为 待定 常数 。 
ο-ὁ 高 级 计数 数 
1 .满足 递 推 关 系 去 
人 (n>2) 
Fi=1, Fa=1 
的 数列 称 为 Fibponacei 序列 ,序列 中 的 数 称 为 809 38, 它 
是 兔子 问题 ( 见 题 Ὁ. 6) 的 解 。 
2. 满足 退 推 关系 式 
σα) --Ο(1) .σ(α--1) +0(2) :0%—2) -ε... 
| Ἡ-Οσ(-1)-Ο() n>2 
Ο(1) -ι 
的 数列 称 为 Qatalan 序列 ， 序列 中 的 数 称 为 Qatalan 数 , 它 是 
以 下 问题 的 解 。( 见 题 5.24) 
对 αι, Φα, ''', ο, 播 入 足够 多 的 括号 , 使 得 每 对 括号 中 恰 有 
两 个 因子 相 苹 , 问 有 多 少 种 插 法 ? (不 同 乘法 个 数 问题 )。 例如 
wivzvava 有 以 下 5 种 播 法; 
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((ωιω») (W324)), (wita) Tt3) 04), (αι (σεσφ))ν), 
(xx ( (Waa) a) ) ， οι (Φα (Wawa) ) ) 
注意 ον 间 的 次 序 不 允许 变更 ,有 
1 {1-2 
O(n) -Ἡ Μη 
[δος 9) --ϑι(υ--1, η---1)ηΗ-(α--1)θι(α--1, ϱ) 
Si(n, 0) =0, δι, 一 工 
的 数组 中 的 数 称 为 第 一 类 Stirling 数 。 它 是 以 下 展开 式 中 α' πα 
的 系数 (不 计算 正 负 号 , 见 题 8.4): 
Φφ-(Φ--1)«(ᾳ--2)-::.(α--τυ-1) 
δα (πι, Wo — Sn, τυ--1)α"-1η--..3- Κι (τυ, 0) 
4 和， 满足 递 推 关系 
{ 7)=Son—1, 7r—1)+rSn—i1, 7) 
/ δοίπ, 0) =0, δοίη, πι) =1 
的 数组 中 的 数 称 为 第 二 类 Stirling 数 。 它 是 以 下 问题 的 解 。( 见 
ΕΒ 5.29) .. 
划分 πι 个 元 素 的 集合 为 7? 个子 集 ( 没 有 空子 集 ), 求 方法 数 。 
δ. 定义 Bell 数 为 划分 % 个 元 素 的 集合 为 非 空 子 集 的 方法 
个 数 , 记 作 
Β,--δοία, 0) --δοίι, 1) -Εδοίπ, 2) + + San, τὴ 


题解 及 评注 
δι 解 下 列 递 推 关系 


Η (πι) --4 Η (τι-- 1) --4Η (π-- 2) n>2 
(a) ο” Π (1) --τ, 
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(Ὁ) πώ μμ. n>3, 
H(0) =0, H(D =1, H(2) =2, 
解 ” (a) 特征 方程 为 22 一 42 十 4 一 0。 解 得 妨 = 二 x9 一 3, 所 以 
Η (π) --(οι--6ρι)»2, ΑΡΗ. 


ιν 
(ci 十 6a) .2 一 工 
解 得 c1 一 0, os 一 二 。 所 以 有 
_ 1 α ὰ--1 
Η (ο) ---"π-2 την» 2 


(ϱ) 特征 方程 为 οὔ --ϱ}--89ς--ΏΘ--0 
解 得 zi 一 1 zs 一 3， σας --Ὁ, 所 以 有 
Η (η) --61---οᾱ-9'--σα”(--8)» 
代入 初 值得 
ct 十 62 十 0s 二 0 
Οι -ἰ- Όσο 一 36s 一 二 
C1 96a-+ 9cs=2 


rr 1 -- 
ΙΤ Ἔχτ(-9 


5ο 解 下 列 递 推 关 系 

Ἡ (α) = (α--9) Η (α--1) n>l, 
(ὁ) {ης 

Η(α) --Η (π--1) -nt3 n>l, 
{πο 
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解 
(a) 用 和 迭代 法 求解 
Ἡ (η) = nt+2).H (π-- 1) 
一 (pn 十 3) (τυ 1) Η (π-- 9) 


一 (十 2) (-ἰ-1) ---δ. Η (0) 
--(π-1-2) «(π-Γ1) «9.3 -- (π--9) Ε 
(Ὁ) Π() -Η(0) 一 1 十 3 一 2 一 1 十 3 


4. τπτ 1) 

-4(- Σ +3x1+2) 
H(2)=H()—2+3=4—2+3 

«x/ —2(1+2) 

-5( 一 二 -二 +3x2+2) 
Η(8) -- ΗΩ) --8--8--5--8--8 

-5 (= + 3x3+2) 
H(4)=H(3)—4+3=5—4+38 

/一 4(1+4) 

4 στον +3x4+2) 

我 们 可 以 猜想 出 一 般 的 公式 为 
Πω —— Lt +3xnt2 


下 面 我 们 将 用 归纳 法 证 明 以 上 猜想 是 正确 的 。 
显然 当 m%==1, 2, 3, 4 时 结论 成 立 。 
设 %=8& 时 绪论 成 立 , ΒΒ 


πῷ---δ5ΞΡ.-9κ}|-3 
当 ηι--ἷ--1 | 
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Η(-γ1)- Η() 一 人 个 十 十 -γδ 
— - ΘΕ) 82 (十 4) 1-8 
= — ο) ΣΤ g, (p41) +2 


结论 成 立 , 所 以 对 一 切 nENW 有 
πωώ-- ttnt2 


评注 “这 两 种 方法 在 解 递 推 关系 中 是 经 常 使 用 的 。 后 一 广 
法 是 和 完 根 据 侯 推 关系 得 出 前 儿 项 的 值 ， 然 后 由 这 些 值 之 间 有 所 具 
有 的 规律 狂想 出 一 个 一 般 的 公式 ， 最 后 用 归纳 法 证 明 猜 想 的 正 
硝 狂 。 寿 所 得 的 规律 很 明显 , 也 可 不 作 归 纳 证 明 。 
5.3 解 下 列 递 推 关系 
| ΗΝ ΠΡΙ 
H(0) =0 
解 、 先 利用 递 推 关系 反复 进行 送 代 
Hn)=H%—1)+m 
= Ἠ(ε--2) + nm—1) + 


-Η (0) 十 下 十 28 十 ,十 (一 二 2 十 om 
一 1 二 23 十 .十 (92 一 二 3 十 m8 
观 家 到 有 (0) --6--05 
H(D)=1=1= (1+0)? 
HO)=1+2~0~= (0--1-1-9γ5 
Η (9) 1 ΓΑ" ο =36= (0 1139)” 


一 租 我 们 可 以 狂想 出 
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Η (πι) -- (0 --- 1 --2-- ο. σι) 3 
(ο 9) = απ) 


下 面 用 归纳 法 证 之 。 
显然 % 一 0, 1, 3, 3 时 结论 为 真 。 
2 2 
ΒΒ σα πο -全 所 十 my- 成 立 。 
75 18 πι-ἰ- 1. ΒΗ 
Η (5-11) -- Η (πὸ -- (51-15 


ΙΙ)” (ο 1) nt) 
4 4 


十 (πι 1)ὃ -- 
结论 成 立 , 故 对 一 切 nEN 有 


2 2 
Η (απ) - 1, αν n) 


评注 此 方法 是 先 用 递 推 关系 式 反 复 进行 迭代 ， 从 而 得 到 
一 个 级 数 和 的 形式 再 对 此 和 和 式 估 计 出 一 个 公式 , 最 后 用 归纳 法 
证 明 公 式 的 正确 性 。 这 也 是 求解 递 推 关系 常用 的 方法 。 
δα 解 下 列 递 推 关系 
ο -- =3n n>2, 
H(0) --0.. Η(} --1 
[Π(ὸ -ΒΗ͂ζε--1) -ΕΘΗ (η--) --43.4» 559 
{HO =0, ΠΩ}--1, 
Ὁ [ΠΩΣ _5H (απ--1)-εθΗ(α--9) --3-9» n>2 
| H(0)=0, H()=1, 
解 (α) 特征 方程 为 2” 二 5w 十 6 二 0, 解 得 m1= 一 2, za 一 一 3， 


2 


2 


1’ (1) --οιί --2)"--οαί --) 3 
设 其 特 解 为 4 (πι) = Pm -Pont Pa 
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其 中 Po,， Ρι, Ρο 为 待定 常数 , 以 此 代入 递 推 关系 得 
(Pon?-t Pint+ Po) +5[Po(n— 1)?+ Pi(n—1) + Ρο] 
+6[Po(n—2)2+ Pi(n—2) + Ρε] =8n? 
回 理 后 得 
12Ρργ-ἠ-(--84ΡῬΡϱ--12ΡῬῃ)η-1-(29Ρρ--1ϊΐ Ρι- 12092) -- 82 
等 式 两 边 比 较 系 数 后 得 
12Po=3 
34P,—12P,=0 
29Po—17P: t+ 12Ps=0 


解 得 Ρο--1. Ρι----. Ρο 115 所 以 


Hm) -- Η΄ (4) + H*(n) 


-οι(-)΄-- σα(--8)" .- -ᾱ- πἳ --ᾱ 


24 288 
61 十 Gs 十 το --0 
代入 初 值得 
--26ι 一 3cs 十 一 1 十 二 一 . -- ω --1 
4 24 288 


解 得 6 一 一 也 ,cas 一。 所 以 有 
Η(ω -----ο- (Αλσος (--θληη-ἆ πλ. στα εσας 
(ο) 竺 征 方程 为 zx --- 解 得 οιτ---ᾱ, αο----ᾱ, 
因为 和 不 是 特征 方程 的 根 ， 所 以 可 以 设 特 解 H*(w) --Ρ-4', Ὁ) 
此 代入 化 推 关系 得 
P+5P. 4 146P.4 242. 


42P=42.16, .'. P=16 
由 此 Ητ(α) ==16. 和 4， 从 而 通 解 为 
H(n) --οι. (—2)"+6a( —3)"+16.4 
人 
一 2c 一 3c3 十 64 一 芋 
解 得 οι-- --111, es 一 956。 所 以 有 
Hl(n)=—1ii.(—2)"*--95(—3)*+16.4" 

(ο) 特征 方程 为 2 一 Bw 十 6=0, 318 οι--ὂ, αὐ--8, 因为 
2 是 特征 方程 的 根 , 故 设 其 特 解 为 "(mw) = (Pm 十 Ps)，2", 以 此 
代入 化 推 关 系 得 

(Pn+ Ρ.)«21--δΓΡι(π--1) ἠ- Ρο] «δα 
+6[Pi(n—2) + Ρο] .2"-3 一 3.2" 

整理 后 得 -2Ρι--12, Ρι---6,ς Ρ, 可 取 任 意 值 ， 现 取 fs=0, 
所 以 瑟 *(n) = 一 6n.2”。 从 而 通 解 为 
H(n) --οι»2"--01-8"--Θῃ»2" 

ΜΗΝ 

261 --- 900 --12--1 
解 得 ct 一 一 13，03 一 13。 所 以 有 
万 (m) -.--19»2"-|-185-8"--6ῃ»2" 

评注 通过 以 上 各 题 ， 读 者 可 以 看 到 利用 特征 方程 解 线 性 
韦 推 大 系 的 一 般 方法 。 

5.5 解 下 列 递 推 关系 

(a) { 321, 


代入 祈 值 得 


代入 初 值得 


Qo = 2: 
Γ αρ (rm—1) or 1=2 221, 


b) | 
( ΄ ἄρ = 258: 


ο 609 5. 


ανν 1-5] ϱ31, 
(ο) δα 
解 
(a) 令 2=w， 递 推 关系 变 成 
0 一 20 1 
κ 


解 得 六 =5.2 一 二 所 以 ww 一 /5.27 一 1。 
(0) Φὄν--γ-α,, 弟 推 关系 变 成 
br + bri1= 2 
tw- 


ο 所 以 有 


αλλα r>1 
ὦρ = 273 

(ο) 令 b=a/7?!1， 递 推 关系 变 成 

πα. / 951 
δρ 2 

解 得 5; 二 ?十 2， 从 而 αν] (7 十 2)。 

评注 通过 本 题 可 以 看 到 ， 对 于 茶 些 特殊 的 非 线 性 递 推 关 
系 , 我 们 可 以 通过 适当 的 变换 ,把 它 变 成 线性 递 推 关 系 来 解 。 

5.6 人 兔子 问题 (Fibonaooi) | 

在 一 年 开始 之 际 买 来 一 对 新 免 放 入 围栏 中 ， 每 月 每 对 中 的 
母 免 生 出 一 对 新 的 性 别 不 同 的 兔子 ， 满 二 个 月 后 的 每 对 新 免 每 
月 也 生出 一 对 兔子, 问 一 年 以 后 围栏 中 有 多 少 对 人 兔子? 

解 ” 设 第 ”个 月 初时 围栏 中 的 兔子 有 Ρ, 对 。 我 们 可 以 把 
Θα 分 成 两 部 分 ， 一 部 份 是 第 ”-- 工 个 月 初时 已 经 在 围栏 中 的 免 
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子 , 有 δι 对; 另 一 部 份 是 第 % 个 月 初出 生 的 小 免 ， 有 了 ws 对 
(因为 第 ww 一 2 个 月 初 在 围栏 中 的 金子 到 第 "个 月 初时 ， ΒΕ ΧΙ σε 
子 都 能 生 一 对 小 兔 )。 于 是 得 关系 式 

F,=F, 11560 (n>3) (κ) 


显然 有 δι-1, Γρ 1ο 现在 是 求 fis， 我 们 可 以 根据 (*) 式 及 
ἘΠ ΗΒ Ρι--[ο-:1 111, 最 后 求 出 as=233， 即 一 年 
后 围栏 中 有 人 饮 子 233 对 。 

因为 (*) 式 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 , 所 以 也 可 以 用 求 特 
ΗΝΗ 


fn τει (HY) (5) n=0, 1, 2, ... 


以 % 一 13 代入 也 可 以 算得 Fs 一 233。 

评注 上 边 已 指出 ， 这 里 的 了 , 称 为 第 % 个 斐 波 那 淆 
(Fibonaooi) 数 ,它们 很 少 真正 用 来 表达 兔子 的 繁殖 规律 (因为 
不 可 能 有 永远 不 死 的 兔子 ), 这 只 不 过 是 一 种 数学 模型 的 形象 表 
达 ， 它 们 在 数学 上 十 分 重要 ,许多 计数 问题 都 会 归结 为 求 
Hiponacei 数 。 

5.7 设 世 ,表示 第 nw 个 三 bonacoi 数 , 证 明 下 列 各 恒等式 。 

(a) Fy Fst Fm Pra—!l; 

(ο) ἕνα τν απ on 

(ο) Fsi Fst Αν 5 

ο ΡΕ ο. 


(6) Pat Pot Pott Fo (Psa—l); 


(3) ΠΡ ΑΡΑ Fea Fett Fa, 41° Fan= Fa 
(g) τι. Τη -- nmi)Fat mn—2) Fst δν ια bh, 
-- Fra -(π-|-9) ο 
R11 


(8) 的 ΚΡ 1 EF, 
Fi=Fs—F, 


FP,= ΑΡ ΜΗ 
把 这 些 等 式 相 加 得 
Απ. ΤΑ 
(2) 由 ,一 了 si 十 Pss 得 Pi 一 ,一 PF,_s， 利 用 Pi= 
了 ,==1 仿照 (&) 的 证 法 而 得 。 
(ο) 由 (a) 一 (pb), 即 得 (6)。 
(ἆ) 由 (b) 一 (0), 利用 了 amri 一 了 m1 十 了 Pam， 即 可 得 证 。 
(9) 由 (8) 得 
ΗΕ ΣΕ ΣΑ ο Fo, 
—2(Fs+ Pet*+ Fs,) 


所 以 Fst Pot e+ Pen=T (Ponsa—1) 


(f) 定义 Bo=0, 并 注意 到 了 = 了 十 Fo 可 得 
δουν ο” Pon it Fo 1° Fn 
=F 2 (Fan— ο 9) i (Fos— οι ο)» Εμ 
= Pi,— P32,» (n>1) 
因此 有 forFfitFi* Fs=F2—F 
FarFetFa P= ΕΣ --- 15 
Lo 十 一 
将 上 述 各 式 相 加 并 应 用 Ἔο--0 即 得 
ΡΕ ο. Pst ος Po = ΡῈ 
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(5) 对 ?进行 归纳 证 明 即 得 。 
评注 通过 本 题 和 和 下面 的 几 题 可 以 看 出 ，Fibonacoi 数 具 
有 许多 奇妙 的 性 质 。 
5.8 证 明 5Η Fibonaooi 数 ( 即 δει, 5=0,1，2,…) 
是 5 的 倍数 。 
证 对 6 进行 归纳 
k=0 时 ， Επι Ἔο-- 0 Ἐὲ 6 的 倍数 。 
设 上 有 一 1 时 结论 成 立 , 即 σα ου 是 5 的 倍数 。 则 当时 ， 
Bsr= Fsr_1t Fsr_s 
— Fsr_a πο Τα μα 
—3F5r-s+2h rs 
~—OFs5s_4t+3F ss 
σοι οὗ Ὁ 
58Za-* 是 5 的 倍数 ,由 归纳 假设 Ἔτα υ 是 5 的 倍数 ， 所 以 Fsp 
是 5 的 倍数 。 
故 对 一 切 8EN, Fs 是 5 的 倍数 。 
6.8 证 明了 Fim 一 了 me 了 sri 十 了 mi" 了 ,， 由 此 而 证 明 Fi 是 
,的 倍数 。 
证 固定 % 用 第 二 归纳 原理 对 mm 进行 归 纳 即 可 证 得 
Hm = Fr Pritt Pn, 
利用 上 式 并 用 第 一 归纳 原理 对 a 进行 归纳 即 可 证 得 Fo 是 
4 的 倍数 。 
5.10 证 明 
(a) Pn_it Pri= οι 
(b) Prri— Έτ ιτ Ἔοις 
证 (α) 利用 上 题 的 Επ η νι ια. 了, ΠΒ 
Fon i= Ftd τς Fs αν PF i= Pit Fi 
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(ο) 类 似 (@)， 
ιν. 
-- (6-.µ- δ.) πα... (Prnri— νι) 
一 7 一 13 
5.11 证 明 Εν νι να. Ps=Fonio 
证 ”由 上 题 的 (a) 知 
有 2 一 下 十 天 一 太一 万 1) 1-53 
= ΡΜ (Fs,— Pi) 
= fF ,Fr πα δίῃ 9 
5.12 证 明 本 十 万 2344 一 下 3 1 一 万 


证 出 题 5.9 知 
8 一 一 二 (κ) 
又 由 题 5.10 3 


Fo απ η it+P? 
{pe pe ps. 
以 此 趟 代入 (*) 式 得 
Fass= (Firi— Pri): Foti (Fi tt Fi):F, 
ο Pai Parr tt Fs PtP 
ο Pari (Pat Fi) + Fp,t+F 
— Pin— ΡΤ ΙΕ 


--1 一 2 
.13 证 了 明 ο. 六 (> ο. 


、 [η n—1 nn—2 πι ---ᾖ 
α ακνω-(ε) ζην ϱ) 
αν αν ο ;)-ο 所 以 上 式 能 写 
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90) a }’”σ( 


下 面 将 证 明 对 所 有 的 π220 有 FP 了,+i1 一 g(m)。 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 将 证 明 Ἔ,-- ο(θ), Εεσ(1), 258. 
gw 满足 递 推 关系 式 
gn) --ϑ(ο--1) --οία-- 2) 


首先 ， ο) -{ϱ}-1-5» «Ώ-(ρ)-1-».. 


再 对 522;  Ῥάβοα] 公式 得 
θ(--1)--Φ(ι--2) 


-CT 
νιν -Ὁ 
ο. ο.) 

να) ρω) 


οσο 

十 十 + 二 人 ,+1 

0 1 2 

评注 “从 这 题 我 们 看 到 Fibonacci 数 同 二 项 式 系 效 之 间 有 
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看 密切 的 关系 。 这 不 是 仅 有 的 现象 , 本章 中 所 有 高 级 计数 数 披 
此 间 都 存在 着 一 定 的 联系 。 

5.14 (a) 证 明 每 一 个 正 整 数 可 以 写成 不 同 的 斐 流 那 自 数 
μη ΤΗ 

(pb) 证 明 如 果 我 们 禁用 任何 一 个 Fibonacei 数 ， 那 么 我 们 
仍然 可 以 将 正 整 数 %% 表 达成 其 它 的 不 同 的 Tiponaoei 数 的 和 。 

证 ”为 方便 叙述 ， 假 定 %* 的 表达 式 中 不 同 的 Tibonacei 数 
已 按 足 标 从 小 到 大 排序 。 

现 介绍 两 种 操作 。 

A 操作 ” 备 % 的 表达 式 中 含有 由 相继 人 ibonacoi 数组 成 的 
一 段 ,好 

ο ο ΑΜ Fst Pat Pt 

而 陈 中 不 售 了 jxi3， 则 我 们 可 以 

用 δ, Pj;1 

用 νι Ρ; 2, Ενα 
如 果 这 一 段 合 有 奇数 个 项 ， 那 末 用 了 irs 代替 Ένα, Είμι 后 结 
束 ; 如 果 这 人 一段 含有 偶数 个 项 ,， 那 末 用 Ρο ΟΣ Frit， 了 Fi 后 结 
束 。 我 们 把 这 样 的 代 换 称 为 A 操作 , 经 A 操作 后 , % 仍 表达 成 
不同 的 上 ipbonacei 数 之 和 和， 但 和 式 中 已 不 含 卫 ， 和 Firi 或 仅 不 
Ὦ Pirio 

B 操作 车 % 的 表达 式 中 含有 由 相间 Fibonacoi 数组 成 
的 一 段 , 即 

N= ΑΟ ο Fjt+.: 

而 式 中 不 存在 ZYjti， 也 不 存在 了 了 ii 和 也 a， 或 者 不 存在 Τι 
但 存在 Εν, 我 们 可 以 分 情 涡 处 理 。 

(1). 式 中 不 存在 iri 但 存在 了 ;i 时, 我们 可 以 
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用 ἕνιι ΤῊΣ Ρι, δι} 

用 Ρο 代替 Ρεμ, ῬΑ 

Β Ενω δ}, δῚ 

(2) 式 中 不 存在 δι 也 不 存在 了 1 和 了 了 is 时, 我们 可 以 

用 δι, δι. ΠΑΡ Fi(s=2 时 仍 用 bi 代替 δ ϱ) 

用 an δει 代替 bra 

用 了 δρ 1Ν Θ; 
我 们 把 这 样 的 蔡 换 称 为 B 操作 。 经 过 B 操作 后 ，n 仍 表达 成 不 
同 的 Eipbonaeei 数 之 和 ,但 fF; 已 在 和 式 中 消失 。 

(8) 对 % 作 归纳 

n 一 ] 时 , i 二 7j， 结论 成 立 。 

ι--2β], 2 二 了 i 十 了 了 9， 绪论 成 并 。 

δὲ τι:»42 时 结论 成 立即 % 可 写成 不 同 的 Fibonacoi 数 之 
ἯΙ, 现 证 ww 十 1 也 成 立 。 

若 % 的 表达 式 中 不 含 i 或 了 2，， 则 在 %w 的 表达 式 中 加 入 所 
τό 了 1( 或 Ρα), 便 得 mw 十 1 的 表达 式 。 

若 % 的 表达 式 中 含有 Fi 和 as， 我 们 对 由 相继 项 组 成 的 
4 十 2 十 … 十 五 这 一 段 进行 人 操作 ， 可 得 出 不 侣 Za 或 as 的 
νι 表达 式 , 再 加 上 所 缺 的 了 i( 或 了 3), 便 得 出 nn 二 1 的 表达 式 。 

根据 归纳 原理 ， 所 以 对 一 切 正 整 数 名 均 可 表达 成 不 同 的 
Fiponacoi 数 之 利 。 | 

(bp)” 设 已 表示 成 不 同 的 Fibonacoi 数 之 和 , 且 禁 用 的 了 
在 和 式 中 , 现 要 证 明 不 用 了 ,mn 仍 能 表示 成 不 同 的 Fibonaeei 数 
之 和 。 

ὅρα, 了 -3 不 含 在 和 式 中 ， 则 用 Za ο {ο Ρ; ΒΒ 
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达 目 的 。 

石 不 然 , 有 两 种 可 能 . 

(Ὁ) ;i 存在。 我 们 可 对 由 相继 组 成 的 了 ;1 十 下 ;十 … 十 
δ. 这 一 段 进行 A 操作 ,使 Fj 项 消失 。 - 

(2) ii 不 存在 但 了 -sa 存在 ， 此 时 又 分 两 种 情况 。 (4) 
Ῥμι 存在。 我 们 可 对 由 相继 项 组 成 的 了 了 ;十 Pipi 十 … 十 了 Px 这 一 
段 进行 A 操作 , 若 这 一 段 由 偶数 组 成 ， 则 操作 后 ;可 消失 , 否 
则 可 使 Erri 消失 ,然后 按 ( 动 处 理 。 (让 了 jri 不 存在 。 我们 可 
对 由 相间 项 组 成 的 也 十 tra 十 … 十;-s 十 了 ;一段 进行 ΒΕ, 
操作 后 和 式 中 ΖΡ, 已 不 存在 。 

所 有 情况 都 已 讨论 , 所 以 (b) 部 分 得 证 。 

6.15 Fibonacei 数 的 个 位 数字 形成 一 个 序列 , 写 出 该 序列 
并 证 明 该 序列 60 项 以 后 重复 。 

解 ” 设 第 ?个 Fiponacei 数 的 个 位 数 是 ww， 显然 α.Ε{0, 
1.2, 8,4, ὅδ, θ, ἵΤ, 8, 9), 所 以 1έῃ--.Κυ(τποῖ 10), πῃ 

ὄ Εν 1.6 ϱ. 
所 以 ws 二 ww-1 十 10Un_2( 十 10 表示 模 410 加 法 ), 把 wo, ἀι, -.., ορ) 
121813 
1 1 2 ὃ 56 8 


3 7 7 2 2 2 7 


3, 1, 4, 5, 9, 4, 3, 7, 0, 7, 7, 4, 1, 65, 
6, 1, 7, 8, δ, 3, 8, 1, 9, 0, 9, 9, 8, 7, δ, 2, 7, 9, 6, δ, 
1.6, 7, 3, 0, 3, 3, 6, 9, B, 4, 9, 8, 2, δ. 7, 2, 9, 1,0 

可 得 出 wer=1=wi, Wes = 1 = uy, 由 北 推 关系 Un --- Un_1-F 10Un2 Ἠ, 

序列 的 后 继 部 分 必 将 重复 以 上 各 数 。 

5.16 考虑 一 个 1xwn 的 棋盘 , 假定 我 们 给 棋盘 的 每 一 方块 

染 上 红 或 蓝 色 之 一 , 对 m% = 二 2, 8, … 设 σ(η) 表示 没有 两 块 染 

红色 的 方 决 邻接 的 这 样 染色 方式 的 个 数 。 找 出 并 证 实 g(n) 所 

满足 的 递 推 关系 , 然后 求 出 gm) 的 公式 。 


ο:18 


2 


图 5.1 

解 1xwn 棋盘 如 图 5.1 所 示 。 

对 于 + 的 染色 有 下 面 二 种 可 能 ，(1)1 染 上 红色 , 这 时 3 只 
能 染 蓝 色 , 余下 的 是 1x (n 一 2) 棋 盘 , 它 所 满足 条 件 的 染色 万 式 
的 个 数 为 gn 一 2) 。 (2) 1 染 上 蓝 色 , 这 时 剩 下 的 是 工 X (m 一 1) 
棋盘 ， 它 所 满足 条 件 的 不 同 的 染色 方式 数 为 glm 一 1)。 由 加 法 
原理 得 


ο(α) =gn—1) -+g(n—2) 
显然 g(1) 一 2，g(2) =3。 因为 g(D =Fs, 9g(2)=Fs, 有 9 (n) 
和 各 ,满足 同样 的 递 推 关系 ,所 以 有 9(m) 一 了 ,i2。 而 


ον 
ΠΗ ϱω- οσο) (πλ) 


δ.17 {ἱ, 9, 8, --., π} 的 一 个 子 集 称 为 交规 的 ,如 果 我 们 
按 上 升 次 序列 出 它 的 元 素 时 , 它们 是 奇 . 偶 . 奇 . 偶 ……。 例 如 {1， 
4, τ, 8} 和 {8, 4, 11} 都 是 交替 的 。 空 集 也 算 作 是 交替 的 ， 但 
{9, 8, 4, δ) 就 不 是 ， 因 为 它 开始 是 一 个 偶数 。 令 (η) 表示 交 
奉子 集 的 数量 。 证 明 

f=fm—1)+fn—2) 

利用 这 一 点 证 明 f (n) = 了 了 ,ts 

证 显然 (1) =2, 它 的 交替 子 集 为 {1}, 名 。f(2) =3, 它 
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的 交替 子 集 为 ο, {1}, {1, 2}。 

{1, 9, 8, ..., in} 的 所 有 子 集 可 以 分 为 两 部 份 ， 一 部 份 为 
{1, 9, 8, …, mn 一 1} 的 所 有 子 集 ， 另 一 部 份 是 由 {1, 2, 8, ..., 
n 一 1} 的 每 一 个 子 集中 加 进 元 素 τι 以 后 所 得 到 的 子 集 。( 例 如 车 
n 一 4， 则 {1, 2, 8, 4} 的 所 有 子 集 为 @，{1}, {2}, {3}, {1, 分 ， 
(9, 8), {1, 8), {1, 2, 8}, {4}, {1, Δ), {2, 4), {8, 4}, {1, 
2, 4), {3,8,4], {1, 8, 41, {1, 2, 8, 分 。 前 面 8 个子 集 是 
α, 9, 8) 的 所 有 子 集 ， 而 后 面 的 8 个 子 集 是 前 面 的 8 个 子 集 
中 加 进 元 素 4 以 后 得 到 的 子 集 )。 第 一 部 份 的 交替 子 集 数 为 
fm 一 1), 第 二 部 份 中 的 交 蔡 子 集 正好 间 位 , 2,…, nm 一 2} 的 交 
符 子 集 是 对 应 的 。( 例 如 {1, 分 的 交替 子 集 是 σ, {1}, {4, 3], 
Έσώ {1, 2, 8, 4} 的 后 8 个 子 集中 的 交替 子 集 {8, 4}, {Ι, 
4), {1, 3, 3, 分 ) 。 所 以 第 二 部 份 中 的 交替 子 集 数 为 (mn 一 2)。 
由 加 法 原理 得 

Γ (η) =f mn—1) 十 Fn 一 分 

同 前 题 一 样 , 我 们 可 得 fn) = 了 ,ts。 

5.18 解 方 程 f(w) --0 的 试 位 法 是 这 样 的 ， 首 先 给 出 两 个 
近似 解 zo 和 οι, 并 且 由 公式 

pn (ων) τῶν] (Vn_1) 
. f (wn) —f ως -τ) 

逐次 得 到 更 好 的 近似 解 mw，za，…。 证 明 如 果 我 们 开始 有 函数 


(4) 一 9， 以 及 初 值 so 一 1 和 mm 一 却 , 那么 ,我 们 得 到 


.. 
ΝΌΡΕΣ; 


Wn 一 


、 、 _ ὧν 1] (ῶν) — ne f (tn_1) ρὴ = 3 
让 因为 nfl Τῶν —f (wa) Η. Τί ) 
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2 2 
,二 dn ο ον τ nn nn δ 9 
‘yy ph ee | 


0. 4 一 0 9 Wn Ti Wn—s 
Tn_4 tT Tn_2 -- 1 十 1 
ση ni" ὂ 8 7η. Ἰ dn— 2 
、 1 ， 1 
ο ο Οτο. 
ή , 1 
τ =1, ΤΟ -二 -于 -2 而 Fobinacci 数 满 眉 FF ,二 上 ,1 
2 
二 了,s， 且 Vo=0, Fi 一 4， 同上 两 题 一 样 ， 我 们 可 得 了 (mw) 


1 
一 -2 ΠΠ «οι κ 3 


5.19 有 中 级 合 阶 , 某 人 从 下 向 上 走 , 大 每 次 只 能 加 一 级 或 
两 线 , 问 他 从 地 面 走 到 第 nn 级 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 

解 ” 设 按 由 种 方式 走 % 级 人 台阶 的 方法 数 为 h(w) 种 。 寿 第 
一 次 走 一 级 , 则 余下 的 n 一 1 级 有 h(n 一 1) 种 走 法 。 车 第 一 次 走 
二 级 , 则 余下 的 m%~2 级 有 h(n 一 2) 种 走 法 。 由 加 法 原理 得 

Τι (πο) =h(n—1)+h(n om 2) 

显然 有 h(i) 一 1, 3) 一 3。 

因为 Ribonacci 数 下 ,一 万， :十 五 Εἰ. Fi1==1,， 7s 一 1， 所 
以 有 h(n) 一 人 at | 

5.90 “有 多 少 个 长 度 为 m 的 0 与 工 的 串 , 在 这 些 串 中 , 既 不 

Π.Ε 010, 44185 9 ΗΒ 1019 例如 ,对 于 n=4, 有 1 个 这 
ΜΡ 


0000 1111 
0091 1110 
0011 1100 
οἳ10 1001 
0111 1000 


ΦΞΖΖΟῚ 


解 ” 设 长 度 为 % 而 满足 条 件 的 串 有 了 Ww) 个 , 它们 可 分 成 两 

1) 最 后 两 位 相同 。 此 种 串 可 由 长 为 % 一 1 而 满足 条 件 的 
Βα 加 与 % 末 位 相同 的 数字 构成 ， 例 如 : 001->0011, 此 种 串 共 
有 fn 一 个。 

(2) 最 后 两 位 不 同 。 此 种 串 可 由 长 为 wn 一 2 的 满足 条 件 的 
串 4， 加 与 @ 末 位 先 同 而 后 异 的 两 个 数字 构成 , 例如 : 01 一 0110， 
此 种 串 共 有 了 (n 一 2) 个 。 二 是 我 们 有 

fm =f nn—1)+fn—2) 

显然 有 了 (1) -2, f(2) 一 4。 解 得 

f(n) Sty (525) .5 δ (15) 


0.21 (4) 设 f(n, ϱ) 是 从 集合 {1, 2,…, nn} 中 能 够 选择 


的 没有 两 个 连续 整数 的 4 元素 子 集 的 数目 ， 试 建立 它 满足 的 递 
推 关系 。 
. 


(Cb) 应 用 (a) 证 明了 (mw 大 -{ 


(ο) 应 用 (证 明 {1, 2, 3,…, πῃ 的 子 集 总 数 是 Ρίτα, 而 
这 些 子 集中 不 包含 两 个 连续 整数 。 

解 。 (a) 对 元 素 % 来 说 , 不 外 乎 两 种 情况 ，(1) τ 被 选 进 某 
ΕΠ ΕΤΕ. (2) 没有 选 进 任 一 元 素 子 集 。 ΡΒ, ΜΙ 
n 一 1 训 不 能 选 进 这 一 元 素 子 集 ， 故 其 余 的 8 一 个 元 案 得 从 
{1, 2,，3,…,n 一 2} 中 去 选取 , 所 以 有 了 (mn 一 2, £ 一 1) 种 选 法 。 若 
是 (2), 元 素 子 集中 的 个 数 可 以 | 从 {1, 2,…, nm 一 1 中 去 选 
取 , 故 有 了 (mn 一 1,〖) 种 选 法 。 由 加 法 原理 得 

fn, ;) --γ(ε--2, ᾱ--1) ἠ-γ(ο--1, ) 
(Ὁ) 利用 (4) 中 的 递 推 关 系 式 对 m 进行 归纳 证 明 。 
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我 们 规定 (6, 0) 一 1, f(0, ϱ) --θ(ῴσθ)ο 
显然 有 f(1, 0) 5-1, ΤΩ, 1)=1。 
当 nw 二 2 时 ， 
f (2, ἃ) --}9, hp—1)+f (1, 8) 
这 时 当 《=0 时 ， | 
ΤΩ, 0) --Ρ(0, -1) -}ωΩ, 0)=0+1=1 
εί 8 一 工时 ， 
ΤΩ, 1)=f(0, 0)+f(1, 1)=1+1=2 


n—k+l1 


᾽ 
2--0--1 
--. 
0 


当 = 时 ， 
ων... 
1 1 
所 以 有 
2 一 上 十 芋 
ΤΩ, ἔν) - α ) 


设 当 小 于 nn 时 结论 成 立 , 即 对 k<n 一 1 有 
ι--ᾱ --ᾱ-ι-1 n—E 
πο 
fn-2— 1) αλ /η-ξ 
κ.α. 5 p—1 ο. 
则 当 ”时 ， 


Αα. 


πια - Ὥπς τν 有 
多 一 此 十 工 
jn Ὁ -{ ΙΝ 
(ο) {1, 2, n} 的 没有 两 个 连续 整数 出 现 的 子 集 的 总 数 


η 1/ 多 一 六 十 工 m1 n 
ΣΧ. } ο π(ο]» 
("τ λος τος Εμμ 5.13)， 所 以 有 


1 2 
ο /ῃ-- 1 
5 =P 
=0 ᾧ 


评注 ”我们 可 以 从 才 一 角度 来 给 出 (bb 的 证 明 。 
因为 1(m, 全 是 {1, 2, .', πὶ 的 没有 两 个 连续 整数 的 元 
系 本 集 的 数目 。 20141, 2, τν, "} 中 任 取 名 个 不 相 邻 元 素 构 
成 组 合 αι, αα, '', ὧν, 我 们 总 可 以 假设 αι «ασ... ία, 从 它 
们 分 别 减 去 0, 1, 2, ο, 一 1 得 到 数列 di，aa 一 二 αἲ--2, ---, 
一 (一 1)。 因为 诛 组 合 不 取 相 邻 元 素 ， 故 数列 @1 ,4s,，…， ἄν 
的 每 后 一 项 至 少 比 前 一 项 多 2， 故 数列 ct，oa 一 1，ae 一 2，…， 
Qj 一 (6 一 二 也 是 严格 递增 的 , 且 
Tc， [gr—(%—1)]<n—b+t+1 
所 以 所 求 组 合 数 为 从 1 至 mn 一 5 十 1 的 nw 一 十 i 个 数 中 任 取 个 
n—k+l1 | %% ---ϱ }- 1 
的 组 合 数 { ΣΣ -(" 
2h, 则 符合 条 件 的 组 合 数 不 存 在 。 
δ.62 今 g(n,) 是 从 排 成 一 个 六 圈 的 % 个 对 象 中 选取 
个 对 和 象 , 使 其 中 没有 二 个 是 相 邻 的 方法 数 。 
(a) 证 明 g(n, 8) = 二 fw 一 1 κ) -Ρ(ι--8, 7 一 已 ( 即 上 题 的 


). εις 


让。 


» 6224. ο 


一 用 
ϱ) 证 明 g(w, 及 ~” 小 


证 (4) 本 题 除 要 考虑 第 工 个 对 象 与 第 % 个 对 象 是 相 邻 的 
以 外 , 其 推导 方法 与 上 题 的 (a) 相同。 

(Ὁ) 只 须 将 上 题 (Ὁ) 中 的 结论 代入 本 题 中 的 (a) 即 可 得 到 
结果 。 

5.23 (a) 设 f,(m, κ) 是 能 够 从 集合 {31, 2，3,，…，% 中 
选 出 的 , 两 两 之 差 均 大 于 7 的 元素 子 集 的 数 日, 试 建 立 它 满足 
的 递 推 关 系 。 

nC— E+ 


(ο) 证 明 }ε(α, Ὁ -{ ; 


解 (Ὁ) 对 元 素来 说 ， 不 外 平 两 种 情况 ，( 了 Dn 被 选 进 某 
个 元 素 子 集 。 (2)n 没有 先进 任 一 元 素 子 集 。 若 是 (了 )， 风 
nn 一 1，n 一 2，…， nn 一” 均 不 能 选 进 这 一 万 元 素 子 集 ， 故 其 余 的 
b 一 1 个 元 素 得 从 Π, 3, 3, …, n 一 + 一 1} 中 去 选取 , 有 fn 一 ” 
-1, %b 一 1) 种 选 法 。 对 于 (2)，% 元 索 子 集中 的 个 数 可 以 从 
{L 3, 8, -'., mn 一 人 中 去 选取 , 有 fn 一 1 有 种 选 法 。 由 加 法 原 
理 得 


) πι ΙΡ (7-}- 1) ο 


;είο, ἃ) -Ρεζο--σ-1, -Ὁ--}.(ι--1, 1) 

(ο) ΤΕΙ, 2，… wj} 中 任 取 个 两 两 之 差 超过 7 的 数 构成 
ΗΒ αι, α», -'», ἄν, 不 妨 设 αι σας::«α, 显然 数列 中 每 后 一 
项 比 前 一 项 至 少 多 十 1。 在 原 数 列 上 分 别 减 去 0，7，27，…， 
(86 一 1) 得 数列 αι, α»--σ, αἲ--21, ''', αν-- (0 -- 11 是 一 严格 
递增 的 ， αἰ5;1, ἄν να υπ στ (Ίο 所 以 所 求 组 合 数 是 从 
名 一 人 (有 一 二 个 不 同 的 数 中 选取 大 个 的 组 合 数 , 故 为 


... 
.. 


νᾷοόοθο 


1... 
即 有 fr (mn, ;) -| 下 ) 
评注 题 5.21 是 本 题 的 特殊 情况 。 
5.24 (a) 给 定 允 个 实数 mi，cza，ca，…，wn， 可 以 用 多 少 
种 不 同 的 方式 来 构成 它们 的 积 ? 
(Ὁ) 假如 在 %* 个 实数 αι, α», -.', α. 的 乘积 中 , 数 的 次 序 保 
持 不 变 , 即 cs Χ (ga Χαν) 是 符合 要 求 的 乘积 ,但 (ga X61) Χα 不 符 
合 要求 。 又 可 以 用 多 少 种 不 同 的 方式 来 构成 它们 的 乘积 ? 
解 (α) 5 Η(π) 表示 个 实数 构成 积 的 方式 个 数 。 则 
H(1)=1 
H(2)=2, ΕΒ αι XxX a2, Wa X oi 
Π(8) --13. ΒΗ wx (gaX G3), aX (σι X83), Ws Χ (αι Χαρ) 
αι Χ Ws X02), ἄοΧ (αι Χαι), Wa Χ (Wa Χαι) 
(Ga X03) Χαι, (αι Xas) Χάα, (αι Χαρ) Xas 
' (cs Χαν) Χαι, (41 Χαι) Χαλ, (Qa Χαι) Χαρ 
实际 上 五 (3) 可 以 由 Η (9) ΗΕ, 9Ρ.ΔΚ αι, αλ, 4s 中 选 二 
1361536, 每 一 列 就 对 应 于 一 种 选择 , 共有 | > 种 选 法 。 对 应 
于 每 一 种 选择 ， 又 有 Η(2) ΗΛΕΙΑ, 而 对 应 于 每 种 方式 ， 
第 三 个 数 可 以 滋 在 左边 , 也 可 以 乘 在 右边 ,所 以 共有 


Η (8) παω. x3x2=12 


种 方式 。 | 

现在 考虑 %% 个 数 G1， aa， …， 的 相 乘 方式 个 数 羡 (四 。 设 
n 一 1 个 数 oaa， …，ar 的 乘积 已 构成 ， 有 Η(π-- 1) Τσο 
取 其 中 的 任 一 个 , 这 个 积 由 ”一 2 次 相 乘 得 到 的 ， 对 于 其 中 的 某 
一 次 相 乘 的 两 个 因 式 ， 把 @ 乘 到 一 个 因 式 的 左 和 右 ， 或 乘 到 另 
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一 个 因 武 的 左 和 右 , 这 说 明 有 和 对 种 添加 mw 的 方法 。 所 以 对 于 任 
一 个 ?一 革 个 数 的 乘积 , 这 样 加 入 αι 的 方法 共有 4(n 一 2) 种。 此 
外 ,还 可 以 把 ,分别 加 在 整个 % 一 个 数 的 积 的 左边 或 右边 ,所 
以 可 以 用 4(m 一 2) 十 2 种 方法 从 任 一 个 % 一 个 数 的 来 积 形成 % 
个 数 的 积 。 改 有 

Hln)=(4n—6)H(n—1) 53 
下 面 迭 代 此 关系 式 : 

H(n= (4n—6)H(n—1) 
= (4n—6)[4(n~—1)—6]H(n—2) 


-- (4n—6) (4n—10).…6 x2xH (1) 
= (4n—6)(dn—10).…6x2 
=2"1+[(2n—8) (2n—5).…3x1] 
= 22 一 (2n—2) ] 
= 2 Cn 一 1 
25 1.(n—1)! 
= (n—1) 人 ( 
ι--1 
ΒΗ Ἡ 51 m= 王 工时 上 式 为 土 所 以 有 


Η (ο) = ob 
(Ὁ) 我 们 假设 Ο(π) 表示 能 够 保持 次 序 的 aa »»', ας) 
乘积 个 数 , 那 末 有 σ(α) =- -二 瑟 (n), 所 以 有 


) n>2 


κ. 、1 
1 πι 
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这 里 的 O(n) 前 已 指出 是 Oatalan 数 。 

5.25 一 个 % 边 形 的 一 个 对 角 线 三 角 训 分 是 插入 不 在 内 部 
相交 的 对 角 线 , 以 划分 区 域 为 三 角形 的 划分 , 求 凸 m 边 形 的 三 角 
形 剂 分数 。 

解 ” 设 凸 % 边 形 的 三 角形 削 分 数 为 T。, 并 定义 Za 一 1。 


.. η Όχι 
ΞΖ Τ᾽ 
σα 5.2 


1 ΑΠΟΕΛ ην wn 十 1 过 形 的 三 角形 前 分 。 ΥΚΙ ΓΙ π- 1. 
边 形 的 顶点 分 别 为 Qt Ὁ», --», Όκμι, 如 图 5.2 所 示 。 我们 从 中 
任 取 一 边 作 为 基 确 ,不 妨 设 为 wiie 任 取 一 顶点 vr(% 一 2, 8, 
; τι) 作 三 角形 viVpvwtt， 它 分 凸 多 边 形 为 二 个 较 小 的 图 , 一 个 
是 名 边 形 ， 它 的 顶 上 后 为 1，V3,“…，vp; 田 一 个 是 wn 一 十 2) 边 
形 , 它 的 顶点 为 Vw， ὕμμι, -'', Όκειο 前 者 的 三 角形 前 分 数 为 T's, 
后 者 的 三 角形 谢 分 数 为 TD,_xra。 根 据 习 法 原理 ,在 三 角形 
vivjVs+t 出 现 之 下 的 三 角形 训 分 数 是 /xz+2， 再 由 加 法 原理 
得 ΄ 
Τ,.ι-- ΣΤ. Τι νε (GD 
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下 面 我 们 将 用 男 一 方法 来 得 出 点 τ. ΦΕΒ Ξ 14 18 Β 2} δι 
7 所 满足 的 递 推 关系 。 

如 图 5:3 所 示 , 对 角 线 vv; 分 τι 边 形 为 上 、 下 两 部 份 , 上 部 
份 是 上 边 形 ,顶点 为 01， 5, τοὺς 下 部 份 是 mn 一 fT3 边 形 ， 顶 
κ υκ, Όμει, “"', η, Όπο 上 部 份 的 三 角 放 分 数 为 了 xz， 下 部 份 
的 三 角 放 分 数 为 了 _z+sae ,根据 乘法 原理 ， 对 于 特定 的 对 角 线 
Ὁ Ὅν 的 三 角 谢 分 数 为 Τι Ἐν κα, 这 里 天 一 3，4， »'', π--1, 再 由 
加 法 原理 得 对 应 于 全 的 三 角 训 分 数 为 Te 了 i 十 Ta 了 ,a 十 …* 
十 了 ,1's。 由 对 称 性 , 对 应 于 其 它 任 一 顶点 的 三 角 放 分 数 也 是 
这 个 数 , 故 在 重复 计算 的 情况 下 可 得 %* (1 9. Ἐν iT 3 十 …… 
+ oa) 个 三 角 放 分 。 因为 每 条 对 角 线 的 两 个 顶 扩 都 计算 ， 
所 以 应 除 以 2。 又 因为 每 次 三 角 齐 分 使 用 了 m 一 3 条 对 角 线 , 所 
以 它 计 数 νι 边 形 每 个 三 角 谢 分 恰好 ww 一 3 次 ， 故 还 应 除 以 % 一 3。 
所 以 


(2) 
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因为 Το--1, (1) πας Ἐ 
人 一 24 ,一 人 3 1 十 4 3 十 EF 


代入 (2) 得 
可 (Tn . 21) . (人 一 9) ας 


Εῇ ασ. (4π--6) 1, 
令 τμ Bn 则 有 
4n—6 
ΟΗΕ 一 τ - ml 一 一 -一 Hb, 
于 是 
Brrr hn-6 2(θη-8) _ 2n—1) (2n—3) 
ΙΙ. π--1 n—1 (n—1)(n—1) 
_ (2n— 2) (2n—3) 


一 - 已 . Δα . Pi1 --- ερ 
而 i  Ἔτ᾽ Ἔ-τ 


[8Η 1»-1, 所 以 δ»--1, ΤῊ 
BH 


2 ὅ δεις 


.. Ce ον (n—2). (n—2) 
(2n—2)! “.- 


τ 1)}(πυ--1)| ην -- 1 


21 --- 2 
所 以 有 or } Η[ 
名 一 工 


结果 也 是 一 个 U0atalan 数 。 

5.26 2n 个 命名 的 结 点 均匀 分 布 在 圆周 上 , 每 二 个 点 用 一 
条 弦 连 接 起 来 , 1 ΑΠΛΗΣ, 间 有 多 少 不 同 连接 方式 。 
例如 6 个 结 点 时 有 图 5.4 中 5 种 连接 方式 。 
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图 5.4 


μα ” 设 2n 个 结 点 有 互 (m) 种 不 同 连接 方式 。 因 铺 点 工 只 
能 与 偶数 编号 的 结 点 相连 ， 否 则 必 
然 有 强 相 交 。 不 妨 设 1 与 26 连接 ， 
如 图 5.5 所 示 。 于 是 在 蓄 (1,2%) 上 1 2} 
νη 2-1) Αθ ΗΦ-}ἠ. 7’ 
不 则 连接 方式 ,在 弦 民 ，28) 下边 的 
2 (αι-- )ΊΕΕ Πτα) 种 不 同 


连接 方式 。 因 此 对 固定 的 五 共有 图 5.5 
Ἠ(-1:Η(π--:1) 种 方式 ， 现 让 五 历 遍 1，2，…，m 并 定义 
Η (0) -τ, 8 


Π (α) -- Β (0) «Η (α-- 1) -ε Η (4) « Ἡ (η--9) ἠ--.. 
-Η(ε--2)-Η(1) --Η (α--1). Η (0) 
若 记 Π (πα) 一 Cm 十 1) 代入 上 式 显 然 是 Uatalan 数 所 满足 的 递 
推 关 系 式 ,所 以 


Βω -οώωεο-.-..{ 的 


ν-{-1 \ | 
5.27 (8) 证 明 在 caza…z 的 ”个 来 数 中 , 不 打 乱 次 序 , 取 


και 


-- ἆ 
ρ ΟΥ ΘΝ '; | 种 不 同方 法 。 例如 在 σι 0ος 05 中 


一 2 
取 2 个 相 邻 乘 数 偶 对 有 以 下 ( 2 )=3 种 方法 ， 


(wa) (caca) ος 
(ωιῶο) 28 (Φος) 


wi (wata) (Ca05) 


3 


Ὅ{5-15) 
证 (a) 图 6B.6 示 出 ww 一 6 个 空格 任 取 % 个 的 一 种 方式 ,图 
中 有 阴影 的 格 表 示 选 中 的 格 , 其 余 空格 表示 未 选中 。 


- 


τω. O(n—3) + 


四 5.6 


现在 我 们 把 vwa…z。 从 左 到 右 依 次 填 入 以 上 方 格 中 ， 对 每 一 空 
格 填 入 一 个 z, 对 有 阴影 的 方 格 填 入 2 和 其 后 继 者 。 这 样 , π-- ὃ 
个 空格 选取 名 个 的 每 一 方式 永和 先 个 相 邻 弱 数 偶 对 的 一 种 方 
式 对 应 , 显然 是 一 一 对 应 , 这 就 证 明了 (a) ο / 
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(Ὁ) 我 们 知道 计算 waza…zo 的 不 同方 法 数 是 0O(m)， 现 在 
我 们 用 包含 -排斥 原理 重新 计算 。 令 wp; 表示 相 箭 过 程 中 含有 
(αι, vizi) 侦 对 这 一 性 质 =1，2，,…, nw 一 1)， 而 这 些 性 质 是 对 
称 的 , 因此 公共 数 

N(1)=0m—1) 
ΝΘ) --ο(π--9) 


Ν(1Σ)|-ο{5-|5)) 
| —% 
本 题 (&) 中 已 证 明 在 ο ο... 
种 不 同方 式 , λα 218 
nm 一 了 τι --- 2 
om -|( 1 )ce-D- 9 ) co-3 


ἽΝ | ο(α--8) ---.. 


这 区 证 明了 (b) ο 

5.28 (4) 试 计算 从 平面 坐标 (0, 0) 到 (αι, απ) 点 在 对 角 线 
ΟΑ 之 上 的 化 增 路 径 的 条 数 。 

(b) 试 证 明 从 平面 坐标 上 (0, 0) 到 (Οι, rn) 点 在 对 角 线 04 

| 2 

ΤΟ, ο.) 

解 (Ὁ) 在 题 1.18 中 已 见 过 本 题 ， 现 在 让 我 们 用 另 一 种 
一 一 对 应 技巧 来 解 。 例 如 ， 我 们 把 图 3.7 所 示 的 递增 路 径 和 
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(v1( (Zaza) 24)) 对 应 。 对 应 方法 是 这 样 : 左 括 号 “C 对 应 二 问 上 
走 一 格 , αι 对 应 于 问 右 走 
ΠΝ 18 (最 后 一 个 文 ΞΕ σα 
除外 )。 其 余 Φιποῦασα 的 
乘法 方式 与 图 5.8 中 的 递 
增 路 德 对 应 。 这 一 对 应 万 
法 可 以 推广 到 任意 η, 并 
且 显 然 是 一 一 对 应 ， 但 已 
类 Vida 的 乘法 方式 
图 5.7 个 数 是 


2n 
om+tD -tT ( | 


所 以 从 0(0, 0) 到 4 π) 的 对 角 线 之 上 的 递增 路 色 条 数 是 


1 2n, 
ην 1-1 Ν } 
(Ὁ) 因为 不 触及 对 角 线 ΟΑ, 所 以 该 递增 路 径 必 然 经 过 二 、 
B 两 点 (参看 图 6.7) 且 在 对 角 线 PB 之 上 , 故 所 求 的 路 径 条 数 


应 是 
πα. 1 . 
包 -- 2(2n—1) η 
5.29 (8) 设 Ρίο, Ὁ) 是 一 个 mn 元 素 的 集合 划分 成 #4 个 非 
空 无 序 子 集 的 划分 数 , 试 确定 Ρίπ, 力 所 满 足 的 递 推 关系 。 
(Ὁ) 设 了 (tm, 引 是 一 个 m% 元 素 的 集合 划分 成 个 非 空 有 序 
子 集 的 划分 数 , ἹΕΒΗ͂ Τι, υ) = 大 Ptn, ἐ), 由 此 导出 τίη ὁ) 所 
满足 的 递 推 关系 。 
解 (a) 在 个 元 素 中 任 取 一 个 元 素 a, 对 4 来 说 有 下 面 
两 种 可 能 ，(1)a 单独 组 成 一 个 子 集 ,这 样 剩 下 的 % 一 工 个 元 素 只 


ο 234.» 


Ρον } 


- --π- 


(Cxy xa ) (άν) 


(αι (Xo έχαχι ) ) ) 


能 组 成 1 一 1 个 非 空 子 集 , 故 有 了 (mw 一 4, 1 一 414) 种 方法 。 (λα 
能 单独 组 成 一 个 子 集 , 这 样 剩 下 的 ”一 鞋 个 元 素 须 组 成 二 个 非 空 
子 集 , 而 & 可 能 与 这 十 个 子 集 的 任 一 个 在 一 起 , 故 总 共有 Pn 
--1, 态 种 方法 。 由 加 法 原理 得 
Pn, ευ --ὑῬΡίε--1, +Pn—1, 1—1) 

显然 有 卫 (w 0) =0, Ptn, 1) --1. 

上 边 已 指出 , 它 的 解 就 是 第 二 类 Stirling 数 ,我 们 可 以 根据 
此 递 推 关系 和 初 值 作出 完全 类 似 于 杨辉 三 角形 一 样 的 表 ， 从 表 
5.1 中 查 得 任 一 个 Stirling δὲ Ρίη, μὴ μΠ 8. 

例如 可 以 算出 卫 (5, 8) --8Ρ(4, 3) 十 P(4 9) --θκθ--τ-- 
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95. 

(9) 因为 P(n， 力 是 一 个 m 元 的 集合 划分 成 二 个 非 空 无 序 
子 集 的 划分 数 ,所 以 了 了 (w, αυ) --ὑ1 Ρα, ἔ)ο ΕΙ (8) ἈΠ 

Ph, =iPm—1, +Pw—1, t—1) 

所 以 有 Ῥία, 办 一 加 [有 (一 二 Ὁ 1 Ῥι--1. ti—1)] 
ΒΒ ία, 0) --θ1Ρ(α, 0)=0, Τα, Ὁ) --1[Ῥ(α, 1 --1 

5.30 设 和 是 一 个 % 个 元 素 的 集合 , 了 是 一 个 上 个 元 于 
的 集合 ,证 明 从 互 到 了 的 满 射 函 数 的 个 数 等 于 了 (mw 1) ο 

证 设 f: Χ-Υ͂ 是 一 满 射 函数 ， 我 们 让 映射 到 了 中 同一 
元 素 上 的 Χ 中 的 元 素 在 同一 集合 内 , 则 由 站 可 以 诱导 出 前 域 广 
的 一 个 划分 ， 当 然 划 分 的 每 一 坎 是 非 空 的 ,共有 上 抉 。 所 以 苹 
到 了 的 满 射 函数 的 个 数 等 于 将 % 个 元 素 的 集合 Χ 划分 成 i 个 
有 序 非 空 子 集 的 划分 数 守 (mw, Ὦ)ο 

评注 ”本题 在 题 4.36 已 得 出 具体 结果 ， 再 联系 到 下 一 和 题 ， 
就 可 看 出 两 者 的 结果 是 一 致 的 。 

5.31 证 明 第 二 类 Stirling 数 δο(π, 7) 满 足下 列 各 式 。 

(a) δαί, »)----- (- ο΄ ΗΟ; 


{| {το 


2036. 


| ΠΔ 
(Ὁ) δ οἵτι-|-1., "二 1) 一 的 δο(0, D+( }5: a (1, 0) 1-».» 
"(5 ασ, η’) 
(ο) mr 1!1S,(n, ΠΗ οδοί, 2) 


ΠΗ 9 [ο (πι 9) 二 (人 γι 19 οίτο, m) 


解 (a) Sa(n, τ) 的 意义 是 划分 呈 个 元 素 的 集合 为 了 个 子 
集 ( 没 有 空子 集 ) 的 方法 数 。 这 相当 于 把 % 个 有 标记 的 球 放 到 7 
个 无 标记 的 箱 中 , 使 每 箱 不 空 的 方法 数 。 

让 我 们 先 考虑 呈 个 有 标记 的 球 放 到 r 个 有 标记 的 箱 中 的 情 
况 。 允许 有 空 箱子 时 ， 有 "种 方法 , 同 理 n 个 有 标记 的 球 放 到 
7 一 6 个 有 标记 的 箱 中 有 ("一 人 "种 方法 。 而 "个 有 标记 的 箱子 


选 4 51353 :箱子 的 方法 数 是 ( 。 } 根据 包含 -排斥 原理 , π ΠΒ 
标记 的 球 放 到 ?7 个 有 标记 的 箱子 中 ， 不 允许 有 空 集 的 方法 数 是 


4" Τ᾽ ἃ 
EE 


-Σ(-' ΚΣ; 
现在 箱子 无 标记 ， 所 以 方法 数 是 
1 Be ΗΠ; 


ΓΙ i=0 
(0) 按 ϑ»(ουἠ-1, 十 1) 的 意义 ， 它 是 ίαι, Wa, στὸ, η. 的 
(7 十 1)- 划 分 的 可 能 个 数 。 在 每 一 种 划分 中 ， 删 去 含 ms 的 一 


Ἔξ, 不 得 到 一 个 ίαι, 5, "'', Qn} 部 分 元 素 的 一 划分 ， 如 果 我 们 
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能 计算 出 这 种 -划分 的 个 数 ， 那 末 就 得 出 了 ϑοζι!-1, 7 十 1) 
的 个 数 。 


在 {αι, gs, τη, Qn} 中 ,我 们 能 用 的 种 方法 选 出 不 元 对 
子 集 , 对 此 元素 子 集 有 Sa《%, τ) 种 方法 把 它 划 分 为 了 个 子 集 ， 
填 是 对 固定 的 6， 有 (θα, τ) 种 方法 ， 让 6 遍历 0, 1, 3, 


…, n， 并 累加 不 同 的 方法 数 就 得 出 所 有 可 能 的 7- 划 分， 于 
是 


Sa(n 二 1 ΠΗ δα(0, 六 + 人 δο(1, 7) --»»: 


+ 人 (| Sa(%n, η) 


注意 , 大”， 则 其 中 Ss(%, 7) 一 0。 

(ο) 左 侧 是 把 ”个 元 素 放 到 和 个 有 标记 的 箱 中 允许 有 空 箱 
的 可 能 方法 数 , 这 里 m<<n, 现 考虑 右 侧 。 

把 ?个 元 素 怡 好 放 到 8 个 无 标记 的 箱子 的 方法 数 是 Ss (οι, 


%)，m 个 有 标记 的 箱 中 选 出 个 的 排列 数 是 (μη 浙 以 把 n 
个 元 素 怡 好 放 到 名 个 (从 m 个 中 选取 的 ) 有 标记 的 箱子 中 的 方法 
数 是 的 LE β)ο 1Ε ΡΒ} 1 5} πι, 7ΒΑΠΠΛΝΕΙ ὅ 71 
法 数 , 即 得 总 方法 数 。 所 以 κ 

"-[--}-11»8»(ι, D+{ δο(α, 3) - 


γη 
+( }-π31»δε(ο πι) 
mi | . 
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5.89 Β, 是 Bell 数 , 这 里 nn 一 0，1, 9... 试 证 明 

(a) Εντ δεί(π, 0) Π-δαίη, 1) Π-θοίαυ, 2) Ελ (π, τ) 

(Ὁ) 8 σος) "τ 7 十 + 人 

0 1 τ ατα . 

证 (8) Sa(n, ?是 将 mn 个 元 素 的 集合 划分 成 7 个 非 空 无 
序 子 集 的 划分 数 。 而 Βι 是 将 % 个 元 素 的 集合 划分 为 非 空子 集 
(无 序 ) 的 划分 数 。 所 以 它 无 非 是 或 者 将 mw 个 元 素 的 集合 划分 成 
0 个 非 空 子 集 ; 或 者 将 % 个 元 素 的 集合 划分 成 1 个 非 空 子 集 ; 或 
Ἢ ΜΕ % 个 元 素 的 集合 划分 成 2 个 非 空子 集 ; …… 或 者 将 % 个 元 
素 的 集合 划分 成 % 个 非 空 子 集 。 由 加 法 原理 得 

B,=S2s(n, 0)+ Sn, 1) + Bom, 2) t+ Han, πὴ 

(b) 设 这 mn 个 元 素 的 集合 为 {4@1， αρ, .'', α}ο ΒΗ Βι 是 
将 % 个 元 素 的 集合 进行 划分 的 方法 数 , 对 于 任 一 划分 来 讲 ,wi 总 
是 在 划分 的 某 一 块 里 ， 即 在 某 一 子 集中 。 不 妨 设 这 个 子 集 有 有 
个 元 素 已 = 了 2 mm)， 则 在 此 子 和 集中 的 另外 一 1 个 元 素 将 
从 % 一 + 个 元 系 中 去 选取 。 然 后 对 剩 下 的 m 一 5 个 元 素 去 进行 划 
分 。 政 有 
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5.955 证 明 等 式 
2(2 一 二 (一 2) (0 一 % 十 二 ) 
= Nn, Ww — Sn, τι--Ί)ω"-1--»-- Si αυ, 0) 
其 中 Bu (nu 及 是 第 一 类 Stirling 数 。 
证 ”用 归纳 法 证 明 。 在 证 明之 前 请 读者 注意 到 第 一 类 
Stirling 数 满 足以 下 递 推 关 系 
[διῶ γ) --ϑη(ου--1, φ--1){-(ι--Ὠ)δηζ--1, τ) 
Sn, 0)=0, Si(n, |) =1 
并 且 展 开 式 中 ww? 项 的 系数 显然 是 1,， 律 数 项 是 0, 符合 Sa， τ) 
一 上 和 ai 0) 一 0。 
% 一 二 时 ，2z 一 Si WD) 十 D1(n, 0 显然 成 立 。 
议 % 一 工时 
ο(α-- 1) (ω-- 2) «(0 ------ 2) 
(1, γι--Ί)ω”}-- δι (α--1, τι 2)” 3+. 
δα (π--α., 0) (1) 
ΒΝ ΤΕ 
φίο--1) (ᾳ--2):-:(ο--γι-]-32) ε(ω--τι-- 1) 
= [Sn—1, π--1)αγ1--βιζη--1. --ϑγω"-8---.. 
十 有 (om 一 在 0) 1 (2—nt+1) 
一 Am 一 二 nom1)w— [δη(ο--1, n—2) 
十 (一切 Si 一 工交 一 起 ] 2 十 [Sa 一 二 τι.--9) 
十 人 一 下 .Sin 1, π--θγ]α"-ᾱ--... | 
+ (nm—1)Si%—1, 0Ο) 
ει nn, nr — 4 (πι, n—1) 2"1 
δια, ι--2γω-34-.». + Sn, 0) 
所 以 本 题 得 证 。 | 
απ. πο 
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(α--Ἴ-1) 展开 式 的 系数 (不 含 正 负 号 )。 它 可 用 作 第 一 类 
Stirling 数 的 另 一 种 定义 。 

由 第 一 类 Stirling 数 所 满足 的 递 推 关系 及 初 值 我 们 可 以 构 
造 出 类 似 于 杨辉 三 角形 的 表 ， 从 表 5.3 中 可 查 得 任 一 Stirling 
数 δια, Bb) 的 值 ,例如 δι(4, 2) -ϑι(8, 1) -(4-1}ϑι8, 2) = 


表 5.2 


ιο... 


2 十 3.3 一 11。 

δ. 所 有 从 {, 2, wm 一 二 中 取 人 一 态 个 不 同 整数 的 
积 之 各 是 多 少 ? 例 好， 所 有 从 {1, 2, 8, 4} 中 取 2 个 不 同 整数 的 
积 之 和 是 

1.2 十 1.3 十 1.4 二 2.3 十 2.4 十 3.4 一 35 

解 ” 我 们 用 fn, 表示 此 和 数 。 和 式 的 各 项 可 分 成 两 类 ， 
一 类 是 合 有 因子 % 一 1 的 项 ， 一 类 是 不 含 因 子 m 一 1 的 项 ， 前 者 
的 和 是 ( 一 f(r 一 41， , 即 所 有 从 入, 3, --», ww 一 2} 中 取 n 一 1 
一 个 人 不同 台数 的 积 之 和 ， 再 乘 以 (mn 一 1 得 出 。 后 者 之 和 是 
fm 一 1,% 一 二 , 即 所 有 从 {1, 2,…, 2 一 3 中 取 m 一 个 不 同 整 
效 的 信之 和 和。 是 由 加 法 原理 得 

fn, F=fn—1, ko—1)+m— fn—1, 1) 
ἭΤΕ ποτ 和 =m 一 1 都 成 立 ,我们 规定 
fn, 0) =0, γι, τὴ =1 
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前 边 已 指出 ,满足 这 个 递 推 关 系 式 及 初 值 的 解 是 第 一 类 Stirling 
数 si 8)。 故 所 求 的 积 之 和 是 D1(n, 6)。 

5.35 (河内 宝塔 问题 ) 有 三 根木 桩 和 "个 大 小 递增 的 在 一 
根木 宪 上 的 环形 盘子 ， 最 大 一 子 在 底部 (如 图 5.9 所 示 )。 这 些 
盘子 可 一 次 一 个 地 从 一 个 木 桩 转移 到 另 一 个 木 桩 ， 但 不 允许 较 
大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 的 上 面 。 现在 把 "个 盘子 从 木 柱 4 全 
部 移 到 木 桩 8, 问 必 须 移动 的 次 数 是 多 少 ? 


图 5.9 
解 8 Η(π) 表示 把 mn 个 盘 从 一 个 术 桩 移 到 另 一 木 桩 所 必 
须 的 移动 次 数 。 显 然 有 Η(0)-0, ΠΩ} -ο 
对 于 %% 个 盘 ， 先 把 木 桩 4 上 的 mw 一 1 个 盘 套 到 木 桩 CQ 上 而 
保持 相对 位 置 不 变 , ΠΗ 五 (mw 一 4) 次 。 青 把 木 桩 4 上 的 最 大 的 
扒 套 到 BB 上 ， 用 1 次。 然后 再 把 0 上 的 盘 套 回 到 BB 上， 又 用 
如 (nn 一 1) 次 。 所 以 有 
H(n) =2H(n—1)+1 
迭代 此 关系 式 得 
Π (η) -- 2Η (αι-- 1) 1-1 
-.2Η(ῃπ--2)- 2-1 
一 2" 甩 (0) 十 2 十 .… 十 22 十 2 十 1 
一 2" 十 2 3 十 ,十 22 十 2 十 4 


οδ42ο. 


所 以 有 H(n) = 

5.36 设 久 是 将 整数 1，2,…, πα 排 成 一 行 的 方法 数 ,使 其 
服从 这 样 的 条 件 , 除去 第 一 个 数 外 , 每 个 数 与 它 左 边 的 某 个 数 丛 
好 相差 1。 找 出 一 个 关于 αι 的 递 推 公式 ， 并 由 此 证 明 

0 一 2n 一 

解 ” 首 先 我 们 证 明 符 合 题 中 条 件 的 {1, 2, …， 叶 的 排列 
διὂ»-:-ὂ, 必 满 足以 下 性 质 

对 任意 3 委 8 和 nm， 加 =max{0，p3，…，0 下 十 1 或 x= 
min104, ὄρ, το. δν 1) 一 14， 且 διὂ»’--ὂχ.ι 是 由 某 个 月 然 数 十 1 
到 mm 十 6 一 二 的 % 一 4 个 相继 自然 数组 成 的 符合 题 中 条 件 的 排 
列 。 

用 归纳 法 证 明 。 

β--α[, 显然 成 立 , 否则 满足 不 了 “和 δ; 左边 的 某 个 数 相 六 
1 的 条 件 。 

设 b 一 1 时 成 立 。 现 证 时 也 成 立 。 

1. 由 归纳 假设 6102…b%_s ἘΞ 55}- Η 4Ὰ ἘΚ γι 1-1 53] γι 1-15 
一 2 的 一 2 个 相继 自然 数组 成 的 符合 题 中 条 件 的 排列 ， 又 
ὄχ.α--τηαχίδι, ὄρ, ,Or_2j 十 1 或 Dr 1 二 min{01,， ὖο, --:, ὂχ ο) 
-1, 所 以 διδο'..δχ.ι 是 由 某 个 卓然 数 mr 十 1 到 mr 十 一 4 (或 m 
到 m-th 一 2) 的 6 一 个 相继 昌 然 数 组 成 的 符合 题 中 条 件 的 排 
列 。 Ν 

2. 因为 8102…bx 是 一 个 排列 ,bx 肯定 不 在 B= {61, δα, ..., 
ὄχ-ι} 之 中 ,又 要 求 ὃν - B 中 某 个 元 素 相 差 1， 所 以 

bp=max{01, ὄρ, ---,; bn_1} +1 

或 bi=min{01, ὄρ, *…, ὃν 一] 


出 以 上 性 质 ,，6，, 只 能 等 于 nn 或 1, 在 (或 蕊 左边 可 以 是 符 
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合 题 中 条 件 的 {, 3, τος, "一 自 ( 或 {2, δ, ''', τὴ) 的 任 一 排列 ， 
这 梓 得 

ὦ. μα 
又 qm 一 1, 用 迭代 法 解 之 得 

ᾱ,--9»-1 

56.387 平面 上 有 % 条 直线 , 如 果 没 有 两 条 是 平行 的 , 且 没 有 

三 条 是 共 点 的 , 则 称 它们 处 于 一 般 状 态 。 设 αν 是 % 条 处 于 一 般 
状态 的 直线 分 寓 平 面 所 成 的 区 域 数 ， 显然 有 一 2，%s 一 生 
ms 一 7， 如 图 5.10 所 示 。 试 求 αι 的 一 般 表达 式 。 


(0) (δ) 
和 5.10 


解 ” 我 们 用 δ. 表示 一 条 直线 为 "个 不 同 的 点 分 割 所 得 的 
Είδε, 显然 有 .一 mn 十 1。 现 考虑 一 个 平面 已 被 处 于 一 般 位 置 的 
π--1 直线 划分 成 oi 个 区 域 , 再 在 平面 上 插入 第 m 条 直线 , Β. 
插入 的 第 mn 条 直线 与 前 m 一 1 条 直线 处 于 一 般 状 态 。 ἈΠ % 一 1 
条 直线 与 第 nm 条 吉 线 相交 于 m% 一 1 个 不 同 的 扩 , 分 第 nm 条 直线 为 
δρα 段 。 第 nn 条 下 线 的 每 一 段 恰 分 平面 的 一 个 已 存在 的 区 域 为 
二 个 区 域 。 因 此 有 

αν -- ὤῃ. αι + On-1 
因为 61 一 %, 所 以 有 mm 一 -十 mo χΚ]ΤΙΟ5Κ ΠΝ 


ο Dds 


αξαν. ια Τὸ 
一 (V9 十 (π--1) 十 名 


8“ 8 ὑπ 


--τι-|- (τυ-- Ὦ) -(α--2) 十 十 2 十 Ga 
ο ποπ -ἰ- 19) 
= tl 


πι nn {| 
-(0)+(7)+(2) 
评注 “上述 解 题 思 路 可 以 推广 。 例 如 , ΓΟ, 表示 一 空间 为 
“% 个 平面 以 一 般 位 置 ( 即 每 两 个 平面 ,但 没有 三 个 平面 相交 于 一 
条 直线 , 每 三 个 平面 , 但 没有 和 4 个 平面 相交 于 一 点 ) 划 分 所 得 的 
区 域 数 。 则 可 确定 Ο, 所 满足 的 递 推 天 系 为 
Os,—O ο +1 


显然 有 Οοι-- 2, 解 得 


αι 1 Γη n 
oj 人 
5.38 球面 上 有 "个 大 圆 , 它们 没有 三 个 大 圆通 过 同一 氮 。 
设 表示 这 些 大 圆 所 形成 的 区 域 数 , 试 证 明 
(a) Writ = 0,+ 2: 
(ο) ,= nt+2, 
证 (8) arti 可 以 由 6 来 生成 ， 当 在 % 个 大 图 的 基础 上 ， 
在 球面 上 再 加 上 第 mn 十 1 个 大 同时 ， 它 同 前 % 个 大 贺 共 得 到 2n 
个 交点 ( 因 无 三 个 大 圆 相 交 于 一 点 )， 而 每 增加 一 个 交点 就 增加 
一 个 新 的 面 , 故 共 增 加 2n 个 面 。 所 以 有 
Cas = Gn 2n 
(ο) 由 (引咎 ὄμπαι ιΓλ(α-- 1), Ηλ; αι--3, ΚΝ 
此 关系 式 得 


@ --α, 1 λ(α-- 1) 
=Q,_s+2(n—2) 十 202 一 十) 
--ο(π--1) t+2m—2)+…+2+0 
一 2|(n 一 1 二 ) 十 (nm 一 2) 十 … 十 1] 十 2 
ο... 


5.39 设 h(n) 表示 w+2 条 边 的 西 多 边 形 为 它 的 对 角 线 划 
分 所 得 的 区 域 数 ， 其 中 假定 没有 三 条 对 角 线 在 凸 多 边 形 内 有 一 
公共 点 。 定 义 (0) -0, ΑΓ π-1, 2,…, 证 明 


hn) =h (nC— 1) +( . | 十 名 


证 
如 图 5.11 所 示 , 在 上 是 
% 十 2 边 形 中 ， 划 出 以 任 
意 两 相 邻 边 为 边 的 三 角 
形 , 例如 人 4BO。 则 余下 
的 是 % 十 1 个 顶点 的 凸 多 
边 形 ， 它 的 对 角 线 划分 所 
得 的 区 域 数 为 h(n 一 1)。 
由 4 点 引出 的 对 角 线 共有 
ι--1 条, 分 八 4BO 为 n 
8 5.Π 块 。 下 面 我 们 计算 一 下 由 
4 点 引出 的 对 角 线 对 ”十 奎 条 边 的 凸 多 边 形 划分 所 增加 的 区 域 
数 。 
在 % 十 1 个 顶点 中 任 取 三 个 , 不 妨 设 为 也, Η, 了 ,其 中 必 有 
一 个 顶点 (这 里 是 卫 ) 使 得 对 角 线 ΑΡ 把 五 和 DD 分 在 两 边 。 所 


5246» 


以 对 角 线 囊 D 必 与 对 角 线 ΑΡ 相交 。 又 由 题 意 知 ， 这 个 交点 

不 会 有 其 它 对 角 线 通过 。 这 说 明 每 新 增加 一 个 交点 必 与 n 填 1 
十 二 

个 顶点 中 的 三 个 顶点 相对 应 。 故 新 增加 的 交点 数 为 性 γη. 

另外 ， 从 4 引出 的 每 一 条 对 角 线 上 的 交点 数 正好 与 这 条 对 

角 线 在 凸 n+ 边 形 内 截 成 的 线段 数 相同 , 而 每 一 线段 恰好 把 


% 十 1 边 形 内 某 一 区 域 分 为 两 个 ， 改 新 增加 区 域 数 为 ) 
个 。 所 以 有 

(Oho D+ jn 
这 是 一 个 线性 种 系数 非 齐 次 递 推 关 系 , 可 以 求 得 


h(n) = nt +(™ 
评注 ”在 第 一 章 中 ---- 这 里 又 看 到 一 
种 解法 , 下 一 章 还 可 看 到 用 生成 函数 的 解法 。 
5.40 在 一 个 圆 的 圆周 上 放置 m% 个 不 同 的 点 ， 并 画 出 所 有 
可 能 的 通过 任意 两 点 的 弦 ， 假 设 这 些 弦 中 没有 三 条 在 圆 内 是 交 
于 同一 氮 的 。 令 αν 表示 在 圆 的 内 部 形成 的 区 域 数 。 证 明 


. η) Nn 1 
“| 1 + (3)+ 
证 ”此 题 可 以 在 上 题 的 基础 上 来 解 。 


假如 把 图 周 上 每 相 邻 两 所 连接 起 来 ， 可 得 一 个 凸 冯 边 形 利 
% 块 马 形 的 区 域 , 凸 % 边 形 中 的 区 域 数 是 


h(n— 2) eA) + 人 
所 以 有 


44.7 » 


-- (πι -- 2) (τι --- 1) ες πα 
2 4 


5.41 某 人 有 邑 元 钱 ,他 每 天 买 一 次 物品 ,每 次 买 物品 的 品 
种 很 单调 , 或 者 买 一 元 猴 的 甲 物品 ,或 者 买 二 元 钱 的 乙 物种, 或 
者 买 二 元 钱 的 丙 物 品 。 [η], 他 化 完 这 ”元 镜 有 多 少 种 不 同 的 方 
式 ? 

解 ” 设 化 完 这 %% 元 钱 的 方式 有 了 (ww) 种 。 则 ,着 第 一 次 买 了 
一 元 钱 的 甲 物品 ， 则 化 完 余 下 的 % 一 i 元 钱 就 有 了 (mw 一 卫 种 方 
法 ; 奋 秆 一 次 买 了 二 元 钱 的 乙 物品 , 则 化 完 余 下 的 n 一 2 元 钱 就 
有 了 (一 2) 种 方法 ; 者 他 第 一 次 买 了 二 元 钱 的 丙 物 品 , 则 化 完 余 
下 的 ?一 2 元 钱 有 jw 一 2 种 方法 。 由 加 法 原理 得 

fn =f(n—1)+2f(n—2) 

显然 有 上 (也 --1, Τ(9) =3。 由 此 可 以 求 得 1 (3) =5, f(4)=11, 
f(5) =21, (6) == 和 9。 田 外 定义 (一 1) =0, (0) = 一 1。 可 以 看 
由 | 

f(2) --8--3ἠ-1--3-γ(1) ἠ-(--1)5 

f (3) -ᾱ--6--1--2./() ἠ-(-1)7 

{(4) --11--10--1--9. (8) 十 (一 人 

f(5) =21=22—1=2.f(4) + (--1)5 
我 们 萍 想 一 般 应 有 Jo 一 2-f(m 一 4) 十 (一 4)"”， 下 面 用 归纳 法 
αμα 

当 只 = 一 2 8,4, 5 有 时 结论 成 立 。 
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假设 mn 一 1 时 结论 成 立 , ΒΒ : 
fn—1)=2.f(n—2)+(— Dr 
此 式 改 写成 2f (nm 一 2) ΕΠΣ ΟΝ | 
ΠΗ 54 τι ΠΗ, | 
jw =f (mn—1) +2f(n—2) | 
=f(n—l) + [f D+ (-- D"] 
=2f(n~— τίς 1) | 
故 对 一 切 mwET， 有 
f=2f nl) +(— =D" 
下 面 对 此 递 推 关系 式 进 行 迭代 得 … 
f=2f(n—1)+(—1)" 
-2[2[(η-2) 十 (一 了 "1] 十 (一 1)" 
一 22 (nm 一 2) 十 2: (一 了 "十 ( 一 1)" 
=—2"— 011.013... Ε (--1)3 
κ. 2n+I 1 (-Ὁ nt 
一 一 一 一 
评注 本题 一 般 应 按 线性 常 系数 齐 次 递 推 关系 式 
fn =f(n—1)+2f(n—2) 
直接 求解 。 以 上 解法 只 是 说 明 ， 有 时 一 个 递 推 关系 可 以 转化 为 
另 一 个 递 推 关系 来 求解 。 
5.42 在 图 5.12 中 的 长 方形 中 ，AB/40 = (1+~6)/2, 
Χ,Υ 是 这 样 夯 的 ， 使 得 Α4ΧΥΟ 是 一 个 正方 形 ， 证 明 长 方形 
ΧΒΡΥ 与 40DB 相似 。 如 果 我 们 重复 这 个 过 程 , 就 逐步 出 现 
图 5.12 的 形状 。 证 明 , 每 个 阶段 我 们 所 得 长 方形 都 相似 于 原来 
的 长 方形 。 
证 设 40=1,， 册 48= (i+MV5)/2, 所 以 
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ΧΒ (1 ὄλ)/2--Ἱ-- (5 --1)/2 
ΒΡ/ΧΕ-- 1/( ν ὅ- χδ-1). (14+ Ἔγ/α 

1 ΑΒ/Α0-ΒΡ/ΧΒ, ; 长 方形 ΧΒΡΥ͂ 与 40DB 相 
似 。 

若 我 们 用 m 表示 长 方 
形 序列 中 第 % 个 长 方形 的 长 
边 , 用 ὃν 表示 长 方形 序列 中 
第 %* 个 长 方形 的 短 边 。 则 
有 _ 


[ea σα) 
ἑἑ 0 一 人 -1 一 Do-1 (2) | 
ἈΠ ΜΝ 本 

ΠΗ (1) 种 (2) 得 Wn 一 On-1 (dp 一 3 一 ὃ, 3 = 一 ὦ... a - Un—1, 即 


| na ni1 .. 


dj 一 (1 十 /5)/2 | 
解 之 得 
a (3 (V+ 1} (8) 
由 (1) 得 四 
Ca (4) 
由 (9) 得 mw- 六 5-Ta 
出 (4 得 ,B21 α. 


所 以 不 管 在 任何 阶段 ， 我 们 所 得 到 的 长 方形 和 原来 的 长 方 
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4 


形 是 相似 的 ， 因 为 长 和 宽 满 足 同 样 的 递 推 关 系 。 : | 
评注 ο ο 8 πὶ 7Η ΒΔ ΝΕ ἸΕΠΕΡΚΑν, 然后 转化 
为 一 般 递 推 天 系 求解 。 
5.45 称 一 个 整数 集合 是 饱满 的 ， 如 果 它 的 每 一 个 元 素 至 
少 与 它 的 基数 一 样 大 。 例如 ， 集 合 {6, 10, 11, 20, 958, 34} 是 
饱满 的 , 而 2, 100, 2001 就 不 是 。 设 f(m) 是 集合 {1, 2,…, ο 
的 饱满 子 集 的 数目 (我 们 把 空 ; 集 也 作为 一 个 侈 满 集 计 算 在 内 )。 
例如 ， 了 (3) =5, 它们 是 多 ，{},，{2}，{8},{2, 3}。 说 明 Ου) 
= [νο | 
证 {ἱ, 2, 3,…, π᾿ 的 所 有 饱满 子 集 是 由 空 集 , 含有 一 个 
元 素 的 饱满 子 集 , 含有 两 个 元 素 的 饱满 子 集 ， …， 仿 有 % 个 元 素 
的 饱满 子 集 等 构成 。 而 | | 
ΕΙΚ ΛΕ ΤΗ ΤΑ. 


含有 五 个 元 素 的 饱满 子 集 有 + 
πι pp—1l\ /mw 一 下 十 1 5 一 1 n 一 5 十 1 
[2)-{ 1 六 5 一 1 |- | 2 { b—2 )- 
bp—1\ /n—ht1 
- 1 ) / 
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ορ)” 
-人 


所 以 有 


(ra 
0 1 2 3 4 
Bp. 
fn) = Ρα 
δ.44 假设 将 正 整 数 勾 进行 划分 ， 使 得 每 块 小 于 或 等 于 和 
的 前 分 数 为 卫 (n， mm) 。 证 明 
Pn, m) Ξ Ρ(π, πυ-- 1) ΓΡ (π--τα, πο) 
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证 ”我们 把 Ρ(α, m) 个 前 分 分 成 两 类 。 一 类 是 划分 的 每 一 
抉 都 小 于 各 的 这 种 前 分 , ἘΒ Ρι, πι--1) Λι 另 一 类 是 在 划分 
中 至 少 有 一 块 是 mw 的 这 种 训 分 。 因 为 在 划分 中 至 少 有 一 块 是 
πι, ΕΠΕ} ΙΒ ΡΑΕ ιο 的 每 一 块 小 于 或 等 于 m 的 农 分 , 这 种 
Π 2}  Ἑίπ-- πι, m) 个 。 由 加 法 原理 得 

Pam, πο) --Ῥ(α, m—1)+Pn—m, πο) 

6.45 考察 在 一 个 受 控 环境 里 细菌 的 繁殖 问题 - 设 ww 表示 
第 了 天 里 细菌 的 数 且 ， 我 们 定义 在 第 天 细菌 的 增长 率 为 mr 一 
Φᾷν 1ο 如 果 已 知 增 长 率 每 天 翻 一 番 , 现 设 αο-1, 并 定义 4_1= 
0, 求 α, 的 值 。 

解 由 题 意 可 得 ww 一 2 一 2(ar_i 一 20r- 9)， Β. αρ” 1, 
σι--4, 即 有 
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αρς 1, αι 一 4 
用 特征 根 法 解 得 
Gr= (+1).2 3 

δ.46 一 个 质点 在 水 平方 向 上 运动 ， 每 秒 钟 它 走 过 的 距离 
等 于 它 前 一 秒 钟 走 过 距 离 的 两 信 。 设 质点 的 初始 位 置 为 3， 并 
设 第 一 秒 钟 走 了 一 个 单位 长 的 距离 ， 求 第 * 秒 钟 质点 的 位 置 。 

解 ” 设 f(7) 表 示 第 7 秒 钟 时 质点 的 位 置 , 则 (0) =3, 了 (1) 
一 4。 并 由 题 意 可 得 f(7) 一 f(r 一 1 一 2[ (1) -[α--2)18 
有 

η ~—3f(r—1)+2f(r—2) =0 
f(0)=3, f(D) --4 / 
用 特征 根 法 解 得 
f(r7)=2+2 
5.47 在 图 5,13 上 求 从 顶点 4% 起 到 顶点 9 止 的 长 度 为 % 


* 及 53 4 


的 有 回路 径 的 数目 。 

解 

从 ga 到 dd 的 有 回路 径 的 µη 

(1) (α, 8>, (ὦ, ο), (ο, ἄγ. 

(1) (ὦ, ὁ), (ὦ, ο), «6, ἆρο Ν | 
除 此 之 外 没有 其 它 可 能 。 设 从 项 点 απ a 的 长 度 为 % 的 有 
向 路 径 的 数目 为 w。 每 一 条 从 & 到 ἆ [ἡ ΒΕ τι 的 有 向 路 答 号 
这 有 向 路 径 上 边 的 权 所 构成 的 三 进 制 序 列 是 一 一 对 应 的 。 

在 情况 (1) 中 ,长 度 为 % 的 有 向 路 径 的 前 % 一 3 条 边 构 成 由 
顶点 @ 到 它 自身 的 有 向 回路 , 对 应 的 ”一 3 位 二 进 制 序 列 的 最 后 
一 个 数字 一 定 是 0, 最 后 三 条 边 对 应 的 权 是 1, t+，i，: 所 以 % 位 
二 进 制 数 序列 的 最 后 四 位 一 定 是 0111。 n 一 4 位 的 二 进 制 数 的 
序列 共有 2 一 个 ,所 以 从 a 到 4 的 对 应 于 情况 (1) 8 ΤΙΠΙ 1 
2-3 条 。 ἦν 
ΕΤΗ, (区 中 ， 长 度 为 的 有 回路 径 最 后 三 条 边 是 固定 的 ， 
所 以 前 面 的 % 一 3 条 边 构 成 了 从 α 到 dd 的 有 同路人 径 ， 故 有 ns 
条 , 由 加 法 原理 得 

ἄρηπ-αι ο 4 πιά 
另外 有 αι--0, ms 一 0, gs 一 1。 用 特征 根 法 解 得 


ο 45.4.» 


{9 --- Θα 入 
ᾱ,-- 1 5-5 - οί 1 十 ^ 9). 


14 3 2 
1 \/ 可 八 / 1 «3 ἡ 
ον 3 ΚΞ 2 )+ τ 
δ.48 求 1 2,.… “的 排列 αια»-. > 的 数目 ， 要 求 
gi 取 目 下 表 的 第 一 列 ， 各 取 自 下 表 的 第 一 列 ,….…., αι ΧΗ ΓΚ 
的 第 { 列 。 | | 
1 2 8..-Β 1 一 3 7 一 1 
1 2 3 4-- 1-1 αὶ 
2 3 4 Β...1-1 ὁ 


κ 设 符合 条 件 的 排列 数 为 w， 我 们 定义 如 一 工 ws 一 1 最 
然 有 =2, us=3, w=5。 | 
下 面 我 们 来 看 表 中 的 元 素 t 由 题 意 知 ;只 能 是 a 或 
Wi—1o 
Ἔ αἱ τ, 则 排列 αια».- αι: ο ο. 
1 2 8..-- 1 一 2 
1 2 3 4...1-93 1-1 
2 8 4 5. 一 二 
且 使 得 mwG= 寺 2, -»», ὁ-- 1) 在 第 宇 列 中 去 取 。 故 有 w-i 种 取 
法 。 
> 则 由 题 意 知 4a:=t 一 1。 所 以 排列 G102* 02 中 
的 每 一 个 元 素 应 从 表 ο. 
1 2...1—3 ] 
1 2 8.9 
2 8 4...1—2 
中 去 取 且 使 得 a 在 第 ὁ 列 取 , 故 有 ws 种 取 法 。 由 加 法 原理 得 


Us = κα Usa 
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解 此 递 推 关系 可 得 
ΞΕΝΗ κιν. να σι 
“τα πα) 
δ.49 ΚΊ, 2, ..., τ βΠΠΕΡῚ cica…ao 的 数目 ， 要 求 在 排列 
中 w 取 目 下 表 的 第 ， 列 。 
1 2 3...n—3 9 一 2 .π--1 ῃ 
2 3 4 一 2 1 一 多 1 
3 4 δ'-π-1 n 1 9 
κ 设 满足 条 件 的 排列 数 为 Zno 
按 题 意 ， "可 能 出 现在 排列 的 三 个 位 置 ， Dan, (ανα 
--, (Όλα, 3 一 mo | 
Ἔα (1), Π σα, 可 能 有 两 种 取 值 。 (a) Op-1 一 外 一 十， (bh) a 
-1。 若 是 Ga), 则 因为 工 仅 出 现 于 第 一 列 、 第 mn 一 1 列 、 δὴ, 
ἃ ἆν ι, an 不 取 1， 所 以 只 能 αι”- ]ο 又 因为 2 仅 出 现在 第 一 下 
第 二 列 、 第 % 列 , Πίαι, mm 不 取 2 所 以 只 能 2 一 2。…, 故 在 
此 情况 下 取 法 是 唯一 的 。 车 是 (b), 则 余下 的 n 一 2 个 元 素 应 从 
下 表 中 去 取 。 | 


2 8..n—8 n—2 
2 3 4...mn—2 n—1 
ι 3 4 δ..πῃπ--] 
且 使 得 % 在 列 中 取 , 由 上 题 知 , 取 法 有 ws 种 。 κ 
若是 (2), 则 余下 的 ”一 工 个 元 素 应 从 下 表 中 去 取 。 
1 3 8. 一 3 n—2 
2 3 4 一 3 το-1 Ἰ 
3 4 65...n—1 2 
我 们 把 最 后 一 列 移 到 最 前 面 成 表 


1 2 3...n—3 π--2 
1 2 3 4d.n-2 ni 
2 3 4 5.%m-1 
由 上 题 知 , 到 法 有 αι 种 。 
各 是 (38)， 又 有 二 种 情况。 (a)c 151, (Ὅ)α; 1--η--1, ἩἩ 
是 (a)， 因 为 % 一 1 πμ Ἕα-δδ π-27. α--ὶ 21, ΤΠ 


， αμα, Qn-1 不 取 n 一 4， 所 以 只 可 能 ar-s 一 2 一 1。 同 理 ws 一 m 一 


2, … 取 法 是 唯一 的 。 若 是 (b), 则 wa=m mm-i=% 一 1。 余下 来 
的 ”一 2 个 元 素 只 能 从 下 表 中 去 取 
| 1 2 3...n—3 
2 3 4.-2 1 
| ο 9 4 5..n—2 2 / 
-我 们 把 最 后 一 列 移 到 最 前 面 成 下 表 
1 2 3...n—9 

T 2 4...πη--1. 

2 3 4 5...n—2 
ΠΗ [ΕΠ Ἴδῃ. 3 种 取 法 。 


综 上 分 析 , 由 加 法 原理 得 
L | αμ 3 十 2 1 十 二 十 2 9 
= Wn Un_s 二 2 加 - 
ο 
ο... 


1-5 Ν' 1-- «5 ν' 
= 人 5) +( ΣΝ ἘΣ 
5.50 设 % 表 示 具 有 ?个 元 素 的 集合 的 划分 数 。 证 明 
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ον γι 一 : Τα, 其 中 mo=1。 

证 设 w={41，4。,…， 4A, 是 集合 4 的 划分 , 则 应 有 . 

δα... UA, 
AiN A;= (ὁ--}) . 
下 面 我 们 考虑 7 十 个 元 素 的 集合 的 划分 数 wsa。 在 7 十 

个 元 素 的 集合 中 任意 固定 一 个 元 素 ， 然 后 用 剩 下 的 7 个 元 素 的 
各 种 划分 来 构造 7 十 1 个 元 素 的 划分 。 方 法 如 下 ， 

先 在 7 个 元 素 中 选取 4 个 元 素 , 这 里 Ἰκύςτ, 组 成 一 个 集 
合 , 对 它 进行 划分 , 其 划分 数 为 mi, 而 将 剩 下 的 7 一 个 元 素 和 那 
个 固定 的 元 素 组 成 7 十 1 个 元 素 的 划分 的 一 块 , 所 以 这 样 得 到 的 


1 十 工 个 元 素 的 划分 数 为 | ἢ mo 又 因为 ?十 1 个 元 素 的 集合 本 


身 也 是 一 个 划分 ， 它 对 应 着 的 所 以 十 1 个 元 素 的 集 
合 的 划分 数 应 该 是 ” κ | 
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第 六 章 生成 函数 


生成 函数 是 组 合 论 中 求解 计数 问题 的 重要 工具 之 .诸如 
用 来 求解 有 限制 条 件 的 组 合 个 数 , 有 限制 条 件 的 排列 个 数 , 解 递 
推 关系 等 等 。 此 外 ， 还 可 用 米 证 明 茶 些 组 合 恒等式 产生 一 些 特 
殊 函 数 等 。 : 

本 章 将 介绍 三 方面 的 内 容 。 1. _ 生 成 函数 νο. 
函数 ”?。 它 是 以 {1, α,-α), -. 作 汶 单项 式 谨 列 的 ,是 特别 适用 
于 作出 涉及 二 项 式 系数 (组 合 数 ) 的 序列 {αι} 的 生成 函数 。2， 


正 整 数 的 前 分 及 其 性 质 。 人 指数 生成 函数 。 ος 
“8 αν ον ΜΑΡΑΡΕΗ ΤΙΝ ΧΗΡΙΗ 


2] pi 
列 {a} 的 生成 函数 。 

61 生成 函数 

1. ἵξαο, αι, Qs,*…， Qn 是 一 序列 , 作 和 之 级 数 

}() --αο-Γἄνο--ακο)-ἰ--- Γαμοσ.» 

称 (zw) 为 序列 go， αι, ας, -.', 4rm,… 的 生成 函数 。 κ 
. 生成 函数 只 是 一 种 形式 寿 级 数 ， 我 们 并 不 关注 它 的 收敛 和 
发 散 问 题 , 而 是 把 α', α:, ο), --., Ὁ", 仅 看 作 是 识别 序列 αρ. 
三，0a 0 的 指示 待 。 例如 1 二 24 二 22 十 … 十 2208 十 … 
只 说 明 wo 一 上 G1 一 2,， 68 =: ο”, .... κ... πο | . 


ο. 生成 函数 有 以 下 几 种 运算 : | 
设 (αμ, {δε}, [ο) 是 已 知 的 序列 ;. 它们 的 生成 画 数 分 别 为 
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Α(ω), Βία), Ο(ω) ο 
(4) 3π κ --ααν, 0 为 常数 , 则 Β(ω) --ᾱ' Α(α) ο 
(Ὁ) σοι -αι ὃν, ΙΙ Οία) -- Α(ῳ) Π- Β(α) ο 


(ο φ ον” Ὁ) αι bes 则 Oo) --Α(2) -Β(ᾳ)ο 
(d) 若 b={ ασ ΤΙ Β(0) 一 2 Α(β)ο 


αν ι ο 
Α (2) 一 Ξ αχ” 
| TD 


αἱ 


(0 车 b= ΜΙ B(w) = 二 0 


(9) 在 ὂχ--αχ.ι, ΤΙ 3 (2) = 


(ο) 35 δν- 5 αν 且 Σ 路 收敛, 则 
_ ΔΩ --Α (2) 
μμ... 
其 中 A(D - Da 
ο ο ο ο 
(Ὁ 38 ὄν--ξ-αν, ΠΙ Βία) --ᾱ- Α' (9) ο (4 表示 4 四 对 
ω 的 导数 )。 | 
(j) --- Bo) = A do 


6-2 剖 分 及 其 性 质 ， 

1. Άντι, πυρ, ,x) 为 正 壹 数 %w 的 一 个 剖 分 ， 如 有 果 it， 
ms, ， Mg ἘΕΙΓΨΕΝΣ, πι ποι πιο. πι, 3ΈΒ. ws 
32192220, ΒΒ συ 称 为 此 旗 分 的 项 ,为 剂 分 的 项 数 。 不 
同 的 裔 分 个 数 称 为 部分 数 。 

谢 分 也 称 区 分 或 和 分 拆 , 项 也 称 块 。 

2. 裔 分 有 以 下 主要 性 质 Ἢ 


200. 


(a) ἥδ πι ὑε2} ΤΡΤ ὁ ΠΚΒ ΥΦ ΤΗ Απ ΦΥ 
项 不 超过 天 的 前 分 数 。( 见 题 1.9) 

(Ὁ) 把 % 拆 分 成 最 大 项 为 5 的 章 分 数 等 于 把 % 拆 分 成 5 项 

的 训 分 数 。 ( 见 题 工 .9) 

(ο) 把 %, 拆 分 成 互 不 相同 的 若干 奇数 项 的 前 分 数 等 于 把 % 
拆 分 成 有 目 共 斩 ferrer 图 象 的 放 分 数 。( 见 题 1.10) 

(ἆ) 设 Pn(n) 是 把 拆 分 成 各 项 属于 入, 2, τε, πι) {5 
分 数 , 则 {Pm(m? 的 生成 函数 是 | 


1 
| α--α)(1--ωἳ)»..(1--α") 

把 %% 拆 分 成 各 项 属于 {1, 2, τν, πι], Η m 至 少 出 现 一 次 ， 

这 种 剖 分 数 的 生成 函数 是 | 
1 1 

1-α)(1-α5)'(1-α) Ω-α)Ω-αἳ---(1--ω"-) 
前 分 数 是 Pn(n) 一 Pm_1(n)。 

(9) 设 P(n) 是 % 的 剂 分 数 ， 则 序列 {Ρ(α)} 的 生成 函数 是 


1 
(1 --σ) (I) 1ο 
谢 分 数 P (mn) ~— σσ ων. 


(8. 设 Ρο(α) 是 把 %n 拆 分 成 奇 整数 的 剖 分 数 ，Pa(n) 是 把 % 
拆 分 成 各 项 不 同 的 剖 分 数 ， Pi(m) 是 把 % 拆 分 成 不 同 的 2 的 守 
的 前 分 数 。 则 

(i) Poln) -- Ρα(τι), 

(1) Ενα) τ- Ίο | | 

8. 车 各 项 次 序 不 同 认为 是 不 同 的 前 分 , 则 把 % 拆 分 成 7 块 
的 前 分 数 是 κ) 例如 7 拆 分 成 4 块 ， 其 不 同 的 前 分 有 以 


ο 全 和 w 


下 θ 一 20 
的 上 种 。 


4 十 1 十 1 十 并 
1--4--1-ι-1 
1 十 二 十 4 十 二 
11-11-54 


9--2--1-5-1 


3 二 1 十 2 十 
3 十 1 十 i 十 2 


2 十 3 十 1 
2 二 1 十 3-+1 


2 十 十 4 十 3 


1+3- 十 21 
1+3 十 1 十 2 


1-Γ4-γ5-Γ1 


1-ἰ-2--1-59 
1--1--8-52 


1-{-1--2--8. 


4 十 2 十 2 十 工 


2 十 2 二 1 二 2 


2 十 i 十 2 十 2 
T -2 十 2 二 3 κ 


6-3 νὴ Μι 
设 Co，0H4，0a， ,ln “是 一 序列 ， 作 宕 级 数 
Joy = Got gi 2 

称 六 人) 为 序列 go αι, ἅα;-'', 0 的 指数 生成 函数 。 
和 生成 函数 一 样 ， 沸 才 生成 画 数 也 是 形式 固 级 数 αὐ .2/11, 
αὐ/2!,»'.,α/ω!»»: 只 起 指示 作用 。 -. 
通常 生成 函数 的 运算 规律 只 有 (a)， (h) πι ὦ) Ξ 三 条 适用 于 
指数 生成 函数 , 其 余 都 不 适用 。 


题解 及 评注 
8.1 确定 下 列 数列 的 一 般 生成 函数 。  ， 
(a) 1, -1; 二 《一 和 
ΠΡΟΣ 
(a 为 一 实数 ); πι 
9 τρ 
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(ο) 1. 3, 3, -.», (π 1), εν 
(1) 0, 1, 2”, 65, "Σ᾽ γρ «.. 


解 
(3) 7 (2) ο λα ... - στο 
Ρ νιν | 
十 … 一 (1-- ϱ2) 2. 
ο (ο) 1) - Ὥς ος ρα. 
(d) Πο ont ow t+ 二 = 


(6) ;(ω) --1-1-3α-ἠ-8αδἠ-:..-ἡ-παθ-τή-»»' | 
因为 et 两 边 对 ο 微分 得 
-- | | | 


19-81 -- ο - πω οτε. 


(1— ως 
ρα TO απ 
两 边 乘 α 得 | Τ 
二 二 ηλ 一 六 十 902 二 30 十 二 90 十 
两 边 对 “微分 后 再 乘 2 得 
Ce κ... 十 3 二 «ἠτηδο”ἠ-»'' 
所 以 7(o) = 一 0 十 十 2 二 + ΜΕΣ; 


ΟΝ 


»26ὰν 


评注 ”微分 和 积分 是 我 们 求生 成 函数 常用 方法 之 一 。 
6.2 ἩἨὮ ὃς {οο-θι, 99268, ":.., 99.6}, mm  δ 的 % 组 合 
个 数 ,确定 α, 的 生成 函数 ,并 由 此 求 出 cno。 

解 ”考虑 下 面 % 个 形式 窒 级 数 的 习 积 

(1Π-αἠ-α}--:'.ἠ-αρἠ-5.»γ» (1ἠ-ρή--βἠ-ν'ν ἠ-αθ-»'»}νν»» 

“(十 w 二 十 十 Ww" 十 …:) (κ) 
它 的 展开 式 中 每 一 项 α" 有 如 下 形式 
Va MT Epo, Mi na tm = Nn 
其 中 απ, οταν 分 别 取 上 自 (9) 式 第 一 个 ,…, 第 二 个 ,…*, 第 6 
个 因子 , 如 采 我 们 把 第 一 个 因子 与 6@1 对 应 ; 第 二 个 因子 与 es 对 
应 ;…, 第 个 因子 与 @ 对 应 。 把 第 个 因子 中 取出 项 w” 理解 
为 6; 被 取 了 mu 次 ， 由 于 ii 十 is 十 十 022 一 02， 所 以 如 实际 上 
重复 了 msaS 中 取出 % 个 的 一 种 取 法 , 其 中 61 重复 了 mz ὄΧ, Θ; 
对 应 了 从 次 ,…，ey 重复 了 mw 次 。 所 以 (*) 式 中 的 系数 表达 
了 六 的 上 组 合 个 数 6。 因而 太 列 {0,} 的 生成 函数 为 | 
-. ἑῷ) --(1-ἠ-αἠ-ωἠ--..-α"---.)} 


而 νη 所 以 有 


f (2) = 一 τος 一 -一 一 一 一 十 pz 十 一 一 一 一 一 ΠΕ 153 --- -». 
πι] 
从 而 有 . 
αι (11). γπ--1). (ntk—l)! {ο γπ-1 


这 与 第 二 章 和 定理 2.8 ΤΉ ἌΝ. 
6.3 ὑξδ--{οο-ει, 90:69, "'',ο9-θκ}, ar 是 8S νυ ΛΑ 
数 , 在 这 些 % 组 合 中 ,5 的 每 一 元 素 出 现 偶数 次 确定 序列 {αι} 


.Ξ:654 。 


的 生成 函数 , 并 由 此 求 出 %,。 | 
解 Φα 的 生成 函数 是 7 (wy， 用 完全 类 似 于 上 题 的 分 
ΡΒ 
Ῥία) = (i++ ΜΙ 


而 十 2 十 十 二 0 加 十 一 一 一 所 以 


f () πο, -- 1 + και 1) ο ἡ.» 


-.Ε(6-- 1) 《万 十 1% 一 Ὦ) ， 
mi! 
ΠΠ 


nn 


从 而 有 on 一 | 


显然 don-1=0(n 一 0, 1, 3, …)。 

评注 我们 也 可 以 从 田 一 角度 给 出 证 明 。 

ο — {ο5-6ι, O82, 1. 9ο. θε} 的 每 一 个 6; 出 现 偶数 次 的 2n 
组 合 能 如 下 地 以 一 对 一 形式 写 芒 的 % 组 合 等 同 。 给 定 一 个 SB 的 
2n 组 合 {πιθι, πίφθο, ---, πιμθχὶ, 其 中 πα, ma,，…， τιν 都 是 偶 


数 , 我 们 将 它 与 % 组合 μπι θι, 2 83， -让 ου] 对 应 ; 反之 , 重 


η Ε--Ἴ-ηι «8 ριθι, 4θο, τν, ῬχΘχ} 我 们 可 以 将 它 与 如 组 合 
{4ρ16ι, 298., “'', ὀρχθι) 对 应 ， 其 中 每 个 ea 出 现 偶数 次 。 由 此 
证 明了 问题 的 结论 。 | 
一 般 地 说 ， 多 重 集 6 --{οο-θι, 9955, "'", 99-6κ} 中 , αι ΒΗ 
现 αι 的 倍数 次 的 % 组合 的 生成 函数 为 
f(g) -1 
(1--ᾳ-}«(1--αΏλ»ο-».» (1 --Φ5κ) 
6.4 ὑἱδ-ίοο-οι, 9956, 99:68, 991364], αν, 是 具有 下 列 
ΒΗ 1} 35-48 8 的 nn 组 合 数 , 确定 序列 {αι} 的 一 般 生 成 函数 。 - 
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(8) 每 一 6 出 现 奇 数 次 。 

(b) 每 一 4 出 现 8 的 倍数 次 。 

(6) 元 素 6ι 不 出 现 ，es 最 多 出 现 一 次 。 

(4) 元 素 e 出 现 1 3 或 11 次, 元素 ea 出 现 2, 4 或 5 次 。 
(9) 每 一 # 至少 出 现 10 次 。 

解 ” 设 序列 {e {ΠΕ} 87} (2), ΜΙ 


(a) Ῥίω) = (vio 二 i 十.…) = A 


4 1 
(b) Ρίω)--- (1 -- ϱἳ -- αἳ 十 89 十 … ) μετρα 
(ο) πο -- (09 (1 οἳ 十 ….)3 一 ET 


(4) Fo) = (αἠ- α) to) (3 +t ts) (1. -σ-ω-- ο...) 
--αἲ ο Χο) to τα) tt σαν να 
 -ᾱ)3 
(6) f (0) = (oo 十 oa 十 ) | 
6. 5 设 口袋 中 放 着 13 个 球 ， 其 中 3 个 是 红 的 ， 3 个 是 自 
的 ， 6 个 是 黑 的 ， 从 中 取出 7 个 球 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 
. βΒ 设 不 同 的 取 法 有 m 种 ， 考虑 下 面 形式 的 短 级 数 
+ 。( 工 十 w 十 02 十 03) 
| «(1-Η-ωἠ-α3-|-αδ-}- ϱό-}-αὔ-}- α”) (,) 
它 的 展开 式 中 的 每 一 项 w 必定 有 如 下 形式 | 


ο τ αγ’ «α""-α!, πη + ma ma = η 
其 中 0<m<3, 0<ma<3, 0<ms<6。 ο” ση, wm 分 别 取 自 
第 一 个 因子 ， 第 二 个 因子 和 第 三 个 因子 。 如 果 我 们 证 第 一 、 二 、 
三 个 因 于 分 别 对 应 红 、 蝗 、 黑 三 种 球 ， 从 第 一 个 因子 中 取 ο ΒΒ 
解 为 “ 红 球 被 取 了 mz 个 ”从 第 二 个 因子 中 取 w” 理解 为 “ 白 球 


被 了 到了 ms 个 ”， 从 第 三 个 因子 中 取 zm 理解 为 “ 黑 球 被 取 了 na 
个 ”由 于 一 .二 .三 个 因子 中 最 高 次 数 分 别 是 3、3、 6, 所 以 在 任 
en 红 球 不 能 超过 3 个 , 白 球 不 能 超过 3 个 , 黑 球 不 能 超 
过 6 个。 这 样 一 来 ，(*) 式 的 展开 式 中 每 个 ο) 对 应 一 种 红 、 Ε. 
加 球 的 到 法 所 以 α' 的 系数 硫 是 @:，(*) 式 是 (αν) 的 生成 函数 。 
即 有 
Τί) --(1--ω--ῳβ--αθ»(1--α-Ἴ|-ω-}--) 
| “(1 --α- σἳ-- οὖ} οἲ-|- οὗ --- ο) 

展开 后 取 οὐ 的 系数 即 为 问题 的 解 。 

评注 ”这 个 问题 实际 上 是 求 多 重 集 总 = {3' 红 ,3 日 ,6. 须 } 
的 τ 组 合 数 一 般 讲 来 ， 多 重 集 5 一 {πη" 81, πρ θ5, 8x} 的 7 
组 合 数 α, 的 生成 函数 是 

(ο) = ο ΜΕ ποσα 

。( 工 二 十 咏 十 十 他) 

6.6 ”口袋 中 有 白 球 5 个 ， 红 球 3 个 ， ΠΝ 3 个 ， 3 δε ΑΠΡ 
5 个; 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? ᾽ 

解 问题 等 价 于 求 多 重 集 S={6 白 , 8 红 , 2 Ν 的 5 组 合 
数 。 

δε ὃ 的 了 组 合 的 个 数 为 αν, Ἡ 则 序列 τ 的 生成 画 数 为 

1 --(1-- ρα) -- αἳ----αδ):. 
(1 十 w 十 驴 十 四) (1 --ω--σἈ). 
一 十 3z 十 6z2 十 9z8 Ε11Φ}}- 1247 Ἔ 119} 
--θα΄ ἠ-θαδ}- θα ἠ- οὐϑ ᾿. | 

由 不 的 系数 为 12 ἈΠ, ο ο. 12 种 。 

6. 设 有 1 克 辣 的 竺 码 一 枚 ，3 况 重 的 夸 码 8 枚 ，7 克 重 
的 夸 码 2 枚 。 用 这 6 枚 夸 码 能 秤 哪 开 种 重量 的 物体 ? κ 
8 设 用 这 6 枚 夸 码 释 了 克 重 的 物体 有 α, 种 秤 法 , 那么 数 
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2} {αν}! 的 生成 函数 是 
Ῥ(α) -- (1--α) (1-1-α5 }- αὖ ἠ- ὦ”) » (1 ἠ- αἴ 十 04 
展开 后 得 
Jp) 1 γα γα ἵ-σὶ-Γαἳ -- 2) }- δ }- φῦ -- 279 十 wn 
十 2 十 2014 十 2 十 2 十 2017 |- ρρ18.1.. 230 
[ο }- ϱ38 }- 5 
由 此 可 知 ， 在 重量 不 超过 24. 克 的 物体 中 ， 除 了 重量 为 2 克 、5 
死 、12 克 、19 τα 93 死 的 物体 不 能 秤 之 外 ， 其 它 都 能 秤 。 并 且 
重量 分 别 为 7? 克 、10 克 、1t4 克 、17 克 的 物体 都 有 二 种 不 同 的 释 
6.8 把 正 整数 8 写成 三 个 非 负 整数 πει, πο, ns 的 和 ， 要 求 
πι, ?os3， ma 和 6。 问 有 多 少 种 不 同 的 写法 ? 
解 问题 等 价 于 求 多 重 集 S={3.m，3.ns，6.me} 的 8 组 
合 数 。 | 
设 BS 的 7 组合 数 为 w， 则 序列 {cr 的 生成 函数 为 
(2) ({ γα γα-γαῦ)λλ. (十 j 十 2 十 8 十 wt 十 5 十 05) 
展开 后 得 > 的 系数 ms 一 13, 故 满足 条 件 的 写法 有 13 种。 
6.9 在 上 题 中 , 如 果 要 求 1<m<3, 0<n<3, 2<ns<6, 
义 有 多 少 种 不 同 的 写法 ? κ 四 
解 问题 归结 为 求 多 重 集中 = {8.m，3.na，6.ns} 中 mo 至 
少 出 现 一 次 , ns 至 少 出 现 2 次 的 8 组合 数 。 即 求 多 重 集 
| S -- {2»ηη, 3.ns, 4. πι} 
的 8 一 1 一 2=5 组 合 个 数 。 
设 访 的 7 组 合 数 为 w， 则 序列 {αγ} 的 生成 函数 为 
ο (0) -- (1 -γασ--σἈ. 《1 十 Z 十 到 十 国志 十 和 十 和 十 人 十 0) 
展开 后 得 ”的 系数 ms 一 11, 所 以 满足 条 件 的 写法 有 τι 种 。 
评注 6.,5~6.9 请 题 均 可 用 包含 -排斥 原理 来 求解 ， 但 孚 


生成 函数 的 方法 显然 比 用 包含 -排斥 原理 方法 较为 直观 , 这 说 明 
生成 函数 方法 是 求解 计数 问题 的 较 好 的 方法 。 
6.10 在 一 个 程序 设计 课程 里 ， 每 个 学 生 的 每 个 任务 最 多 
可 以 运行 十 次 。 教 员 发 现 荣 个 任务 共 运 行 了 38 次。 设 有 15 名 
学 生 , 每 个 学 生 对 这 一 任务 至 少 做 一 次 。 求 观察 到 的 总 次 数 的 
组 合 数 。 
解 我 们 先 考虑 有 % 个 学 生 的 一 般 情况 ， 并 记 观 察 的 运行 
总 数 的 组 合 数 为 mw。 因为 每 个 学 生 至 多 运行 10 κ, 按 题 意 至 少 
运行 工 次 ,所 以 {o 序列 的 生成 函数 是 
(ο -ἠ- ο -- αὖ ---αἳ-- οὐ {αὐ -- ο --- αἳ -- αἳ αν) 
一 [(z 十 oa 十 oa 十 …) 一 (cd 二 ol 二 ol13 十 )]" 
-- [ο(1--α--α3--ᾱδ---..) --ο1(1--ῳ--αϑ-ἠ-οθ-ἠ--:.) 1 
το ΕΕ λα 221 


1 
--ᾳ᾽ (1 --αἰοὺ»... 一 
(1 ) 1-5)" 


一 op 。 号 ( |. (一 1)2z.ztok 。 ἘΝ λα 


Ν 位 3 τ μυ. 


个 


ο τοῦ 的 系数 是 运行 总 次 数 为 n 十 7 十 10%k 时 % 个 学 生 运 行 次 
数组 合 的 总 个 数 , 本 题 运行 总 次 数 为 38, 故 有 

nit? 二 10k=38 
以 m=15 代入 得 7 十 10k= 二 23, 解 得 


7 二 23 二 13 "二 3 
[po {a1 ο 
因此 各 种 组 合 总 个 数 是 这 些 胡 7 值 的 三 组 系数 的 总 和 , 它 是 
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1δ--08- 11/15) (16-18-1115) 
(a No) ο Ἆαὶ 
+ ) 人 3 )=5,806, 283,700 
3 3 
6.11 设 oo αι, 9», ---, ἄν, 是 1 =0 1, 3, :.: ΒΗ αν 
--πὸ 记 定 义 的 序列 。 证 明 %w==1, 3, 8, … 时 有 四 =a-i 十 3n3 一 
3n 十 1， 并 应 用 这 一 递 推 关系 去 确定 这 一 序列 的 生成 函数 。 
解 。 因为 0 一， Β λα. (η -- 1), 故 有 … 
μμ. 
即 wm 一 ws_i 十 3 一 3 十 工 。 
设 序列 {αι} 所 对 应 的 生成 函数 为 / (ο). 即 - 
f (9) ο σα + tan + 
f (0) --α[ (9) 一 Go 十 (Qi1 一 Qo)w 十 (αρ-- σι) +. 
+ (ga— ας wt Ἢ 
即 
(1-- 9) }(α) -- αο-- (αι-- αο)α-- (Gs—m) e+ 
μα - 
因为 αρ -- αν. + 一 3 一 2 十 荆 ， 令 b, =n 0n=n, =1。 
序列 {0,} 的 生成 函数 为 ΜΙ. ~ 
το κκ nt 
πα 2 9” 5 -| 、. ,十 已 at 十 ο) 


-. (1) 
(1--α)' 
序列 {οι} 的 生成 函数 为 
φαί) ο ο. κ 
ΝΩ͂Ν 


. 8270» 


序列 {0 的 生成 函数 为 


θείῳ) Ξ- ϱ)-]- ο --- αἳ 十 ,一 τς | 
(1—%)f (2) = 391(%) 一 39ga(z) 十 ga(o) 一 πο 1) 
Ep «23 4 4ο 1) 


(1—%)’ 
评注“ 有些 序列 {w} 的 生成 函数 很 复杂 , 需 由 几 个 生成 函 
数组 合 而 成 , 本 题 是 这 方面 的 一 个 简单 例子 。 

6.12 把 上 题 推 广 到 一 般 情况 , 设 是 一 正 整 数 ,序列 {αι} 
(mn 一 0, 1, 2, …) 是 由 αι πλ 所 定义 ,确定 这 一 序列 所 满足 的 递 
” 推 关系 , 然后 确定 它 的 生成 函数 。 | 
ας 3) αι πἳ, αι απ (α-- 13, 所 以 


Cr 一 w _ :一 nr -一 (nm --- 1) 1 


τον 
ο 


ΗΙ ment ||( 1 } πο} 一 ( Ν ] + 十 (De | 


ο δε {αι} 所 确定 的 生成 函数 是 Fo)， 并 设 δ) ----:, δῷ-- 
mn， 于， 序列 人 2 加}，{0 中 },，…，{0%} 的 生成 函数 分 
别 是 φι(ω), ο-(α), ---, φεία), ὮΒΠΚ 
| f (0) -- αγ (2) = (αι-- ἄν) ot (ας --ᾱι) + 

+ 


| 


k k 
而 | ο” ο. πλ α- γε.» --- (-- 1) 131 


ὁ ὦ Ίο 


Fk 
(1-- +)f (2) = (1 ) ση (α) 一 人 ) 0ο (ο) 十 。。， 


十 《一 功 σοι (2 
hk ‘ky ΚΕῚ 
Μο μου. 
外 “一 一 一 一 一 一 一 一 
6.18 (a) ο αλ ας. 
义 , 确定 这 一 序列 的 生成 函数 。 
(Ὁ) 设 序列 ία, (η--θ, 1, 2, …) 由 一 (所 定义 确定 
这 一 序列 的 生成 函数。 
(ο) 设 序列 fc 一 0, 1, 2, -.») ΒΗ ο... 确定 
这 一 序列 的 生成 范 数 。 | | | 
ο { ᾖ-]-ὁ--Ἱ 
κ 首先 有 并 二 ὃ 人 ο ο 
成 函数 为 Γ(0)ο | 


(a) /) - (, ΑΡ ο 
ΜΙ ο ο. 


4 _. 2 τς στα 3 _ 。 «4 
παπι πει ο τρ 2) | t 
Πα TY 一 | 


μμ 


.- -2 [11:8ᾳ 1 σσ 2 十 3(38+1) (3-2) - 
9 


O72. 


B+) B+) αμ. 
十 TT ”TT | ” 
1 ο 


2 (1 --) ὃ Ν (1 --) ὃ 


- | ο... 


44 Κυ: ατα. 1) - 
二 


1 


σα ὦ) ο. | 
/Kk οσα ο, κα. 
5 τω [κ]. + }» Τ᾽ “Ὁ ΣΕ 


αἵ 


(= ---) tl 
6.14 应 用 生成 函数 的 方法 解 下 列 递 推 关系 。 
(a) { mm 一 50 1i 1 O02 n>2, 
ἄρ--1, αιτ- --2, 
αᾱ- 1θα,ο-θας αβὸ, 
(Ὁ) [ο ᾱι--1, oa 一 2 
解 (9) 设 {σι 的 生成 函数 为 
(0) 一 Go 十 CH8 十 Ga0 十 … 十 Ont" 
则 —Bwf (2) ----δαρο--δαια"---.: --δαι ιΏ"---:. 
θ03 (2) --6αραξ {-θαχαῦ|-«..-[-θα, ο το 
以 上 三 式 相 加 得 
(1—Bw+6%)f (0) =0+ (81 — δαρ) 
+ (ga— Bot+ 600) 2 二. 
+ (α,-- θάμ οι θα 9) Ω" ο. 


9 他 了 e- 


因为 对 于 >2 αι --δαι.ι θα, α--0, 288. wo 一 1 αι”- 
一 2, 所 以 有 κ : 
(1--δο--θαϑ)ξ(α) 一 1 一 70 κ 
即 : | 
-Ἠα 1-7y 5 4 


了) 一 1— ντος (1-- Θα) (1-- -8ο) του 1-8 


-ὄ-(1--2ω--23φ}1--..{-2νῳ"η--.») 
—4(1+ 3% 二 +33w2 十 … 十 3"w" 十 ，…) 
所 以 ᾱ.--δ-2»-.4.8" (n=0, 1, 2，…) 
(b) 设 {c 的 生成 函数 为 
Ρα) --αρ-Ωιο--αρο'-|-«:'.--- ὤκω"-Ἴ-»« 


则 一 fo) 一 一 aop 一 0402 一 一 -do 一 …。 
一 9zaf (α) = --θαρα] --Θαισὶ ---.--Θθα.. αα"--»» 
9 (2) 一 96oz8 十 十 9c， az 十 . 
以 上 四 式 相 加 得 
(1 --α-- θα --θαδ) { (α) 一 ao 十 ών 
-ἴ-(αο-- αι--θαρ) αἱ -Γ (αξ-- αν -- 04! -|- 040) αὖ -ἴ-»». 


十 (αμ--α, ι--Οάν ο-ἷ- θα μα. 
ΤΠ σρθ,αι--1,αι--2 且 当 nn 之 3 β,α,--αι.1--θα, 9--θα, ο--0, 
所 以 有 
(一 2 一 9z2 十 9z8) (op) --ῳ-ἠ-ω 
ΒΗ | 
Λία) = et οι μα 
Ἱ-α-- θα) θα (--τ)(δο1-Ώ (δο-- 


᾽--------νν, '''ν''''''',.''.'.'.. αν. ----------- πα. ῃ 


4 zi 12 δρ! -1 8 ὃὅσ- 1 
4 Ίο, 12 1-Ἴ1ϑφ 3 1 一 30 


ο 274. « 


而 νε: νυ μ-- 
1--2 
---------ι--βωο-!-ϑθως--»»»--(--1)"8α ο 
«Ὁ ᾿ 


二 1 十 3w 十 33w 十 一 十 3*w? 十 …。 


从 而 有 


-DD)" 8 }-ᾱ--8» 


~ - 子 一 于 (一 03.911.911 


ο. 
κ] 


4 
ΣΕΤ. 当 % 为 奇数 时 

6.15 示意 题 6.2 的 另 一 解法 。 : 

设 S= {0:61, 900 6ο, ”CO。 “Cn}, 求 S 的 % 组 合 数 。 

解 设 S 的 组 合 数 为 f(t, n)。5S 中 的 et 有 二 种 .可 能 ， 
(De 不 窜 选 进 任何 一 个 % 组 合 。 (2)ei 军 少 被 选 进 一 个 % 组 
合 。 对 于 情况 (1), ww 组 合 中 的 郊 个 元 素 必 须 取 目 其 它 & 一 工 个 
不 同 的 元 素 , 故 有 (一 二 四 种 选 法 。 对 于 情况 (2)7 n 组合 中 
的 其 它 % 一 1 个 元 系 必 须 取 电 《个 不 同 的 元 素 中 ， ή Ἡ Τά, 
n 一 1 种 取 法 。 由 加 法 原理 得 

ΤΩ, τὴ =f hl, 从 上 十 让 (RE n—l) 
显然 有 f(X, 0) =1。 下 面 用 生成 函数 来 解 这 个 双 参 数 的 递 失 关 
系 。 
我 们 固定 令 {f(%; τὴ} 的 生成 函数 为 
G(r) =1+f(E, Dotf lh, 2)α +f (Ek, 9) αἲ + 
则 | 


χο 


ο. σκ(α) αν ία) 一 (2 十 (1 1)v3 + fk, 2) αἳ ἠ-:::) 
十 (十 一 二 Ὀσ--}(-1, 9) α3 
+f(h—1, 8)αβη-...) 
=1+ [1 -α, 了 jz 十 [7 十 (一 于 2)] 0 
十 [8 2) 1-}(--1, 3)]z8 十 … 
=—1+f(k, Dot+f (ph,2)2+f(h, 3)28 十 … 
— Gy (ο) 


所 以 有 (ο) = 二 G%-1(w) 。 由 此 递 推 下 去 得 


Gh (%) er (ο) 
而 
αι(ϱ) =1+f (1, Dotf (1, 2)οἳ- (4, 3) w+ 
十 f(1 0 十 二 1 十 vw 十 态 十 后 十 十 十 
τ» 
所 以 有 


1 
σι () 7 
ο wt ΕΦΕΤ ΚΕ 29 1-5». 


Ν ht DD- (ht nl) ΝΥΝ 


从 而 得 a -人 


σι] Nn 
这 和 题 6.3 的 结果 是 一 致 的 。 
6.16 用 生 成 通 数 的 方法 解 题 5.39 一 一 求 由 ”++2 条 边 的 
屿 多边 形 为 它 的 对 角 线 划分 所 得 的 区 域 个 数 ， 其 中 假定 没有 三 
条 对 角 线 在 瑟 多 边 形 内 部 有 公共 乓 。 


有 Ga 


. Να 设 划 分 的 区 域 数 为 上 uv ， 则 题 5.39 建立 的 递 推 关系 
龙 
| ἦν (η) =h(n—1) ων jn 久之 了 
η(0) =0, (1) =1 
设 {δν(α) 的 生成 函数 为 
Τ (2) (0) Π-λι(1) ο}- (2) GL EAL 
则 ΠΠ 
-α[(ῳ) ----μ(0)α--λ(1)α--Τ(2)ως--.. --Κ(α--1)α"--.: 
两 式 相 加 得 
(1-5) (ο) = [Λ(1) --Α(0)]0-- [Lh(2) --(1}19᾽ 
ἠ- [4 (8) --}(2}1αἳ }---- 
十 [ο (πι) --λ(--1)]9”----: 


-+ |[( 3 )+2| e+[( ον op 十 … 
ου 


上 《4 十 202 -- θα --- ο. σσ -- ο.) 


ο. 


故 
Τζο) -Ξ (ω}-205-}- 8ωῦ }--.» ἠ-γιῶ"ἠ-»-) 
«(1Παήἠ-αδἠ-':.1--δη-»'») 
ΑΜ... 
(1 十 2 十 2 十 十 十，…) 
因为 有 
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ΜΕ ϱΑ ϱ μα 


取 双 一 3 展开 了 (ww) 可 得 的 系数 


. η -ἰ- 1 ; 3 
NR) = (nt (πι 1) ---»-» -- 1) +|( 9 ο. 


n(n n 十 2 
+ ) 

61: 放射 化 学 家 做 一 种 试验 ， 把 Ἡ, 分 子 喷 射 到 一 个 面 
上 , 形成 厚度 为 一 个 吾 原子 厚度 的 滤 膜 。 一 个 Hs 分 子 由 二 个 
Ἡ 原子 构成 。 我 们 取 工 xm 的 方 格 的 矩形 作为 这 个 面 ， 每 ΤΗ, 
分 子 占 有 相 邻 的 二 个 方 格 , 这 样 将 但 成 有 些 格 空 着 而 其 它 的 Ἡν 
分 子 无 法 占用 。 ΚΣΕ ΥΝΕΜΚΟ 

解 ; 

如 图 6.1 所 示 ， 车 第 一 个 Hs 分子 占有 + ὁ 1-2 两 个 格 ， 
则 它 把 1xn 方 格 分 成 两 段 ， 即 1 和 ++3->n。 令 0 为 入 个 
格子 中 的 平均 空格 数 。 则 ο... σι 


ΤΙ αι ;5， 假定 分 子 落 入 所 有 相 邻 两 格 的 概率 相同 均 为 ποτ, 
则 有 

一 ο | 

ο ο σα πα ον 


ο απ 
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(απ Ίαν — (WW—2) 1 26, 3 (πο) 
显然 有 mo 二 0, ὧι-- Ίο 下 面 用 生成 函数 来 解 此 递 推 关系 。 
首先 有 aa=0.ai 十 2.ao=0。 设 {αι} 的 生成 函数 为 

ο Μία) =aot ow 二 gar 二 十 vw" 十 … 
4 (w) = 01 十 20at 十 330932 十 :十 Nn0 了 


则 
το. Α’(α) =010+ 2000 + B08 二 二 nO" 十， 
所 以 有 . ΠΠ . 
2Α’ (0) --Α (2) 一 一 Go 十 0a02 十 20a08 十 ,。 
ἡ- (ου-- 1)αμο'Π-».' (1) 
--[ῶ.Α’(α) --- Α(ο)Ὶ = 一 gaz8 一 20sct 一 …。 
-(Ο-λλα,..ι"-- (η --1)α, mt1 (2) 
-- 9454 (ο) 一 一 20408 πα 一 2 (8) 
(DD+(2)+(8) 得 | ΜΙ 
(α--α) Α’ (ϱ) Ξ (1--α--2α5) Α(α) 
解 此 常 微分 方程 得 Ἢ | 
Α(α) πο. τος 
ἜΠΗ ο 为 常数 , 因为 Τι 


ΜΝ ον ζω ολ 4 On 
6-2z 一 1 十 人 一 及 5 人 一 所- 二 二 全 区” oo 二 
1l! 21 nl 


一 履 十 225 十 ..υ 十 2 十 so 


(1 -) 3 
所 以 ο“ τι σσ 的 展开 式 中 的 系数 为 


ὖ το Le (n>1) 


即 有 α.--ο- Ἔδ- ca -因为 di 一] ΒΡΕ ο--1, ΜΠ 
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6.18 σι ΜΗΡΗΗ--ΛΑΙΑΕΞΙ ΑΗ ΗΕ λ. περ σὲ 
相交 的 对 角 线 ， 以 划分 区 域 为 三 角形 的 Ἠ]όγο ἈΛΚΉΝ 条 
边 的 点 多 边 形 的 对 角 线 三 角形 谢 分 数 。 (529) 

ΒΕ ”本题 就 是 上 一 草 的 题 5.25。 设 办 表示 ?十 二 条 边 的 本 
多 边 形 为 它 的 对 角 线 所 划分 成 的 三 角形 个 数 ， 在 题 5.25 中 已 建 
立 了 过 推 关系 式 : : | 

Ι΄ Dons n>2 (4) 
σι 1, ga=1 

现 从 另 一 角度 解 出 它 。 设 {αι 的 生成 函数 是 

fw) 一 0 十 0o0 十 十 Cr0p 十，…， 
将 ,jw) 目 乘 得 
12(ᾳ) --(αι---αοα-|--»--ἱ-ακο"-|----} 3 | 
--αιΏ-- (αισ»--αραι) οὗ + (αιαῃ-]- ἄρα» t+ G301) ο-|- 
Π- (άια..1---αρά...2ἠ-''' Ἱ-ᾱ, ιῶι)ω"---»'' 

ΑΒ Αν (κ) σι--αρ1 的 事实 得 

ο ο.” 

=f (2) --σιος-] (ο) --ᾱ 
即 有 广 (o) -}(ῳ)-α--0, 解 得 
αλ... 

由 {(2) 的 定 你 知 ，f(0) 一 0， 而 f1(0) --1, 不 合 题 意 ， 故 只 有 
fa(2) δε ΒΕ, 于 是 


jE (dn)3 
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因为 ο “π ο 


--1 


ἅπ--- 4ο ]ζλ., "|| «--ᾱ- ΠΠ 


(1-44) = 1+ > 了 (--1γ".4».α" 
- ο 9 {2-2 
σοκ. 


ΗΒ 


Dn 一 2 | 
从 而 有 “| ΜΝ ) {ΒΝ Catalan 数 ， 同 前 面 得 到 的 结论 


6.19 考虑 内 有 核子 以 及 高 能 和 低能 自由 粒子 的 核反应 堆 
里 的 原子 核反应 。 可 能 有 两 种 事件 ; (1) 高 能 粒子 接 击 一 个 核子 
并 被 吸收 ,引起 发 射出 三 个 高 能 粒子 和 一 个 低能 粒子 ; (2) [86 
粒子 撞击 一 个 核子 并 被 吸收 ， 引 起 发 射 两 个 高 能 粒子 和 一 个 低 
能 粒子 。 我 们 假定 每 个 自由 粒子 在 它 被 发 射出 lus 之 后 发 生 
一 个 事件 , 假设 在 +=0 时 刻 仅 有 一 个 高 能 粒子 射 呵 一 个 仅 有 核 
子 的 系统 , 我 们 需要 去 决定 7? μα 时 刻 , 系统 中 高 能 和 低能 粒子 的 
个 数 。 

解 ” 设 α. ΤΙ δ, ΔΡ ΒΗ ΑΙ τ 时 高 能 和 低能 粒子 的 个 数 , ΜΙ 
和 3 οὗ 
Ω; -- 80». 1 20r1 
| by = 1 + bey - 
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ΠΔ αο”-.1. bo 一 0。 

4 (2 一 Go 十 Ci 十 Ca22 十 …。 
序列 {δε} 的 生成 函数 为 

Β (ο) --ὂϱ--διἁ-- δε 全 
Χ) (4) ΑΗ 121378 


αρ δν δα, ο + δν 2Ο, ιδ 
ΤΞΊ κ αν 


Ms 


-- 
|! 
μι 


Ms 


ὃς. 2! τς > Ων. 1.2” 十 2 ὃν «ο 
1 7 二 1 γ--1 


Α() --1--83-2Α{α) }-3-α- Β(α 


- 
| 


Β Βα) --ᾱ-Α(α) --ᾱ- Β(α) 
解 此 联 立 方程 得 
λα = Ίο (3 十 /了 /6 十 (3— ~ 3)/6 
Ἱ--4μ ο Ἱ-- (9-8 λος 1---9Ψ8)ε 
ΒΩ) = ” 8/6 V3/6 
lil—4dzt+2” 1-(2t+tV3)s 1—(2—~V3)z 
展开 后 求 得 


m3 HVE) + VD) 


bMS Θ᾽ ME 8)’ 


6.20 在 一 个 核反应 器 内 有 两 类 粒子 ,在 每 一 秒 钟 里 , 一 个 
αλ {ΒΑ ΤΙ 一 个 及 粒子 分 裂 为 一 个 wx 粒子 和 两 
个 B 粒 子 。 如 果 在 时 间 + 一 0 时 反应 器 里 只 有 一 个 w 粒子 ,那么 
在 时 间 {:- 100 时 , 总 共有 多 少 粒 子 ? 

解 ” 设 1=? 秒 时 , 反应 器 里 有 co 粒子 w 个 和 有 粒子 0 个 。 
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则 由 题 意 可 以 列 出 递 推 关系 


Wr = ὄν... 
ΓΣ 。 (5 
ὂ, -- oy_1 十 20,_1 
显然 有 to=1, bso=0 


设 序列 {ov} 的 生成 函数 为 Α() -- Ὅλα, 


2, ΠΕΡῚ {δρ} {8 1: 
成 函数 为 Be) = Sb,. z"。 对 (*) 式 两 边 求 和 可 得 


Ξ Ωγ’ = 2 ὃν ο 

Ί---1 + 二 1 

b,.*%’ =3 Σ α- ιδ) 十 2 Ἐ ὖ, «2 
7 二 1 Li 

Α (2) --1--Ξ- Βία) 


(0) --8-2» 4 (2) -- 288 (ϱ) 
Α(0) = 22 一 工 


. 1 1 3 
ποτ αίττς 'ὶ 

— 3% 3 1 1 ) 
2) 了 2 二 22 一 工 


Bl 


由 4 


解 得 


4 
展开 后 得 - α,---τ-[9΄ἠ-8ο(-1)η 
δ, ----[9'-(-1)η 
μὶ ὑ--100 1 


1το 


Wi00 一 1 [5100 十 3 ， 
4 
bio0 = [19 — 1 
所 以 总 的 粒子 数 为 3 个 。 


6.51 证 明 将 正 整 数 m 划分 成 若干 个 w， 若 干 个 3， 车 干 
个 c,… 的 方法 数 的 生成 函数 是 ET 
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证 首先 可 以 证 明 将 m% 划分 成 若干 个 &， 寿 干 个 2， 和 在 干 

个 o…… 的 方法 数 等 于 整数 方程 | 
σαι --- 003 十 CO3 十 一 ?1 (κ) 

的 解 的 个 数 。 因为 大 给 出 πο ΤΠ 2} ΒΗ αι Ίνα, wa 个 ὂ, «0 
个 c,… 构 成 ， 则 有 awi 十 52s 十 cma 十 … 二 m; 反之 ， 若 给 出 了 方 
程 woi 十 bxa 十 cza 十 … 一 22 的 一 组 解 人 zi，2Zs， 03…) ， 显然 能 得 到 
η αι Ίνα, ws 个 8, oa 个 o… 构 成 的 和 mo 的 一 个 训 分 。 因此 两 
者 一 一 对 应 , 从 而 证 明了 上 面 的 结论 。 

在 


Te (1 ο +w 二 w ?十 ，…) 
αλ ολ 2 ο. 
的 展开 去 中 , 项 w” 必 可 写成 
Po ο ο Ολο 
这 里 α΄, ο», ο", 分 别 取 自 第 一 ， 二， Ξ, ἡ 1ΒΠΆ, τυι, 
mz，ms,*… 都 是 非 负 整数 。 于 是 可 得 
m= πι -ἰ- "νοῦ --- Ὥνασ--»-" 
所 以 (αν, πυρ, ms,，…) 是 方程 (*) 的 一 个 非 负 整数 解 。 反 之 , 给 
Η (κ) 式 的 任 一 非 负 整数 解 rt，ms,m23,…) 一 定 也 对 应 大 版 开 
式 中 的 一 个 项 w”。 所 以 (*) 式 的 非 负 整 数 解 的 个 数 等 于 展开 式 
中 ?的 系数 ， 从 而 说 明 将 mr 划分 成 若干 个 4, ΠΤ δ, ἩΠΤῈ 
个 c,… 的 方法 数 的 生成 函数 是 


1 
评注 ” 若 令 Po(m) 为 将 % 分 成 每 项 是 奇 整数 且 人 允许 重复 的 
旗 分 的 数 月 , 则 {Po (wD)} 的 生成 函数 为 


-------.-ᾱ-.....----- 
人 一 二 αὐ» α-α»'' 


. 28.4. ο΄ 


ἘΣ Ρο) Ἀλλπ ΒΑΣΗ, ΛΙ {Ρώ}} ΗΕΔ, ῥ8 ΒΓΕ 
1 、 Ν 
Io Tp) 当即 较 大 时 , 由 此 求 出 了 (ww 是 较 困 
难 的 , 所 以 数学 家 给 出 了 它 的 近似 值 
Po) πες ου δν 
ἜΣ Ρε) επι Ισ Ρα, 2, τν, ος {θ[}2}88ς 
ΕΙ, 则 {Pr(mw} 的 生成 函数 是 


1 
6.23 求 下 述 剖 分 一 一 把 正 整 数 % 拆 分 成 各 项 属于 {1, 3, 
…, Mm} 且 m 至 少 出 现 一 次 的 个 数 的 生成 消 数 。 
解 ” 应 用 上 一 题 的 结果 得 所 求 的 生成 函数 是 
1 1 
或 (1 -) (圭一 022 (1 — ow”) 
所 求 的 谢 分 数 是 Pn (WD 一 P。，:x(m) ο 
6.28 证 明 在 (1--α5) (1 十 办 (1 十 wr)… 的 级 数 展 开 式 中 ， 
om 的 系数 是 将 和 m 写成 用 4, δ, e，… 且 至 多 每 个 取 一 次 的 和 的 
方法 数 。 
证 “我们 可 以 在 级 数 的 第 一 因子 中 要 来 选取 1， 要 来 选取 
w%， 没 有 再 选取 其 它 的 余地 。 对 于 δ, ο, … 同样 如 此 。 所 以 在 
级 数 的 展开 式 中 , om 的 系数 是 将 和 m 写成 用 4，5，c，… 且 至 多 
每 个 取 一 次 的 和 的 方法 数 。 
评注 38 Ρι(α) 为 将 % 分 成 各 项 完全 不 同 的 剖 分 的 数 
目 。 则 {Pa(n)} 的 生成 函数 为 
(1-1) (11-43) (1.1- αῦ) α γα)». 
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ἜΣ Ριζα) τι Δ} ΠΠ 57515} 0 2 ΠΕΠ ΜΗ 2ΓΑΧΗ, 


(1) (1-03) (1.ἠ- ο) (十) ».: 
6.46 ΧΙ ΓΡΓΒΗ͂Σ πι, 证 明 Po(n) = Pa(n)。 
证 因为 {Pa} 的 生成 函数 是 
(1) (1-1-ω3) (1--ωὔ)»»: 
工 一 2 
1-- 
ατα 


而 ]ἠη-ῶ-- 


1-2 


将 所 有 的 式 子 相 乘 得 
(1 -ο) (十 02 (1Η-ω7}) (lw) 
站 wt η 
~ 1-» TS της τος 


- Ω-ω)Ω--α)Ω--αὖ)--.... 


这 和 恰 是 {Ροίι)} 的 生成 函数 。 即 {Ρο(ι) } 和 {Palm)} 有 相同 的 


生成 函数 ， 故 对 一 切 % 有 Ῥοίπι) = Pa(n) ο 


评注 ”本题 在 题 4.38 中 已 用 包含 -排斥 原理 证 明 过 ， 此 外 


我 们 还 可 以 给 出 它 的 组 合 证 明 。 


则 


到 和 完 ， 任 意 一 个 十 整 数 均 可 唯一 地 写成 不 同 的 2 的 蛤 次 的 


和 。 因为 任 一 正 整 数 均 能 唯一 地 写成 二 进 制 数 , 在 二 进 制 表 示 


中 , 出现 1 的 位 置 的 大 次 的 和 即 是 此 数 。 例 如 
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(100) 1o= (1100100) 9-20 -}- 25 1-27 
Ες ο ΠΕ} Ἐν ΒΝ οι 1 1, ws 个 ὃ, vs 个 5 : μμ. 的 和 , 而 
这 些 数 αι, αι, αι, .'' 的 每 一 个 都 可 用 唯一 的 方法 写成 不 相同 
的 2 的 大 次 的 和 , ης 
ο ο ο. 十.…。 
Xs 二 2 十 2 十 20 十， 
Ορ = 2% |-. 20s 0 
则 
N= (28242 二 ) (Τὴ + (2 二 20 十 20 十 ,…) (8) 
十 (26 二 25 二 22- 二 (5) + 
一 (24 十 20 十 224 十 十 (3.24 十 3.22 十 8.22 十 …) 
十 (5.24 二 52 十 5.36 十.…) 十 …， 
在 此 和 式 中 每 一 项 均 不 相同 ， 所 以 得 到 一 个 各 项 都 不 相同 的 % 
Η Πο 
反之 ,车 给 出 了 各 项 均 不 相同 的 m 的 前 分 , 我 们 也 可 以 让 它 
对 应 一 个 各 项 是 奇数 的 谢 分 。 有 具体 步骤 如 下 ; 
第 一 步 ”将 谢 分 中 的 每 一 项 写成 2 的 攻 乘 上 一 个 奇数 的 形 
式 。 例 如 和 = 全.…(5) | 
第 二 步 ” 将 带 有 相同 奇数 部 分 的 数 加 起 来 。 例 如 , 215), 
(15). 25(15) 可 变 成 15. (2* 十 2? 填 2°) 一 15Xx341=15 二 15 十 15 
十 … 十 15 共 21 个 15 相 加 ,这 样 就 将 一 个 各 项 均 不 相同 的 剖 分 
转化 成 只 有 奇数 项 的 前 分 了 。 
所 以 ， 和 名 项 均 不 相同 的 % 的 谢 分 和 各 项 玫 是 奇数 的 πι 的 剂 
分 之 间 是 一 一 对 应 的 , 从 而 证 明了 对 一 切 风 有 ο) Pa(n)。 
这 些 方法 均 没 有 生成 图 数 方法 简明 。 
6.25 证 明 对 于 所 有 的 % 有 Pi(n) --1ς 


ο 287 。 


证 因为 {P;(m)? 的 生成 函数 为 
(1) γα (十 2 γαλ. 


_ 1 2 
而 Ἱ--ω-- τρ 
1— wt 

2 一 
1 -|- τ» 
-- 
1- γα = Τα 
νη 
1 {-αὓ-- σα 

将 这 些 式 子 相 乘 得 


(1-2) (1-43) (1-1-α5) (1 1- ϱ8) ... 
a -一 ο. . 16 
ας αμ 1πα"' 1 --ᾱ- - 1--ᾱ .-- 
1-2 1 να” 1 --ᾱἡ- 1. 


—— ο... 
1.--ῳ 


此 即 序列 {11 ΗΕ ΡΑΧΗ, 故 对 一 切 勾 有 Pi(n) --]ο 

评注 ”这 是 “ 任 一 整数 可 以 唯一 地 表示 成 一 个 二 进 制 数 ,而 
一 个 二 进 制 数 又 可 以 唯一 地 表示 成 2 的 窒 次 的 和 ”的 间接 证 明 。 

6.26 假设 (N, n,m) 是 将 太 分 成 % 项 且 每 一 项 小 于 等 于 
πι μὴ Π 4Η 3 Ε ο ἩΕΒΗ͂, 它 就 是 在 

(Zw 
的 展开 式 中 οὔ 的 系数 。 

证 8/ΠΠ:Β Ν ή] -- 1Η} δι, δρ, -:., ἕω, ΠΙΡΤΗ δι δὰ 
Ἔν. .Ν, Ηδ,πο(]--1, 2, 0， 反之 ， 给 定 一 个 方程 
0 十 go 十 … 十 和 一 入 Ηὑ,πι(]--1, 2, 人 的 解 ， 也 就 得 到 了 
Ν 的 一 个 符合 条 件 的 训 分 。 所 以 (W，m πι) 应 等 于 方程 ἐν -Γ ἐρ-ί- 
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ο ΕΝ ΒΗ δ,Ἕπι(}--1, 2, 全 的 解 的 个 数 。 

骨 证 此 方程 的 解 的 个 数 等 于 展开 式 (十 说 十 … 十 w”)" 中 的 
ο” 的 系数 。 

在 展开 式 中 , 每 一 个 w* 的 项 具有 如 下 形式 

ο ο ee eo pin = ας 
其 中 ον 取 目 第 一 个 暴 级 数 (w 十 侣 十 … 十 w”)，w* 取 自 第 二 个 徊 
“1 Ἡγ(αΠ-ωΠ--:.Π-ω"), «ο ΠΗ 58 οι πε κ (sw 十 人吉 十 … 
γω”), ΡΜ 
ἐμ--ὀρ-!-»'."-Φμ--.Ν, ὁ, τπι(]--1, 2, ---, τὴ 

故 方程 镁 十 家 十 十 名 二 入 ὁ, κπι(}--1, 2, -:., τ) 的 解 的 个 数 
是 (2 二 2 十 … 十 w")" 展开 式 中 αν 的 系数 。 κ 

6.27 证明? 的 一 种 削 分 (在 这 些 放 分 中 仅仅 奇数 项 是 可 
以 重复 ) 的 个 数 等 于 史 的 另 一 种 前 分 (在 这 些 谢 分 中 没有 一 个 项 
出 更 的 次 数 大 于 3) 的 个 数 。 

证 ”将 郊 划 分 成 仅仅 是 奇数 项 可 以 重复 的 方法 数 的 生成 画 
数 是 

1 

λα ες 2 )* 
而 将 ?划分 成 每 一 块 的 重复 次 数 不 大 于 3 的 谢 分 数 的 生成 函数 
为 


. (1-Η-ω) ας + vw) (1 -- 8) ov 


ο ΑΕ ο ο Αα Τρ. 


一 天 一 一 -- 十 | | 


ο 


ΠΕΝ Co 


» 一 --- (m3 十 ww 十 ἐν) | ο... 


Ἱ--α 1-αξ τας 
Ί-ω 1-α᾽ ἩἹ-σὸ 
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«(Το (113). --- αΏ (44 (11 σ) da) 40) 
|-2 六 x : τω 


αυ μυ ο 
(1 --ᾱ) (1--αὔ)--: 

此 即将 m 划分 成 仅仅 是 奇数 项 可 以 重复 的 方法 数 的 生成 函数 ， 
从 而 命题 得 证 。 

6.28 证 明 将 分 成 不 超过 二 项 的 前 分 数 昌 是 | 艺 |+1lo 其 
中 | 各 | 表示 笃 的 整数 部 分 。 

证 ”由 题 1.9 知 ， 将 % 划分 成 不 超过 二 个 分 景 的 剖 分 数 等 
于 将 划分 成 最 大 项 不 超过 2 的 前 分 数 。 而 将 % 划 分 成 最 大 项 


νιν. 
1 1 1 1 


-ᾱ- (1--2Φ}-8ω᾽-- 495 »» {-γρτι-- (mw 十 wr 十 …) 


+ 三 (十 如 十 十 人 0 十 … 十 十，…) 


一 ] 十 作 十 222 十 22 -- 8ο -|- 80’ -- 4αρῦ-|- 4ο Ἴ- »». 


ΠΣ 
μον ο ο ο. 


6.29 数 % 的 一 个 剖 分 ， 如 果 从 到 mn 一 1 的 每 一 个 整数 ， 
都 可 以 用 唯一 的 方法 将 它 写成 前 分 中 前 分 项 的 和 ， 则 称 该 谢 分 
是 完备 的 。 例 如 7=4+2 二 1 不 是 7 的 一 个 完备 前 分 , 这 是 因为 

]=1 
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2 -- 
ο--1--4 
4---- 4. 
Bb 一 4 十 1 
6 二 4 十 2 


证 明 的 完备 剖 分 的 数目 等 于 将 mn 十 1 分 解 因子 的 方法 数 , 这 里 
央 子 的 次 序 要 计数 , 而 1 的 因子 不 计数 。 
n=hi 人 tit hota 二 hsb (3) 
αὲ πι ή --1.έά ΜΙΑΣ, 它 有 Κι 个 大 小 为 如 的 块 , ba 个 大 小 为 各 
均 块 ，…, Es 个 大 小 为 6 的 块 。 我 们 这 里 不 妨 可 以 假设 i< 锯 << 
ο ο”. 则 由 定义 , 对 任意 的 1<m 
<% 一 土 都 有 
γι 一 六 十 (κκ) 
其 中 ὄμ, τη, νε {δα ὁς, ''', ἐς} ΗΖ 1-ἰμ-βι, 1-ἰμ-ς 
ba, Ll, «},ο 
首先 δα, δ», '', ὃν) 中 至 少 有 一 个 大 小 为 1 的 卖 ， 否则 1 
就 不 能 表示 成 (κκ) 的 形式 。 所 以 页 =1。 如 条 有 21 一 1 个 大 小 
为 1 的 块 , 即 三 = 人 对 一 1， 那 末 在 前 分 (9) 中, 次 小 的 块 的 大 小 必 
定 是 mz, 否则 αι 就 不 能 表示 成 (κ) 的 形式 。 车 大 小 为 v1 的 块 
有 zx2 一 1 块 , 即 hs 二 za 一 十， 则 大 小 次 1 和 次 αι--1 的 块 必 为 αι" 
wr,，…， 依 次 类 推 得 
n= (οι -- 1) γαι (wa~—1) ομως. (08 一 二) + 
十 《ia |) * (αν -- 1) 
ο... 
μὴ Γι 
的 一 个 完备 前 分 对 应 着 n+1 的 一 个 有 序 因子 的 分 解 。 从 而 
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ΠΕΒΗ Τ τι 的 完备 剖 分 数 对 应 于 +IL 的 有 序 因 椰 的 分 解 个 数 。 

6.30 假设 (入 , n,m) 是 将 入 分 成 % 个 项 ， 且 每 一 项 小 于 
等 于 m 的 谢 分 的 数目 。 证 明 

(N+1, nt1, πο) Ξ (ΔΝ, π!-1, m) "Ξ(Ν, n,m) 
—N—m, πι, m) 

证 因为 (NV 十 1, mw 十 1, mm) 是 将 入 十 1 分 成 nn 十 1 1, ΗΕ 
一 抉 委 吧 的 前 分 数目 。 在 这 些 章 分 中 ，(1) 有 以 1 为 块 的 前 分 ; 
ο ο ο πμ ο. 
是 (2), 则 可 看 成 是 将 划分 成 m-+1 块 , 且 每 块 <m， 对 这 样 的 
训 分 中 的 任 一 块 加 1 所 得 的 神 分 , 这 样 的 齐 分 数 共 有 (N, π 1, 
m)， 但 这 里 多 计算 了 这 样 的 一 些 剖 分 ， 即 在 划分 中 至 少 有 茶 一 
块 为 m ΜΗ, Έ 3 ΟΝ 一 m7) 个 , 改 总 数 为 

(Ν, n, Πο) (ΝΔ, nt1, τη) — Nm, τι, τη) 
从 而 证 明了 
(ΓΚ, nt+i, πο) (ΝΔ, nil1, m+(N, η, πο) 


— (No—m, τυ, m) 
6.31 证 明 把 % 划 分 成 7 块 ， 要 计算 各 项 次 序 的 前 分 个 数 
n—1 
μυ) 
证 ”对 每 一 齐 分 ai 十 aa 十 … 十 9 都 有 部 分 和 和 
Να = w+ 
βο-α-ι- ὤ9 


Ss = twat ta 
改 - 一 0 十 Ga 十 -上 Cr 一 多 
与 之 对 应 , 反之 给 定 部 分 和 序列 
| 0<S «δω... «δι -π 
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都 有 唯一 的 剖 分 wd 十 aa 十 … 十 or 与 之 对 应 。 这 是 一 一 对 应 ， 现 
γι--Ἱ λ 
部 分 和 有 κ ῃ 种 选 法 ， ΕΝ . ]ο 
6.83} 设 a 是 一 实数 ， 序列 co，Ci，03a，…，Qn， … 是 这 样 定 
义 : ao 一 和 对 0 = 2, 8, --:.:, 0 一 (0 一 1)… (a 一 nn 十 1)。 确 
定 此 序列 的 指数 生成 泡 数 。 
解 ” 设 序列 {αι} 的 指数 生成 函数 为 fo(w), 则 


felw) =1+oarto(o—1): “+(e 1) (a—2) .E+ 


χαία- 1 (on) 
nl 
6.55 设 S 是 多 重 集 {οο-θι, co'6s,…, oo0'6p}， 确 定 序列 
ἄρ, ὧι, ***, ὦ», … 的 指数 生成 函数 ， 这 里 ἄρ -- 1, 并 且 对 ο--1, 2, 
9, -.. 
(8) α, «8 5 {{ τι ΗΕΖΙ ΜΗ Ἴ- δε, 排列 中 每 一 事物 出 现 奇 数 
次 。 
(2) o 等 于 5 的 mw 排列 的 个 数 , 排列 中 每 一 事物 至 少 出 现 
4 次 。 
ο (0) mm 等 于 5 的 % 排 列 的 个 数 ， 排 列 中 αι 至 少 出 现 一 次 ， 
69 至 少 出 现 2 次 ， οσο Er 至 少 出 现 & 次。 
(d) 等 于 S 的 7 排列 个 数 ， 排 列 中 ei 至 多 出 现 一 次 , 6@8 
至 多 出 现 2 次 ,…，e 至 多 出 现 记 次 。 
解 ” 设 {αι} 的 指数 生成 函数 为 fo(w), 则 


(a) few) --(ο--ᾱ η + 


-( 2 一 ) 
2 


--(1--ω)" 


(ο) fo (2) =(z+ 和 (要 ο 
-. 
(d) fw) με λα ᾿ αλλη 


6.84 确定 用 红色 、 κά. ο πο... 
方块 着 色 的 方法 个 数 ， 如 果 偶数 个 方块 者 红色 并 且 偶 数 个 广 ἘΝ. 
着 绿色 。 

解 设 or 表示 人 符合 题 中 要 求 的 着 色 方 法 数 。 定义 ao 一 | 
则 an 等 于 具有 无 限 重复 数 的 四 种 颜色 ( 红 、 蓝 、 绿 、 紫 ) 的 多 重 集 
的 % 排列 的 个 数 , 而 其 中 红 .、 绿 两 色 出 现 偶数 次 。 故 序列 人 {6,1 的 
生成 函数 为 


felw) = (1 上 全 
-| 


条 十 7 απο γαρή + 2 
ας (”4-ο | «ο 


1 44 1 sw 1 
πό Te ἜΣ 


-Σ (61.271) ,+1 
Μ αρ--1, 一作 下 十 2 对 一 切 n 之 1, 所 以 满足 条 件 的 着 色 
方式 数 为 各 十 2"1(n 之 1) 种 。 
6.35 确定 由 %* 个 奇数 字 组 成 的 ， 并 且 1 和 3 每 个 出 现 正 
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偶数 次 的 数 的 个 数 。 

解 ” 设 cv. 表示 这 样 的 数 的 个 数 , 这 里 我 们 定义 % 二 90, 那 末 
αι 表示 多 重 集 总 = {fce.1, οο-8 οοὐ-ὖδ, οο»ἵ, οο-θε {τι ἩΕ 2] 
的 个 数 ， 排 列 中 的 数字 1 和 8 出 现 正 偶数 次 ， 则 序列 {σεν 的 指 
数 生成 函数 为 | 


- αρ γ΄ 2 ' | 
Τὸ (τα (ασ 


GZ 十 如 一 3 
和 1) θα 
( 2 6 


. 1 δρ. 3 ὃς. dr 1 σῷ 
τό 6 Te 6 Te 


--- - 1 ο ή ; ἩΕ1 Λη 1 Μ " ) 2” 
- δίς ΙΣΤ απ /i 
1 Snt1 ον 
» -~- 一 .Ώπ ~ 


6.86 ”确定 由 % 个 至 少 是 4 的 数字 组 成 的 数 的 个 数 ， 其 中 
4 和 6 每 一 个 出 现 偶数 次 , 5 和 7 每 个 至 少 出 现 一 次 , 数字 8 和 
9 无 限制 。 
解 、 设 a 表示 这 样 的 数 的 个 数 , 那 末 a ος. 
S={c0:4, co.B, οο.6, οο«ἵ, ο9.5, co0.9} 
的 排列 的 个 数 , 排列 中 的 数字 4 和 6 出 现 偶数 次 , 5 和 7 至少 
ο ---ᾱ-ι 


i ο μ.ο 
Ποία) (1+ 21 + 和 + 9 ον” ΠΝ ) 
4 地 
(+z+ 人 二 人 


-(Ξ Θ᾽. 
pr 


ΤΝ ἃ 
) Μ (θ΄ --1)΄«0”5 


ον Ώρα. Dor 1) 


| 1 记 ο, 
--. nD 8,45. 4.81. 9.9. 2. 2 ι. 
ΤΣ Φ'--3-δ'--8.4--4-8"Η- 8 ο 
从 而 得 go 二 0, 对 于 nn 之 1 有 
ᾱ..----(θ--.3-δνἠ-8-4»--4-8»--8-9"-. 2) 


657 用 3 个 1， 2432, 5 个 8 这 十 个 数字 能 构成 多 少 个 
偶 的 4 位 数 。 

κ ”问题 是 求 多 重 集 8= {3 个 1 2 个 2, 5 个 3 的 4 排列 
数 , 旦 要 求 排列 的 末尾 为 2。 可 以 把 问题 转化 成 求 多 重 集 
‘二 {8 个 1, 1 个 2, 5 个 3} 
的 8 排列 数 。 其 指数 生成 函数 为 


2 3 
Λεία) -(--α!-π-!-ᾱ- «(1--α) 


0 a αγ 5 ) 
(ito+ 备 + 第 + 和 + 徊 


展开 后 得 名- 的 系数 为 20， 所 以 能 组 成 20 个 四 位 数 的 偶数 。 
评注 题 6.34~6.37 四 题 均 是 求 有 限制 条 件 的 排列 数 。 
对 这 种 问题 ， 用 生成 通 数 的 方法 显然 比 前 面 用 一 般 的 排列 方法 


简单 得 多 ， 这 也 说 明生 成 函数 方法 在 求解 这 类 计数 问题 中 的 优 
越 性 。 
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ον ΠΗΡΕ ΠΒ Ramsey 定理 


Ἂς δ 2 18 β ΕΙΡ ΠΕ ἩΉΕΓ -----Βάταβογ 定理 。 馈 和 党 原理 
是 重要 的 组 合 基本 原理 之 一 , 义 名 抽 居 原理 或 Dirichlet 原理 。 

4-1 ΕΒΘΕΠΤΕ 

如 果 把 n+1 个 物体 放 进 % 个 盒子 里 ,那么 至 少 有 一 个 盒 于 
里 效 有 两 个 或 两 个 以 上 的 物体 。 

42 钨 笼 原理 的 加 强 形式 

如 果 把 qi 十 qs 十 … 十 gs 一 % 十 1 个 物体 放 进 % 个 盒子 里 ， 那 
么 或 者 第 一 个 盒子 里 装 有 至 少 qi 个 物体 , 或 者 第 二 个 盒子 里 装 
有 全 人 qs 个 物体 ,…, 或 者 第 % 个 盒子 里 装 有 全 少 gq, 个 物体 。 

当 gi 一 gs 一 … 二 g;, 一 7 时 , 它 有 下 列 形式 作为 特例 : 

如 果 把 nr 一 1) 十 1 个 物体 放 进 % 个 盒子 里 , 那么 至 少 有 一 
个 盒子 装 有 7 个 或 多 于 7 个 物体 。 

上 述 命题 又 等 价 于 下 列 事实 

如 果 % 个 非 负 整数 mv，m22,…， mm 的 算术 平均 值 


Mi mat Tt η. 
γι 


κ Τίγ--1), 36 ώγπο, Πορ, ---, πο 中 至 少 有 一 个 大 于 或 等 于 
ο 

4-8 Ramsey 定理 

议 αι, 43, ο η ση, 1 是 正 整 数 ， 且 σ1:553, {2571, ο, κ [ο 
那么 存在 正 整数 ， 从 而 存在 最 小 正 整 数 入 (qj, ---, φ., 站) ( 它 依 
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δή Η {ΚΑ φι, ''', δε, 具有 以 下 人 性质 
如 果 把 至 少 具有 入 (91,，…，gr, τ) 个 元 素 的 集合 号 的 所 有 
fr- 子 集 ( 有 7 个 成 员 的 子 集 ) 分 配 到 ?个 盒子 中 ， 那 么 或 者 有 他 
个 元 素 使 得 由 它们 组 成 的 所 有 ”- 子 集 全 在 第 1 个 盒子 里 , 或 者 
有 9a 个 元 素 使 得 由 它们 组 成 的 所 有 7- 子 集 全 在 第 2 个 合子 里 
…, 或 者 有 4 个 元 末 使 得 由 它们 组 成 的 所 有 7- 子 集 全 在 第 % 个 
盒子 里 。 | 
Ramsey 定理 在 ?=1 ΠΊΕ ΠΕΤΡΕΣ 8, Ναι, 
κ... ζω, 了) 一 qi 十 ga 十 … 十 0 一 0 十 tt。 因 此， 我 们 说 Ramsey 定 
理 是 饮 笼 原理 的 推广 。 
Ramsey 定理 在 n==2, γ--9[π|4π 25 Ἠ. 
对 正 整数 σι, φᾷ», 存在 正 整 数 入 (gq1，9s, 2), 使 得 在 空间 的 
六 (gi,，92,2) 个 或 更 多 个 点 (没有 三 个 共 线 ) 之 间 用 红色 或 蓝 色 κ 
线段 两 两 相连 时 , 或 者 有 qi 个 点 之 间 全 部 由 红色 线段 相连 ,或 
者 有 9s 个 点 之 间 全 部 由 蓝 色 线段 相连 。 
我 们 称 入 (qi,…, ᾱ., τ) 为 Ramsey 数 , 已 知 
N(3, 3, 2) =6 
N(3, 4, 2)=9 
N(3, 5, 2) =14 
N(3, 6, 2) =18 
N(3, 3 3, 2) =17 


” 2 2 


25<N (4, 5, 9) «28 


等 等 
题解 及 评注 


?.1 一 口袋 内 装 有 12 ΤΗ 12 个 蓝 球 。 间 ;一 次 至 人 少 
取出 多 少 个 球 才能 保证 取出 一 个 黑 球 和 一 个 蓝 球 ; 一 次 至 少 取 


* 298。 


出 多 少 个 球 才能 保证 取出 一 对 蓝 球 。 

解 ” 至 少 取出 13 个 球 才能 保证 取得 一 个 黑 球 和 一 个 蓝 球 ， 
而 至 少 取出 14 个 球 才能 保证 取出 一 对 兰 球 。 

7.2% 某 一 制造 铁 极 的 工厂 , 由 于 设备 和 技术 的 原因 只 能 
生产 的 盘子 的 重量 控制 在 αρ 到 (ec 十 0.1D)g 之 间 , 现在 需要 制 成 
重量 相差 不 超过 0.005g 的 两 铁 盘 来 配制 一 架 天 平 ， 问 该 工厂 
至 少 要 生产 多 少 铁 盘 , 才能 保证 得 到 一 对 符合 要 求 的 铁 盘 。 

解 ”我 们 把 铁 盘 按 重量 分 类 ， 所 有 og 到 wa 十 0.005g 的 为 
一 类 , g 十 0.005g 到 gc 十 0.01g 为 一 类 ; 4 十 0.01g 到 4&@ 二 0.015 
g 又 为 一 类 …; 最 后 ，a 十 0.095g 到 gc+T0.1g 为 一 类 ， 共 计 20 
26, ΗΙΑΡΑΡΙΡΒΗΠΙΝΙ, 车 该 工厂 生产 21 个 铁 盘 ， 那 么 就 能 保证 
有 两 个 铁 盘 属于 同一 类 ， 因 而 它们 之 间 的 重量 差 将 不 超过 
0.005g。 

1.8 试 证 ，m ΕΗΒΎ ΕΒΕ πι ΔΕΝ, 有 一 个 位 笼 至 少 飞 
进 了 | 名 一 | -+1 只 鸽子。([ ”] 表 示 商 取 整 ) 

证 ”车 每 个 伍 笼 飞 进 的 位 子 不 多 于 | 守 一 一 个， 那么 斧子 
总 数 将 不 多 于 吨 | -至 二 一 |， 即 


me<m| 也 一 | 


但 | 也 二 | <m 一 二 于 是 m<m 一 1, 这 是 不 可 能 的 。 


?7.4 证 明 在 nm 之 2) 个 人 中 总 有 两 个 人 , 他 俩 在 这 群 人 中 
所 认识 的 人 数目 相同 。 

证 若 这 勾 个 人 中 有 一 人 不 认识 其 他 任何 人 ， 那 么 我 们 可 
只 考虑 余下 的 9 一 1 人 他 一 1 关 2。 者 不 然 余 下 一 人 , 这 两 人 二 不 
认识 ， 命 题 得 证 )。 若 这 %* 个 人 中 有 多 人 不 认识 其 他 任何 人 ,， 
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那么 命题 得 证 (此 时 已 有 两 人 认识 的 人 数 是 零 )。 因此 , 不 失 一 
般 性 ,可 设 每 人 至 少 认 误 改 一 个 人 。 可 是 每 个 人 又 至 多 认识 其 
他 % 一 + 人 ,因此 ， 据 铝 党 原理 这 即 个 人 至 少 有 两 人 认识 的 人 的 
数目 是 一 梓 的 。 

4.5 证 明 ”如果 mn 十 i 个 不 同 的 数 选 目 1, 2, 8,:.., 2γι τμ, 
那么 它们 中 至 少 有 一 对 数 互 质 。 

证 设 这 nn 十 1 个 数 是 wd，0a，，…，0r3d ΗΒ. αι-αρ-ς:''«- 
Qniio 令 91 二 十 1， ὂρ--αρ!-1, το, μπα 1, 最 然 

1«ὐι«δος... «ὂμς 2π 

195 ΠΒ, αι, τη, ἄν, 0 στη, ὃν 这 2% 十 1 个 数 至 少 有 一 对 
相等 , 并且 它们 只 能 是 sx 与 6; 人 = 2, -.., τ), 即 Gi41 二 0 十 
1, 因而 όν, “ αι 互 质 。 

7.6 一 位 象棋 大 师 以 11 周 时 间 准 备 一 次 大 赛 ， 他 决定 每 
天 至 少 下 一 局 棋 。 为 了 不 至 于 太 累 , 他 限定 每 一 周 不 多 于 12 次 
对 局 。 证 明 : 存在 连续 若干 天 , 在 这 些 天 里 他 怡 下 了 21 局 棋 。 本 
是 中 21 局 改 为 更 少 的 局 数 如 何 ? 改 为 22 局 如 何 ? 

证 设 tm 是 第 一 天 下 的 局 数 , α) 是 第 一 、 二 两 天 下 的 局 数 ， 
ο 序列 αι, ὤρ, τι, αττ 是 严格 递增 的 ， 因 为 每 天 至 少 下 一 局 。 
因此 | 

1-αι-αο--..«αττ--12»ς11--182 
考虑 序列 αι 21, αρ 21, 9». ἅτ αἱ, 类 似 地 
Ἱ-«αιἼ-21-«αρ!-21-..-«αητ-!-21--182--21--158 

δὲ], 15158 ΖΗ] 1 164 个 数 αι, -'', ἅττ, αἱ 21, «.., 
ἄπ Ξ31 中 至 少 有 两 个 相等 ， 可 设 αι--αι-21(/-«ὃ), ΜΠΠΠΙΝΙ 
说 在 第 /二 工 天 到 第 之 天 这 连续 的 几 天 里 大 师 恰 好 下 了 21 局 
棋 。 

由 证 明 过 程 容易 看 出 ， 原 命题 用 更 小 的 数 代替 21 时 仍 成 


ο 300» 


立 。 当 将 21 改 为 22 时 命题 也 仍 成 立 。 我 们 讨论 如 下 ， 

(} 若 大 师 每 周 并 不 下 满 12 局 ， 则 crzr 二 22<154， 使 得 
αι, ---, ἄτι, ὅι 29, .…，arr 十 22 这 154 个 数 分 布 于 工 到 158 之 
[3], {ΠΗ͂ αι--αι Γ 32ο 

(1) "τ κ Τι 88 Γ 8 12 局 ， 那么 σι, ***, ἄπτ, σι 4244, “ 
ar7 十 22 这 154 个 数 恰 在 1~154 之 间 。 还 时 若 没有 ὁ, 了 使 αιπ- 
oj 十 22， 则 它们 取 过 值 1， 2, 8, ο. 154, 并 且 αιτ- 1, α»-2,.'', 
xas 一 22。 那 么 在 第 一 周 里 大 师 将 只 下 了 7 局 ,未 满 12 ΕΙ, Πο 
因此 ， 有 7 使 4%=% 十 22, 亦 即 从 第 7 天 到 第 了 天 这 寿 干 天 
里 , 大 师 恰 下 了 22 局 棋 。 

πι 证 明 从 1, 2，;…， 200 中 可 选取 100 个 数 , 使 它们 中 
没有 一 个 能 被 另 一 个 整除 ΝΑ 100 个 数 中 的 最 
小 数 至 少 是 16。 

证 ”可 选 101, 102, 103,…，200 这 100 个 数 。 

设 选 出 的 100 个 整数 是 wi，ga，…，9aoo， 且 

αι «αι... «ἄιρρ, αι «16 
ΒΗ, αι 写作 209118, [8 ιν πε ο ΠΠΑΙΗΙΝΝ 1 αι, α, ΒΕ 
-1 那么 其 中 一 个 必 整 除 另 一 个 。 

{ΠΤ 石 , ls,， ,Uio6 全 不 相同 ， 那 么 它们 恰好 穷尽 Tv200 
中 的 所 有 奇数 。 讨 论 αι. 

(1) αι 为 奇数 , 则 在 ws，…，cioe 中 必 有 αι, ὦ -- 25, 8αι(ϑαι 
是 奇数 且 小 于 200)， 从 而 αι 整除 ἄιο 

(ii σι 为 偶数 。 μΜαι--25.1ι, αι «16, ἡ Ἱκήιςὸ, Ἱς. 
To 

δε 1, Παι--2”, 注意 ,对 奇数 8, 27, 81 必 有 大， 有 ， 
β΄, 25.8 2027 2ν'.81 χαι, αρ, -''", ἄιοοΖ. μμ. Πε, 
μ', ἐ” 中 有 一 个 大 于 本 那么 01 便 整 除 278, 2 «2ΐ, 2” 81 
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之 一 。 此 外 , 若 8 送信 或 天 νὰ στ] ) 2.81, 2* .27， 
2 .3 中 有 一 个 整除 另 一 个 。 因 此 

ορ 85565 δ 51 
这 是 不 可 能 的 。 这 恕 是 说 1= 工 时 ，a，cs，…，aaoo 中 总 有 两 个 
数 , 一 个 能 整除 为 一 个 。 

设 2, ἄν ολοι, ΕΠΙ {κλικ <7( 因 a<16)。 容 
易 明 和 白 2111. 28ο, 2.9}, 2 .2ῃ1. 在 适当 选择 Ε΄, ᾖ' 
后 全 在 αι, ὤς, -'', Qi00 ΘΠ, 51510} ἱι--1 ΠΗΠΤΠΥΡ, 1732 ΒΝ, 18, 
有 : 或 者 αι ο η ο Γρ. 
个 整除 田 一 个 。 

综 上 所 述 ， 在 wa4<16 ΠΗ, αι, 10, ΠΝ Wi00 中 总 有 一 个 整除 男 
一 个 , 因此 αι 至 少 是 16. 

评注 ”容易 用 鲍 笼 原理 证 明 ， 存 1~200 中 选取 101 个 数 
时 , 其 中 必 有 一 个 被 另 一 个 整除 。 

4.8 证明 任意 给 定 的 52 个 整数 中 , 总 存在 两 个 数 , 它们 的 
各 或 差 能 被 100 整除 。 

证 ” 设 52 个 整数 @1，4z,…, ας) 被 100 除 的 余数 分 别 是 

γη, Τη, “"', προ 为 外 ,可 能 的 余数 共 100 个 : 0, 1, 2, ---, 90, 可 
分 为 5 类 {0}, {1, 99}，{2, 98], ''', {49, ΟΙ}, {50}, 因此 
οσα, Τα, ,Ts 中 至 少 有 两 个 属于 同一 类 ， 例如 Yi, Mio 于 是 或 
党 ==7y, 或 者 和 二 7 一 400。 这 就 是 说 ,或 者 @ 一 @; 可 被 100 ἃς 
除 , 或 者 w% 十 0 可 被 100 整除 。 
”了 .9 一 个 学 生 用 37 天 准备 考试 。 据 经 验 她 知道 复习 所 需 
时 间 不 会 超过 60 小 时 , 而 她 又 希望 每 天 至 少 复习 一 小 时 。 证 明 . 
不 管 怎 样 实 排 每 天 的 复习 时 数 , 总 有 连续 若干 日 , 其 间 她 恰好 复 
习 了 18 λἠν5; 

证 ” 仿 题 7.6 可 证 。 
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7.10 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 任 取 5 点 ,证 明 存 在 两 点 , 其 
距离 不 超过 M2 。 

证 ”如 图 7.1 ΜΕΡΕΙ ΡΟΗ ΤΕΕ ΚΒ, 3 
少 有 一 份 中 含有 这 五 个 点 中 的 两 个 。 由 于 这 两 点 在 一 个 边 长 
为 1 的 正方 形 中 ,它们 之 间 的 距离 显然 不 超过 M2 。 

7.11 (a) 在 边 长 为 1 的 正 | 
三 角形 中 任 选 5 点， 证 明 存 在 两 


点 , 其 距离 不 超过 三。 


(b〉 在 边 长 为 1 的 正三 角形 
中 任 选 10 点 , 证 明 存在 两 点 ,其 


距离 不 超过 ---, 

(ο) 在 边 长 为 1 的 正三 角形 
中 ， 应 选取 多 少 点 方 能 使 其 中 有 
两 点 ,其间 距离 不 超过 二 。 ΣΣ 

解 (a) (b) 可 仿 7.7 题 证 ， 分 别 将 正三 角形 分 成 4 份 和 9 
份 , 分 法 如 图 7.2, 图 7.3。 

(ο) 只 须 在 正三 角形 中 选取 ww 十 i 个 点 。 


图 7.3 
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评注 ”从 上 述 题 解 已 经 可 以 看 出 ， 镶 宠 率 理 的 正确 使 用 是 
知 一 定 的 技 配 的 ， 关 键 在 于 认 清 " 馈 子 ”( 放 进 盒子 的 物体 ) 并 制 
1 (1), 而 制造 铝 乱 ”的 依据 则 是 : 待 证 命题 成 立 , 级 
涵 于 有 两 只 馈 子 在 同一 使 党 “例如 题 7.8 中 51 个 “ 够 和 {0}, 
{1, 991, την, 149, 511, {501 便 是 依据 这 一 原则 构造 出 来 的 , ΜΙ 
为 两 个 数 的 余数 (被 100 除 ) 洲 在 同一 饮 党 "里 顷 涵 这 两 数 的 和 
或 差 可 被 100 整除 。 读 者 可 在 下 文 的 更 为 让 廊 的 题解 里 深入 体 
会 。- | 
4.12 证 明 ; 给 定 mm 个 怠 数 4， αχ, --", ἀμ(η; 1), 1 1Ε 
连续 的 若干 项 的 和 能 被 πι 整除 , 即 存 在 各 和 1 使 得 mr 整 际 
| νι Γιο ο.  Γαννι 

证 ”构造 数列 

αι, Wi Go, αι--Ωρ--αῃ, 0 十 Ga 十 十 Go 
车 其 中 有 一 项 可 被 m 整除 ， 那么 命题 已 得 证 。 奉 不 然 , 用 m [κ 
数列 各 项 得 m 个 非 零 余数 ， 而 可 能 的 非 零 余数 只 有 mm 一 1 个 ， 
因此 有 两 项 余数 相同 , 设 它们 分 别 是 
σι Γαρ-»'' "Ωχ 
σι] αρ Γγ.. αι γαι γι  Γαμμι. 
从 而 它们 的 差 ἄμγι, ἄχια, -'', Gx+ti 可 被 m 整除 , 命题 得 证 。 

7.19 (a) 年 年 中 至 少 有 一 个 19 日 是 星期 5。 

(b) 每 年 中 至 多 有 三 个 13 日 是 星期 5。 

证 (4) 每 年 中 共有 12 个 13 日 ,它们 分 别 是 (以 下 用 和 .wm 
表示 m Η τι Η, κἩ 表示 星期 1) 1.19, 2.18, 8.18, -..., 13 18, 
如 果 它 们 均 非 星期 3, 那么 它们 是 «1, κα, κὸ, κά, *6,，*7( 星 期 
日 ) 之 一 。 我 们 知道 2.19, 95.19, 11.19 必 是 同一 个 *% (例如 
*6， 因 为 它们 之 间 分 别 相隔 28 天 及 245 天 )， 于 是 余下 的 9 个 
13 日 是 并 ,#2，#x3,*4,，*7 之 一 。 我 们 又 知道 1.18 和 10.13 是 
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同一 个 *m，( 它 不 可 能 与 2.13 是 同一 个 κι, 例如 *7) 因为 它们 
之 间 相 隔 273 天 。 我 们 还 知道 4.18 与 7.13 以 及 9.13 与 12.18 
分 别 具 有 相同 的 κι, 例如 #3838, *4， 因 为 它们 分 别 相 隔 91 天 (ΠΠ 
样 ， 它 们 不 可 能 是 «6, «Τ, 因为 4.18 及 9.18 与 1.13, 2.18 相 
隔 的 天 数 均 非 7 的 整数 倍 )。 这 样 测 下 的 3 个 13 Η (6.18, 
6.13, 8.13) 是 *L 和 4 之 一 (它们 不 可 能 是 «8, κά, κ, κἲ, 
因为 它们 与 1.19, 2.18, 4.18, 9.18 相隔 的 天 数 均 非 7 的 整数 
[ο ὑπ "ΕΒΕ, 这 3 个 18 日 中 至 少 要 有 两 个 是 同一 个 κα, 但 
这 是 不 可 能 的 , 因为 这 3 个 13 日 之 闻 相 吧 的 天 数 都 不 是 7 的 倍 
. ΠΗ ΒΗ, 说 明 至 少 有 一 个 18 日 是 星期 5。 

评注 “本 题 改 为 ， 至 少 有 zi 和 2z 生 28) 日 是 星期 ν(ί-ν- 
?) 都 能 成 立 ， 因 为 证 明 过 程 与 zx, y 无 关 。 本 题 的 证 明 是 对 非 疼 
年 立论 的 , 图 年 的 情况 可 用 类 似 的 方法 进行 讨论 。 | 

(b) 由 (所 的 讨论 可 知 ， 至 多 只 有 三 个 月 , 它们 两 两 之 问 的 
间隔 天 数 都 是 7 的 整数 倍 , 它们 是 2 月 , 3 月, i1 月 。 因 此 只 有 
2.19, 8.18, 11.19 可 能 同时 为 星期 五 ， 不 可 能 有 四 个 月 的 18 
日 全 为 星期 5( 参 阅 图 7.4)。 


οἱ, 2 30 3 30 31, 31 30 431 30 31 
人 人 
] < 7 和 5 0 [ ὃ 9 i} 11 12 

Ll 
2ὃ 40 
图 1.4 


7.14 将 两 个 同心 圆 盘 4, 8 分 别 划 分 成 200 个 全 等 的 扇 
形 , 在 ΑΔ ΕΠ 100 个 扇形 涂 上 红色 ， 甚 余 100 个 扇形 涂 上 
落 鱼 ， 而 卫 盘 上 的 200 个 扇形 任意 地 涂 上 红色 或 蓝 色 。 证 明 ， 
总 可 适当 地 转动 两 圆 盘 ， 使 得 两 圆 盘 上 具有 相同 颜色 的 扇形 重 
和 迭 在 一 起 的 有 100 对 或 更 多 。 
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πμ ο αμ λα ες 1σε. 
200 个 。 对 这 200 个 格局 计算 同色 扇形 重 迭 的 对 数 。 由 于 了 4 盘 
上 红 、 蓝 扇形 各 100 个 ， 因 此 ， 召 租 上 每 个 肩 形 (或 红色 或 蓝 色 ) 
在 这 200 个 格局 里 与 4 盘 上 的 同色 记 形 重 送 100 次 。 于 是 在 这 
200 个 格局 中 Βα 200 个 扇形 与 4 盘 同 色 扇形 重 迭 在 一 起 共 
100 x 200 一 20000 对 。 由 此 可 计算 出 每 一 格局 中 同色 扇形 重 和 
的 平均 对 数 为 
20000 --- 200 --- 100 

因此 至 少 有 一 格局 中 同色 扇形 重 失 的 有 100 对 或 更 多 。 

7.15 证 明 ην ΕΕ ΜΕ, 511-221 ΑΕ 
[ση . ]. τά 只 镶 子 ， 但 可 能 使 所 有 多 笼 不 含有 多 于 | 号 一 | 
1 只 人 馆子。 

证 “显然 -于 >| 宇 一 |， 据 鲍 笼 原理 加 强 形 式 的 有 关 算 


κ 4 
术 平 均 的 说 法 ， 至 少 有 一 铝 仑 中 飞 进 了 | 也 二 |+1 只 住 子 。 


(本 部 分 同 题 7.3, 但 解法 不 同 ) 
由 于 


.(|-----] +1)=| π΄ | +n= (πο 一 荆 ) 一 个 十 多 
其 中 了 是 (一 了 二 的 剩余 ， 0<7<m 一 LI。 因 此 
αι +1)> (πο --Ὁ (nl)+tn=m 


νο ας αν. 

评注 “本 题 也 可 看 作 是 鲍 笼 原理 的 一 种 加 强 形 式 。 

7.16 ο ο λαο 于 tm 一- 
那么 至 少 有 两 个 盒子 里 有 相同 数目 的 球 。 
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证 设 m 个 侈 于 里 球 的 数目 全 不 相同 ， 那 么 σι 个 盒子 二 
球 的 总 数 至 少 是 


0 十 工 十 2 十 … 十 局 一 工 一 


已 知 它 大 于 n, 矛盾 。 
ΕΝ ΧΙ ὍΣ αι, (ζ9, ολλ, σα, ας 1. 2, κ. n 的 一 个 排列 。 ΜΕ ΒΗ͂. 
当 邑 是 奇数 时 , 乘积 (oa --Ἡ) Cu εαν η) 是 偶数 。 
证 当 πι 是 奇数 时 ,1 πι 有 αι, 609, *"*, Wn 中 的 奇数 
是 了 一个 ,而 偶数 只 个 , 因此 在 
σι--1, Μαη 05 --Ό, «'', 
中 gy， ἄν, qz »'', αν(}ς 了 5 一 个) 至 少 有 一 个 是 奇数 , 例如 αι, 


从 而 一 4 是 偶数 , 于 是 可 知 整 个 乘积 是 偶数 。 

?.18 三 维 空间 中 有 9 个 格 点 (各 坐标 为 整数 的 氮 )o 证 骨 ; 
在 所 有 两 点 间 连 线 的 中 点 之 中 有 一 个 点 也 是 格 点 。 

证 ”三维 空间 中 点 的 坐标 (w 8,c) 各 分 量 的 奇偶 分 布 共计 有 
笃 一 8 种 状况 。 因 此 , 在 9 个 点 的 坐标 中 至 少 有 两 个 , 例如 ke, ὃ, 
ο) Ξ(α’, δ’, 2)， 具 有 相同 的 奇偶 分 布 状况 , 即 4 与 4 ,6 与 0 
ο 与 6 分别 同 奇偶 。 从 而 这 两 点 连 线 的 中 点 是 格 点 ， 因 为 


η ος ο πριμ, 
“19 有 两 堆 雁 石 ， 其 中 每 一 块 石头 小 于 ”kg, 而 每 一 维 
中 的 石头 重量 互 不 相同 。 试 证 : 如 果 两 堆 碎 石 总 计 不 少 于 m 块 ， 
那么 总 可 从 两 堆 中 分 别 选 出 一 块 石 头 ,使 两 者 总 重量 是 %。 | 
证 ” 设 两 堆 石 涉 中 各 石 块 的 重量 分 别 是 4&1，42，…:，41 (第 
一 堆 ) 和 人 ,0s,…, bm( 第 二 堆 )， 且 假定 
αι (αι... «αι «πι, ὃι«ὃᾳ ο... < bn <n 


που (ην --- 1) 
2 


WO— nN 


ο BOF ο. 


构 作 序列 ca δα, «'', οι, 18 θιπτι--αι (ὁ--1, 2, .'', ὦλο 33) 
δι, ὂᾳ, -'', Om, σι, 6ο, ***, οἱ 

这 mm 十 1 个 数 。 ΗΓ πι- Γρ, 但 每 一 个 数 又 小 于 mn， 因而 至 少 
有 一 对 数 ( 一 个 取 自 诸 5, 一 个 取 自 诸 ο) 相等 , 例如 及 =er 从 而 
= 二 nn 一 @;, 8; 十 bi 一 n。 原 命题 得 证 。 

στ. 设 z 为 一 任意 实数 , 试 证 

ω, 20, 84, .'', (ι-᾽-1)α 

当中 至 少 有 一 个 数 与 某 一 整数 差 不 大 于 1/wmo 

证 ”由 于 我 们 只 须 关 心 各 数 的 小 数 部 分 ， 下 面 我 们 把 ο, 
.2z，3z,…:，(m 一 1)z 均 看 作 它 们 日 号 的 小 数 部 分 。 
我 们 把 区 间 (0, 115 等 分 : 


CG 
如 果 首 尾 等 分 中 落 入 ,26, 8α, --, (ι--1]αΦ--, 比如 hg， 
那么 jz 与 0 或 工 之 差 不 大 于 二 。 如果 首尾 等 分 中 没有 落 入 任 
何 数 ， 那 么 至 少 有 两 个 ， 例 如 hw, να, 落 入 同一 其 它 等 分 当 
中 ,从 而 [-- γω νο |4 一 bs， 它 显然 是 α, δα, Βα, --- 


2 


(n 一 Dw 之 一 , 落 在 (0， 二 | 中 , 它 与 0 之 差 不 大 于 二 。 因 此 ， 
α, 34, πε, 人 一 Do 中 至 少 有 一 个 与 某 整数 之 差 不 大 于 二 。 


?7.321 ΧΕ. ἄχ} αι, ας; Qs，…，Gnm+1 中 或 者 有 一 个 长 为 
ΠΕΙ 的 递增 子 序列 ， 或 者 有 一 个 长 为 四 十 1 的 递减 子 序列 。 
证 ”对 数列 中 每 一 项 as 指定 一 个 训 ， 它 表示 从 os 起 的 最 
长 递增 子 序 列 的 长 度 。 若 有 各 >w 二 二 那么 命题 获 证 。 现 设 所 有 
mm 十 1 个 训 均 不 大 于 n。 由 于 了 一 >m, τσ. 
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个 和 具有 相同 的 值 。 现在 我 们 来 证 明 ， 当 ἅμ, ας, 具有 相同 ὁ. 
值 , 而 οι «αμ, 那么 au>>aeoe 如 若 不 然 , acsae， 则 2 一 和 十 
1, 与 一 和 ο 因此 具有 相同 bo 的 于 序列 ἄς, ἄαι, ''', 
ao， 《01 过 V9 过 … 过 zm+1) 是 递减 的 , 它 恰 具 有 长 度 ;十 1。 

了 .2 设 整 数 序 列 αι, ἄν, rn 满足 

ϱ αι <<09< <Cool 

证 明 ; 或 者 可 从 中 选 出 mw 十 1 个 数 , 它们 中 没有 一 个 数 能 整除 田 
一 个 , 或 者 可 从 中 选 出 长 为 n 十 1 的 子 序列 , 使 其 中 每 一 项 都 能 
整除 它 后 一 项 。 

证 ”证 法 同 题 7.21, 只 是 对 每 一 wo， 如 表示 从 xz 起 的 满足 
下 烈 内 件 的 子 序列 的 长 度 ， 序列 中 每 一 项 都 能 整除 其 后 一 项 。 

评注 ” 饮 笼 原理 的 加 强 形式 有 多 种 说 法 (我 们 在 提要 中 列 
出 了 三 种 ), 其 中 关于 算术 平均 的 说 法 运用 尤 广 , 它 告 诉 我 们 , 当 


也 >7 时 , 车 把 m 个 物体 放 入 nn 个 盒子 , 那么 至 少 有 一 个 盒子 


有 ?7 十 1 个 物体 。 运 用 它 解 题 的 关键 仍然 是 正确 地 设置 “ 盒 填 。 
7.23 证 明 在 任何 六 个 人 中 ,或 者 有 三 个 人 互相 认识 ,或 
者 有 三 个 人 互相 不 认识 。 但 是 对 五 个 人 , 命题 不 能 成 立 。 
证 ”考虑 六 个 人 中 的 一 个 4 以 及 集合 
4 一 {zlz 认识 gz 关中 
B 一 {v1w 不 认识 α) 
A 和 BB 中 人 数 总 和 是 5, 因此 在 一 个 集合 中 至 省 有 3 人 (1593 
原理 )。 若 4 中 至 少 有 3 人 ， 则 或 者 其 中 3 人 互 不 认识 ,或 有 两 
人 互相 认识 。 对 前 一 种 情况 ， 命 题 已 满足 ; 对 后 一 种 情况 , 互相 
认识 的 两 人 加 上 &@ 便 是 3 人 互相 认识 , 命题 也 满足 。 阁 BB 中 呈 
少 有 3 人 , 仿 前 可 证 原 命题 成 立 。 
车 用 图 的 结 点 表示 人 , 边 表 示人 的 相识 关系 , 那么 如 图 7.5 
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ΒΤΑΝΗΗ Τ.ΛΗΒΚΥΣΒ 8 个 人 互相 认识 ， 也 没有 8 个 人 互相 不 认 
" 识 ， 因 此 本 命题 改 为 五 个 
人 时 不 能 成 立 。 

评注 ”本题 中 取出 一 
个 元 系 , 用 这 个 元 素 与 其 它 
元 宗之 间 的 关系 对 所 有 元 
素 进 行 分 类 的 方法 ， 是 验 
证 和 应 用 Ramsey 定理 时 
船用 的 一 种 方法 ， 下 文 将 
一 再 运用 。 本 题 证 实 αι -- 
3, gs 一 3, 7 一 2 时 Ramsey 定理 成 立 , 目 Ramsey ἅχ (8, 8, 9) 
一 6。 这 里 的 相识 ,不 相识 只 是 红 . 蓝 线段 的 另 一 种 说 法 而 已 ,也 
只 是 4- 了 于 集 的 一 种 直观 解释 而 已 。 

7. 在 任何 10 个 人 中 或 者 有 3 个 人 互相 不 认识 , 或 者 有 
和 4 个 人 互相 认识 。 

证 同上 题 考 虑 一 人 & 和 集合 4, B。4, B 把 其 余 9 人 分 
成 了 两 部 分 ， 其 中 有 一 部 分 至 少 有 4 个 人 。 设 中 中 有 4 人 或 更 
多 ， 那 么 鼠 中 的 人 或 者 互相 都 认识 ,或 者 至 少 有 两 人 互相 不 认 
识 , ΤΉ ΒΊΗΙ, 命题 已 能 成 立 。 设 B 中 至 多 有 3 人 , 那么 4 
中 人 至少 有 6 人 。 据 题 了 .33，4 中 或 者 有 3 人 互 不 相识 (此 时 命 
题 已 满足 ), 或 者 有 3 人 互相 认识 ， 于 是 连同 α 便 是 互相 认识 的 
4 人 了 , 命题 又 得 到 满足 。 

评注 ”本题 在 9 个 人 时 也 成 立 , 证 明 相 仿 , 讨 论 到 B 中 至 多 
有 3 人 时 , 我们 可 以 改 为 “B 中 至 多 有 2 人 ”, 因为 我 们 总 可 以 适 
当地 选择 所 考虑 的 第 一 个 人 & 以 做 到 这 一 点 。 若 不 是 这 样 ， 即 


每 个 人 都 恰 有 3 人 不 认识 , 那么 互 不 认识 的 人 应 当 有 359. 对， 


图 7.5 


。 S10.。 


ΓΙ 


αἱ Ἡ 


这 十 不 可 能 的 , 因为 3x 9/2 不 是 整数 。 

7. 证 明 N(3, 4, 9) 7δο 

证 ”如 图 7.6 所 示 , 8 个 点 被 虚 、 实 (分 别 表示 红 、 蓝 ) 两 种 
线段 两 两 相连 , 但 没有 三 个 点 完全 被 虚线 所 连 , 也 没有 4 个 点 完 
全 被 实 线 所 连 , 因此 Ν (9, 4, 2) >8( 人 参阅 提要 “7.3) ο 


图 了 .6 


评注 ”连同 题 7.24, ΠΆΝΩ, 4, 2) --θο 

7.26 设 9a 和 + 是 正 整数 且 9 之 t, 确定 Ramsey 数 Ν (1, 
t, 08, ὦ) ο 

解 可 证 上 明 NN(#， 6 03, t) 一 dso 

ΖΕ Ν (1, ἐ, gs, 如 之 qs。 这 是 因为 当 和 集合 只 有 9 一 1 个 元 
ἈΠ, 我 们 可 将 全 部 厂子 集 放 入 第 三 个 盒子 中 , 此 时 三 个 盒子 都 
不 合 要 求 , 即 第 一 盒子 .第 二 盒子 都 没有 t 个 元 素 的 全 部 二 子 集 ， 
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第 三 盒子 也 没有 93 个 元 素 的 全 部 太子 集 。 

再 证 NG, t, σα, ὦ) qso 这 是 因为 当 和 集合 有 93 个 元 素 时 ， 
无 论 将 其 二 子 集 如 何 分 放 ，( 将 全 部 二 子 集 放 入 第 三 盒 中 , 或 
(1) 至 少 有 一 个 tt- 子 集 进 入 第 一 或 第 二 盒子 ,都 使 条 件 “ 或 者 第 
一 盒子 包含 t 个 元 素 的 全 部 二子 集 ( 注 意 : 它 只 有 一 个 ), 或 者 第 
二 盒子 包含 t 个 元 素 的 全 部 t- 于 集 , 或 者 第 三 盒子 包含 gs 个 元 
素 的 全 部 t- 子 集 ”" 得 到 满足 。 

7.27 证 明 NN(3, 5, 2) =14。 | 

证 ”应 用 题 7.30 即将 证 明 的 结论 Νία, ο, 2) < Ἁί(α--1, 
δρ, 2) 十 入 (gm, δ-1, 2 分 得 

N(3, 5,9) «Ν(9 5, 9 二 和 (3 4, 9) 
--Βη-9--14(}ἑ55 1.90 及 题 了 .25) 
而 图 7.7 表明 ,13 个 点 可 以 被 虚 、 实 线 两 两 相连 , 使 得 没有 三 个 
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| ο... 


氮 全 由 实 线 相连 ， 也 没有 五 个 点 全 由 虚线 相连 (为 了 图 的 简明 ， 
我 们 将 虚线 隐 去 ), 因此 入 (3, δ, 9) >13。 于 是 六 (3,， 5, 2) =14 
得 证 。 : 

7.8 设 gi,，9a，…， δν,  ΑΙΕΦΕΒΧ, οι (ὁ--ἶ, 3, --., 
τ), ΠΠ ϱ Ἐξ φι, 4, -'', φ. 的 最 大 者 。 证 明 

AQ ϱ, στ, 8, ΛΣ Ν(Φι, ga, -'', qn, τ) 

由 此 断定 : 为 证 明 Ramsey 定理 , 只 需 对 gj 一 ga 一 … 一 0n 的 情况 
立论 。 

证 ΥξΝίᾳι, σα, 9 0 一 0 那么 存在 一 种 方法 将 仅 含 
a 一 1 个 元 系 的 集合 S 的 全 部 叶子 集 分 配 在 m 个 盒子 里 ， 使 第 乡 
盒子 里 都 不 含 9; 个 元 素 的 全 部 盖子 集 人 = 二 3, 由， 因而 也 
不 可 能 含 Q(>9n Τσ Η 1 一 于 集 ， 因 此 -和 (QQ，…，Q， 


/) Φλας 


νο - 的 情况 证 明了 Ramsey 定理 ， 
即 证 明了 NN (Q, Ω, - ο 7) 存在 那么 由 已 证 不 等 式 可 以 断定 
N (gi1, σφο, στη, gn, 门 存在 ， 

Y.29 证 明 


1) Δρ, g, 1) =p+g—1; . 
(2) Αρ, τ, τ) --ρο 
ὥς Ἡ)ῃ Ναι, …， gw 站 的 定义 易 证 ,请 读者 思考 。 
“7.30 证明 / / 
(1) Λία, 5, 3) «Νία--1, ὃ, 9) -Ν(α, δ--1, 9). 
(2) Νία. ἢ 5<( 1) 
, 0, 5.1. 

证 (1) 我 们 只 领证 ， 有 Νία-1, δ, 3) 1-Ν(α, δ--1, 3) 
个 人 的 集合 S 中 ,或 者 有 4 个 人 互相 认识 ,或 者 有 5 个 人 互相 不 
认识 (参阅 题 7.23 评注 )。 
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5 中 一 人 mm, 并 将 余下 的 
Νία-1 δ, 2) Να, 5b—1,2)—1 
个 人 分 成 两 个 集合 Α, Β, 
| 4 二 {ziz 认识 πο} 
B={w|z 不 认识 m} 
因而 或 者 4 有 NN(g 一 1, 2 2) 个 人 ,或 者 召 有 NN(g, 2 一 1 2) 
个 人 (否则 4, B 总 人 数 将 少 于 Nl 一 1, 6, 2) ία, 5 一 1,2) 
—1)。 
{4 Νία--1, ὃ, 2) 个 人 , 据 和 N(g 一 1, δ, 2) 定 义 , 或 者 
有 4 一 个 人 相互 认识 , 从 而 连同 m,S 中 便 有 4 个 人 相互 认识 ， 
或 者 有 5 个 人 相互 不 相识 ,从 而 δ 中 亦 然 。 此 种 情况 总 能 使 我 
们 和 需要 证 的 结论 成 立 。 | 
知已 有 Ne δ-1, 2) 个 人 , 同上 可 证 我 们 所 需 证 的 结论 。 
(2) δα, 5 联 立 归纳 。 


ob 一 2 时, 入 (2, 2, 3) =2, 而 ( τ} 命题 成 
Yo 
、 ᾳ--1-1-0--2 
设 和 (一 ὃ, 2» «| - ) 
Qw 十 0 一 工 一 2 
Νία, ὃ--1, »«{ Μα 
1845845 (2), 
Νία, ο, 2) «Νί(α--1. b, 9) -Νία, δ--1 2) 
ὍΝ η 4 十 0 一 3 
< 


-( ) 
\ bl 
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六 .31 ο Ν(α-- 1, δ, 9), Νία, 5 一 1,2) 均 为 偶数 时 ， 上 
题 中 
Νία, δ, 2 <N(a—1, ὃ, ὃ) Να, b--1, 9) 
的 等 号 不 能 成 立 , ΒΗ 
Νία, ὃ, 2). «Νία--1, δ, 2) Να b—1, 2) 
证 ”我 们 证 明 在 此 种 情况 下 
Νία δ, 2) «Ν(α--1, 0 2) ΓΝία, 06—1, 2) --ἲ 
证 明 过 程 同 题 ?.29, 我 们 有 : 或 者 集合 ΑΡΗ Ν(α--1,0, 2) 
一 1 个人， 或 者 集合 B 至少 有 入 (a, 56 一 4, 2) 一 1 个 人 。 显 然 
Ν(α--1,ὅ, 9) -1, Νία,δ--1,3) 一 1 是 奇数 。 如 果 对 第 一 个 人 
πι 的 任意 选择 ( 共 NWN(6 一 14, δ, 9) Γδία, 56 一 1,2) 一 1 种 可 能 )， 
4 ，B 集 中 均 分 别 给 为 入 (一 1,5,2) 一 1 入 (Cg,5 一 1,2) 一 4 个 
人 ， 那 将 导 至 互相 认识 的 人 和 互相 不 认识 的 人 的 对 数 分 别 是 
(Nla—1, 56,2)—1)(N(g—1, δ, 2)+N(a, 6—1, 2)—1) 
2D ΗΝ 


( 非 整数 ) 
(N(e, b—1, 3)--1γ(Νία--1, δ, 9)--Νία, ὃ--α, 9) --1) 


| ΕΠ 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 恒 可 适当 选择 第 一 个 人 m, 使 得 集合 4 至 
少 及 (a 一 1 δ, 2) 个 人 ,或 者 集合 忆 至 少 有 (a, 5 一 1 1 
人 。 以 后 的 讨论 又 同上 题 。 
评注 ”本题 的 讨论 与 题 7.24 类 似 。- 
Y.324 证 明 , m 宇 2 时 
(1) N(@1, a, ao 2) ««Ν(αι--1, Ga "'', ἅν, 2) 
Ἔδίαι, αο--1, …，0r， 2) 十 … 
TN(g, Wa -'', Wm—1, 2): 
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, αι -ΩοἼ--::-|- ἄπι 
«2) Ν (aa 十 二 0X2 十 二， ..., σι 1, » <| . 


αι, C2, "'", Wm 
证 (ὦ) 证 明 方 法 同 题 ”.30, 我 们 概述 如 下 ; 
用 m 种 颜色 的 线段 两 两 连接 | 
Νίαι--1, 6ο, -.", ἅμ, 2) + Nm, da 一 二 οτε, ἅμ, 2) 十 … 
Ἔδίαι, ασ, “'', Wm—1, 2) 
个 点 , 只 须 证 或 者 有 αι 个 点 由 颜色 二 的 线段 相连 ,或 者 有 Qs 个 
点 由 颜色 2° 的 线段 相连 ,…, 或 者 有 am νὰ ΒΗ ΒΗΘ, πο 的 线段 
相连 。 考 虑 一 个 点 Α, 并 将 余下 的 
N (ai 一 1，as .., απ, 3) 十 人 (ci α)--1, ο, ἄμ, 2) 十 
ἜΝίαι, ας, ***, Gm—1, 2)—1 | 
个 点 分 成 πι 个 集合 | | 
Si 一 {wz|w 4 用 颜色 1° 的 线段 连接 } 
“Ss= {vw|w 与 4 用 颜色 2° 的 线段 相连 } 
Sn = {wz|z 与 4 用 颜色 me" 的 线段 相连 } 
那么 ， 或 者 Si 有 入 (Q1 一 4，G9，…:，Q4m，2) 个 尽 ， 或 者 ο 有 
(09 一 1，…， ἄπ, 2) 个 点 ,…, 或 者 δι Ν (αι, αχ, …， aa 
-1, 2) 个 点 。 于 是 仿 题 7.30 讨论 , 立 得 本 命题 。 
(2) 对 αι, 02,…，am 联 列 归纳 。 
对 =0= dn 一 2,N(2, 2, 22) 一 4 ΤΠ 
(2 2 .2 QM! 


93,2) QD” 3” 
----- 2 十 2 十 … 十 2 
显然 ， ( ; Ὁ ”5 3 9, 9, κε 9 


| α1--1--Ώα-Ἴ-:''-[-αῃι 
设 Νίαι, α2-1, τν, απ 1, 2) κ 2 
11 


ὦι--1, 9, ""', 
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tem 


N(gt+1, 65, ***, Cam 十 于， )-( 
ο. | αι, ἆ0--1, -'', ἄπ 


N (ci 十 土 Ca 十 工 ， “°°*, (Wm, 2) 和 


8341 Ζ (1) 
ΝΟ 1, ca 十 在 «.., αμ 1, 9) 
κ ίαι, ας, ».., ont 1, 2) 
十 Wai 二 + ας, -'', απ, 2) 
十 W (ci 十 aas 十 1 »-.. απ, 2) 
从 而 由 归纳 假设 得 


Ν(αι!-1, gst1, --., mt1, »<( 


2 


tn | . 
σι--1, ὦ», **, ἄπ 


人 νην 


7 


σι, ἄο-- 1, -:', ἄπ σι, Wo, "'', απ 一 工 
而 左边 为 
(αι Γρ]... αντ DD)! ν (αι αρ" αμ αν. 
(αι--Τ) Γαοἱ .wam1 αι! (Qa—1) 1 Cam] 


οὗ. --ᾱ 
oj10Ca1 (Wm—1)1 
_ 《ga 十 Ca 十 … 十 Co 一 十 )! (ci 十 Ca 十 … 十 Co 
| σι Wal Cn | 
-- (αι 十 Co 十 .十 Cam) | 
W141 Wo! απ] 


νη 


61, ὦ», ... Um 


7 


归纳 完成 , 定理 得 证 。 
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1.95 设 S 是 三 维 空间 中 任何 3 点 都 不 共 线 的 6 个 扩 的 
集合 。 用 红 、 蓝 两 色 的 线段 两 两 连接 各 点 ( 共 15 条 红线 段 或 蓝 
线段 )。 证 明 ; 至 少 可 以 得 到 两 个 红色 三 角形 或 两 个 蓝 色 三 角形 
或 一 个 红色 三 角形 及 一 个 蓝 色 三 角形 。 

证 ”由 题 7.23 可 知 , 至 少 可 以 得 到 一 个 红色 三 角形 或 一 个 
蓝 色 三 角形 。 不 妨 设 可 得 到 一 个 红色 三 角形 (得 到 一 个 蓝 色 三 
角形 的 情况 可 作 类 似 讨论 以 证 明 本 命题 成 立 )， 其 项 后 为 @1,%， 
msa( 如 图 7.8 所 示 , 图 中 实 线 表示 红色 线段 ,虚线 表示 兰 色 线段 )， 
其 余 顶 点 为 4, Β, 0， 

ει Α, ΠΩΣ Άαι, 4σα, Αα. 中 至 少 有 两 条 兰 线 段 
(否则 又 有 一 红色 三 角形 , 命题 得 证 )。 同 理 , 可 设 Bai, Bas, Bas 
中 至 少 有 两 条 兰 线段 。 从 而 , 至 少 有 一 个 a 例如 图 中 的 ws 使 
Αα, 与 Ba 同色 ( 蓝 色 )， 因此 ΑΡ 是 红色 (否则 可 得 一 蓝 色 三 角 
形 , 命题 得 证 )。 

同 理 可 证 ΑΟ, 80ο 是 红色 ， 于 是 又 得 到 一 个 红色 三 角形 
ABO, | 
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总 之 , 本 命题 成 并 。 
评注 ”为 了 推广 本 题 的 结果 , 还 可 采用 以 下 解法 

设 6 个 点 是 Γι, Ρο, Ps, Ρα, Ps, Po, 用 τ, 表示 也 点 所 关 
联 的 红色 线段 的 条 数 (ὁ--1, 2, …，6) ,用 As 表示 同色 三 角形 
(红色 三 角形 或 蓝 色 三 角形 ) 的 总 数 。 我 们 注意 到 下 列 明 显 事 
实 : 

(*) 一 个 三 角形 三 边 不 同色 当 且 仅 当 三 个 顶点 中 恰 有 两 个 
顶点 , 它们 中 的 每 一 个 所 关联 的 两 条 边 都 是 一 红 一 蓝 


6 
显然 ， 的 是 所 有 三 角形 的 总 数 。 此 外 , 对 于 顶点 Ριὸ- 


1,，2，…，6) 来 说 ， 一 条 红 边 和 一 和 和 
边 不 同色 的 三 角形 的 总 数 是 m4.(5 一 m4) (因为 P; 共 关联 5 条 边 
而 其 中 条 红 边 )。 如 果 不 考虑 重复 ， 这 样 算得 的 不 同色 三 角 


形 有 立 mrG6 一 科 个 。 但 事实 (告诉 我 们 ， 每 一 个 不 同色 三 角 


形 恰 包含 两 个 关联 一 红 一 蓝 两 边 的 顶点 ， 因 此 同一 个 不 同色 三 
角形 在 对 诸 Ρι 计算 时 重复 计算 了 两 次 ， 因此 事实 上 只 有 


-χηο- 一 人) 个 不 同色 三 角形 。 故 


As-( 3 ο (5 一作 ) 
Β1 Ἔ τι (ὔ -- 1 σι 2 时 取得 极 大 值 6,， 因 而 


Διο»»90--5--836---3 


这 就 是 说 至 少 有 两 个 同色 三 角形 , 题 7.33 又 获 证 。 
1.4 题 7.38 中 集合 8 有 (个 所 时 情况 如 何 ? 
解 ” 此 时 , 至 少 有 三 个 同色 三 角形 , 因为 


7.96 证 明 : 题 7.33 中 集合 S 有 2n 个 点 时 , 至 少 有 的 


个 同色 三 角形 。 
证 “ 同 题 7.33 讨论 ， 
2n 1 2 
八 2 = ----νη(Ώγ--1--ῃ) 
3 2 {τ 
~ 2n (2n— 1) (Άπι-- 2) _1 Sinn .1) 
0 2 τσι 


.. 2n(2n—1) (2n—2) --θηδ(η--- 1) 
6 
- 2n(4n? 一 6 十 2 一 3 十 3n) 
6 


_ 2n(n—1) (n—2) 
6 | 


2s) 
3 
7.96 令 p,= [In!] 二 1。 证 明 ; 当 用 w% 种 颜色 的 线段 连接 
空间 ps 个 点 (没有 三 点 共 线 ) 时 ， 至 少 有 一 个 同色 三 角形 。 
证 ”对 归纳 。 
πια 时 pp, 二 [1:21] 十 1 一 6。 我 们 已 知 , 6 个 点 用 两 种 颜色 
的 线段 连接 时 , 恰 至 少 有 一 个 同色 三 角形 ( 见 题 7.23)。 
设 poi 一 [Gn 一 了 1] 十 个 点 在 用 mw 一 1 种 颜色 的 线段 相连 
控 时 至 少 有 一 个 同色 三 角形 。 现 考虑 空间 的 p= [tw!] 十 1 个 
点 中 的 任 一 所 Α, 与 4 ΕΙ ΕΠΙ], 19 38538, 其 中 
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罕 少 有 [Dlli]/ 四 十 条 边 同色 (因为 二 号 >| ΕΞ}, 令 1= 
τὺ τί 


[[{π!]/η1:51, 如 图 7.9 中 ΛΒι, ΑΒο, ---, ΑΒ) 1Η] 4, 
τμ 
[11] [ἔίω--1) []» τι 
:: | [ία --1) |1π/η] 1-1. | 
= [一 了 DT+L κ ME 一 一 一 
考虑 Βι, Βὲ,::', Bi 诸 点 ， Ν νιν 
如 果 BB; (ὑ-ε})}}8 21 Ἢ ΄ op : 
有 一 边 与 ΑΒ ἈΝ... .. 
么 我 们 已 有 本 题 结论 ; “π΄ . 
果 它 们 全 非 此 色 , 而 只 是 ΘΝ. - | 
其 它 % 一 1 种 颜色 之 一 ， ιν 
那么 据 归纳 假设 ， 这 ?了 个 和 
点 中 有 一 个 同色 三 角形 ， 命 题 义 得 证 。 

评注 ”文献 [2] 习 题 认 为 这 是 最 好 结果 , 这 与 文献 四 不 合 。 
当 nn 一 4 Ηἡ, p= [1.41] 十 1=65。 但 文献 [ 身 指出 

ΝΘ, 8, 3, 3, 2) «64 

7.87 证 明 任意 给 定 平面 上 的 五 个 点 (没有 三 点 共 线 ) 
中 ， 必 有 四 点 是 一 个 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 。 ， 

证 沅 虑 其 中 三 点 所 组 成 的 三 角形 。 如 果 其 余 两 点 中 有 一 
点 落 在 三 角形 之 外 ， 那 么 这 一 点 与 原 三 点 必 为 一 凸 四 边 形 的 四 
个 顶点 。 如 果 其 余 两 点 全 在 三 角形 之 中 ,那么 这 两 点 确定 的 直 
线 总 使 三 角形 的 某 两 个 顶点 落 在 该 直线 的 同一 侧 ， 这 两 个 顶点 
与 直线 上 两 点 又 构成 一 个 凸 四 边 形 。 
1.986 证 明 ， 平 面 上 的 mm 个 点 (没有 三 点 共 线 ) 中 , 若 任意 


8324» 


«Κλ 


四 点 都 是 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 , 那么 这 ?nr 个 点 必 是 一 是 m 边 形 
的 顶点 。 | 
证 设 也 5 一 局 条 边 联接 和 m 点 所 得 图 形 ( 如 图 7.10) 中 最 


大 的 凸 多 边 形 是 了 73… 严 ,。 我 们 对 每 一 边 天 J sa 延长 其 两 邻 
边 广 -3 和 下 7 注意 天 一 太 πῆ, Ριμι-Ρι, Ρωα-Ρῃ, 
可 得 到 以 边 Fe FF 为 界 , 在 边 F7 3 外侧 的 区 
域 , 例如 % 一 5 时 ,各 边 对 应 的 外 侧 区 域 如 图 7.10 阴影 部 分 所 示 。 

生 有 氮 落 在 了 :7 。 中 或 落 在 它 所 有 外 侧 区 域 之 外 ( 即 
图 7.10 中 的 非 明 影 部 分 ), 象 图 7.10 中 的 六 六 ， 则 必 有 四 点 
构成 上 四 四 边 形 , 与 题 设 矛盾 。 车 有 点 落 在 阴影 部 分 ， 如 图 7.10 
中 的 η 点 ， 则 我 们 有 凸 十 1 边 形 19 ΡΜ, 与 VV  Ἔ, 
的 最 大 性 相克 盾 。 因 此 mm 个 点 全 落 在 了 is… 亚 .的 边界 二 ， 即 
πι επ m 边 形 的 顶点 。 | | 

评注 上 两 题 是 求解 下 一 问题 的 准备 。 


“图 7.10 | 
7.39 设 m 是 不 小 于 3 的 整数 ,证 明 . 存在 W, 使 得 当 n> 
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时 ， 在 平面 上 任何 三 点 不 共 线 的 哑 个 点 中 ， 必 有 πι 个 点 是 思 
πι 边 形 的 顶点 。 

证 πιο μὴ, ΑΔΗ οὑξ πι, Ν -- Ν (5, 4 之 N。 撕 
Ramsey 定理 , Λ (6, πι, 名 中 或 者 有 5 个 点 ， 它 的 生子 集 都 是 
μη μη 1132 4 角 的 顶点 , 或 者 有 mm 个 点 , ἜΠΗ 4- 子 集 都 是 是 四 边 
形 4 角 的 顶点 。 由 题 7.37, 第 一 种 可 能 是 不 会 成 立 的 ， 因此 第 
二 种 可 能 必定 成 立 , 即 有 m 个 点 , 它 的 所 有 4 生子 集 都 是 凸 四 边 
形 的 4 个 顶点 。 据 题 7.38, 这 m 个 点 必 是 凸 m 边 形 的 πο 个 顶 
点 。 

*7.40 证 明 对 任意 给 定 的 正 整 数 m， 只 要 nn 充分 大 , 每 
个 ww 阶 (0, 1) 方 阵 一 定 含 有 如 下 四 种 τι 阶 主子 方 阵 之 一 : 


μμ 


《它们 在 对 角 线 上 、 下 或 者 全 为 0, 或 者 全 为 1, 但 对 角 线 上 可 以 
是 0 也 可 以 是 1 

证 取 六 =Nm mm πι, 2)。 设 4 表示 入 xWN(0, 1) 
方 阵 , aw 表示 4 的 第 % 行 第 7 列 分 量 ，6; 表示 4 的 第 纪行 , 
一 {01, δα, -'', bn}。 假 定 S 的 所 有 2- 子 集 {δι, δὴ 如 下 分 为 四 
25. 

(ο, 0) 类, {δι, με (0, 0) 类 当 且 仅 当 αμ -αμΞ-θ, 

(ο, 1) 类 , {2;, δῆ ς (0, 已 类 当 且 仅 当 αμθ-θ, αμ 1(ὁ «ᾖ), 

(1, 0) 类 , {21, ὃς 0 类 当 且 仅 当 αὐ--1,αμ--0(ϑ-ς)), 

(41, 1), {δι 0 E (了 蕊 类 当 且 仅 当 er 一 af 一 1 
据 Ramsey 定理 ,有 SS 中 的 m 行 , 使 其 2- 子 集 全 部 属于 这 四 类 
之 一 。 这 些 行 组 成 的 m%Xm 主子 方 阵 必定 是 题 中 所 列 形式 之 
一 。 例 如 


bi /~ w=0 ... | 
μας . 


(4ὁ, 0;} E (0, 126, 1ςὸ, }5:Ν, 该 主 于 万 阵 
为 所 列 方 阵 的 第 二 种 ) 

评注 ”在 解 有 关 Ramsey 定理 及 其 应 用 的 问题 时 ， 最 重要 
的 是 正确 理解 定理 意义 ， 特 别 7=2 时 定理 的 几 种 形象 的 说 法 。 
在 解 古 时 则 要 正确 地 设计 点 集 8, 点 集 分 成 哪 m 个 部 分 , 正确 地 
确定 94，03，…，0nr 及 7 分 别 体 现在 哪些 已 知 量 或 已 知事 实 当 
中 。 

如 果 从 时 高 的 角度 来 看 问题 ,有 关 铝 宠 原理 和 Ramsey πὲ 
理 的 应 用 问题 的 解法 都 是 模式 化 归 方 法 ， 即 把 实际 问题 化 归 到 
“的 子 、 乌 笼 的 模式 ， 化 归 到 “点 集 的 7- 子 集 分 类 ”的 模式 的 方 
法 。 | | | . 
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第 八 音 Polya τα 理 


本 章 着 重 讨论 Polya 计数 定理 及 其 应 用 。Polya 定理 分 为 
特殊 形式 和 普 浪 形式 两 种 。 特 殊 形 臣 的 Polya 定理 , 简称 Polya 
定理 , 主要 用 于 计数 , 是 解决 “在 置换 群 的 作用 下 ,不 同等 价 类 个 
数 ” 这 类 问题 的 有 力 工具 。 普遍 形式 的 Polya 定理 ， 亦 称 加 权 
上 olya 定理 , 是 权 、 生 成 函数 和 在 置换 群 作用 下 的 等 价 性 三 方面 
概念 的 巧妙 结合 的 范例 ,主要 用 于 列举 , 也 用 于 解决 “在 置换 群 
时 作用 下 ， 特定 事物 的 个 数 ” 这 类 复杂 计数 问题 。 : 

两 种 形式 Polya 定理 都 建立 在 置换 群 概念 和 Buornside 定 
理 的 基础 上 。 所 以 我 们 先 对 置换 群 作 些 介绍 , 再 证 明 Burnside 
定理 ,然后 才 转 入 两 种 形式 的 Polya 定理 。 

8-1 置换 群 

1. 置换 及 其 运算 πος 

定义 8.1 Ἠβ Α--{αι, αν, …, 叫 ， 一 个 4 到 4 的 双 
射 函 数 称 为 4 的 一 个 置换 , 记 成 ” | 

σι Wa »'" Οι 
(人 QH， --: | 
它 表 示 φίαι) 一 η, Φ(άα) παν, “'', 16 Δ, ται, 的 意思 。 2 (cy) 一 
σι, 常 简 写成 ο) Wa, 形象 地 庶 作 把 α; 送 入 ιο 

为 方便 论述 , 通常 就 取 Α--{1, 3, …, n} 进行 讨论 。 

各 函数 一 样 , 可 以 定义 4 上 的 两 个 置换 的 合成 运算 ， 简称 
ΑΙ, 合成 运算 满足 结合 律 , 但 不 满足 交换 律 。 例 如 
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η. ὅϐ 
-: μ- 
ne 
μ Γκ 
ο» «ὦ 
ο 65 
πι η 
νι. ΗΝ ὦ 
| 
ne 
RO Π5 
ςςο δῦ η: 55 
επ ὗς 52 9 
.. α ϱ ἠδ 
a 


Di Da Do η 
2. ΕΗ | 

定义 8.2 一 个 图 是 列 在 圆 括 号 中 的 一 排 数 ， 这 些 数 用 返 
号 或 空位 隔 开 ,图 (αι, 92,，…， απ) 表示 “把 αι 送 到 αο, 把 ας 送 
到 cas，…， 把 am-1 送 到 ἅμ, 把 an 送 到 or 这 样 一 个 重 排 。 圈 中 
元 素 个 数 称 为 该 圈 的 长 度 。 例如 (1,，3, 2, 4) 的 圈 长 为 4， 称 为 
4- 图 。 

由 此 定义 可 知 ， 要 表示 一 个 转 仅 需 表 示 出 圈 中 各 元 素 的 相 
邻 关 系 , 而 与 哪个 元 素 先 写 无 关 , 因此 轮转 插 号 内 各 元 素 , 1Π36 
示 相 同 的 轿 , 例如 (1, 2, 3)=(2, 3, Ὁ = (3, 1, 2)。 

图 是 特殊 的 置换 , 也 可 进行 合成 运算 。 

ἘΠΡΗΤΕΒ (αι, αξ, '', αι) 和 (Οι, δα, -'', bm) 中 没有 相同 的 
元 素 , 则 称 这 两 个 圈 是 不 相交 的 。 例如 (1, 4, 8), Ω, 6, δ) 是 
两 个 不 相交 的 图。 两 个 不 相交 的 图 的 乘法 可 以 交换 。 

任何 一 个 置换 都 可 写成 不 相交 的 圈 的 乘积 , 例如 

1, 2, 3, 4, 5, 6\ 
µ ΗΝ -α 5) (3, 4 ϐ) (8) 


2 2 2 2 ” 


其 中 1- 圈 有 时 可 不 写 出 , 所 缺 的 元 素 都 是 二 圈 。 例如 ，(1, δ) 
(2, 4, ϐ) (3) 可 写成 (i, 5) (2, 4, ϐ) ο 
这 种 表示 法 在 个 考虑 各 圈 的 次 序 时 (因为 可 交换 ) 是 唯一 
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的 ,有 直达 出 置换 内 在 结构 的 优点 。 

若 一 个 圈 的 长 度 为 +”， 则 该 图 自习 * 次 , 就 得 到 7 个 长 度 为 
1 的 圈 。 因此 , 一 个 置换 若是 个 长 分 别 为 m,na,…， τν 的 圈 
的 乘积 ， 且 πα, πα, .'', πκ 的 最 小 公 倍 数 是 mm， 则 这 个 置换 自习 
ην 次 后 , 一定 得 出 一 个 恒 等 置 换 了 (每 个 元 素 位 置 不 变 的 置换 )。 
例如 

(i) oe=(1, 8, 9) 

ΜΙ (1 3, 2) (1, 8, 2) = (1, 2, 9) 
= (1, 2, 3) (1, 8, 2) = (1) (2) (8) 
(αγ. p= (1, 2) (8, 4, δ, ϐ) | 
2 = (1) (2) (3, ὃ) (4, ϐ) 
ὃν (1. 2) (3, 6, δ, 4) 
== (1) (9) (8) ώ (6) (8) --Ζ΄ 

3. μι 

定义 8.3 长 度 为 3 的 图 称 为 对 换 。 

每 个 置换 都 可 写成 对 换 之 乘积 。 这 种 分 解 的 形式 不 唯一 ， 
也 不 一 定 是 不 相交 前 。 但 能 分 解 成 奇数 个 还 是 偶数 个 对 换 的 乘 
积 , 这 种 奇偶 性 却 是 不 变 的 。 例 如 

(1 2, 3, 4 B= (1, 2)(1, 3) (1, 4) (1, 6) 

= (2, 4) (5, 1) (3, 1) (3, 4) (4, 1) (2, δ) 
= (1, 6) (2, δ) (4, 3) (3, ὅ) | 

一 个 置换 若 只 能 分 解 成 偶数 个 对 换 的 乘积 则 称 该 置换 为 介 
置换 ， 否 则 称 为 奇 置 换 。 这 一 定义 和 第 二 章 中 用 倒置 个 数 来 定 
义 是 一 致 的 。 

4. 和 群 

定义 8.4 一 个 代数 结构 《4G,，°> 称 为 一 个 群 ， 如 果 

(Ὁ) 满足 封闭 性 , ξέρα, 5EG， 则 wopEG。 
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(2) 满足 结合 律 , (αοῦ)οο--αο(δθοσϑοᾳ Ἢ - 
“(8) 有 么 元 e， 即 存在 一 元 素 e， 对 任意 &EG 有 coe 一 ec 
一 Co ος | 
(4) 有 逆 元 ， 即 对 任意 gcEG,， 存在 元 素 αι, 使 得 4 τα-- 
OW Ἴτθςο | ον . 

设 Α--{1, 2,19. απ), 容易 验证 4 上 的 所 有 置换 在 合成 运算 
下 满足 上 述 条 件 , 所 以 构成 一 个 群 , 称 为 对 称 群 , 记 为 S,。 有 时 ， 
4 上 的 部 分 置换 在 合成 运算 于 也 满足 上 述 条 件 ， 这 样 所 得 的 群 
称 为 次 置换 群 。 5 ἐκ ΒΕ ΒΕΡΟΕ κ ΤΚλΙΗΡΗΕ ὃν 的 子 群 ， 而 对 称 
群 是 置换 群 的 特殊 情况 。 | 

例如 4={ 2, 8}, 4 上 的 6 个 置换 为 

ρι--(1) (2) (8), Ρε (1, 2, 3), ps = (1, 8, 2) 
ps= (1, 2) (8), ps = 4) 0, 8), pe= (2) (1, 9) 
则 «{ρι, ρα, "'", Ῥο], ο) 是 对 称 群 δα, ΠΠ (ἶφι, φα, Φε}, ο} 是 
ὅ.᾽ κος - 
| 我 们 把 置换 按 其 不 相交 图 的 分 解 式 分 类 , 凡是 相 司 长 度 的 
圈 的 个 数 相 等 的 归于 一 类 , 称 为 共 固 类。 例如 
(1) (2, 3) (4, δ, 6, Ὅπα, 2) (9. 4; δ, ϐ) (7) 
在 同一 类 中 。 

σα 1)” Θ)»». [oe 其 中 (6)* 表 示 长 为 

2 [9 ΒΒ {38 hx 次 。 例 如 
- (14) (2, 3) (4, δ, 6，7) ΕΤ (1)ἡ ΟΣ (38) (4) 15)" (6) 7)° 
类 ; 

(1, 2) (3, 4) (B, 6, 7) ἈΤΩ (2)3(8)3 (4) 人 

类 ,容易 看 出 
Na BN 
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ἹΕ δ, Ἤν ΚΟΕ (D”(2)”… 中 的 置换 个 数 是 
ro! 


λα Nal ee Τλθλ»...ῃλα. 

称 为 Cauchy 公式 (证 明 见 题 8.18) 。 

8-6 Burnside 定理 

ΠΕ ἢ | | 
定义 8.5 设 G 蚌 ,的 一 个 子 群 ,对 任意 LE€ {1,2,…,n}，, 
集合 {21G 的 某 元 素 把 4 送 到 ο) 称 为 的 轨 ; 记 为 O%。 

例如,G «11, (1, 2) (3) (4), (DD (2) (8, 4), (1, 2)(3, 4)}, 9) 
出 Οι--{1, 2} Οε-- {1, 2 ο-, 4} Οι-- {3, 4} 

ο) ΒΘ 中 的 元 素 σι (置换 ) 把 直送 到 α, 则 必 存 在 G 中 
的 元 素 g 二 把 % 送 到 上 又 若 有 元 素 gs 把 上 送 入 y, 则 在 G 中 存 
在 置换 σε σι gs 把 4 送 入 Y， μ.μ... Bl 
具有 对 称 性 。 

(2) ΗΟ ἡ 7Ο3ὲ σι 和 gs, 分 别 把 zw ΕΤ 0, 10 Ὁ) 送 到 4 
ἨΩ͂ 中 的 元 素 σιϑο ία 送 到 %， 即 具有 传递 性 。 
“(8) GG 中 含有 恒 等 置 换 , 它 把 x 送 到 2， 即 具 有 中 反 性 。 
ανω 价 类 。 与 G ΜΗΒΝΕΠΗΗΡΤΗΗ9:, 实际 上 
是 集合 {1, 2, …, πὶ 在 置换 群 G 的 作用 于 的 一 个 等 价 划分 。 因 
此 , 任何 两 个 轨 Ce 和 0， 人 
2， 稳 定 集 
定义 8.6 在 ;的 子 群 9 中， 合 数 保持 不 动 的 6 中 所 有 
ἘΠ 855 ΓΤ; 称 为 k 的 稳定 集 ， 记 作 Stro | 
例如 ,在 上 例 中 稳定 集 为 ; | 
Sti={7, (3, 4)}, Sis={71, (3, 4)} 
Sts={1, (1, 2)}; Nia= {1, (1, 2}}. 
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稳定 集 和 轨 有 以 下 关系 : 
Ν (δέν) "NWN(Ok) -Ν(ΘῚ 《证 明 见 题 8.23) 
Ν (ο) 36 π5 318 ο 中 的 元 素 个 数 , 即 ο 的 基数 。 
9. Burnside 定理 
定理 8.1 设 人 是 5, 的 一 个 子 群 ,与 9 相 联 结 的 不 同 轨 的 
个 数 为 


l= 


Ν : δν Γλι(6ι) + Ahi(ga) 十 …] (8-1) 


以 上 和 式 是 对 G 中 所 有 元 素 进 行 ， 其 中 λαίσυ 是 gi 中 保持 不 动 
的 元 素 个 数 , 即 1 图 的 个 数 。( 证 明 见 题 8.25) κ 

例如 G={I,， (1, 2) (8) (4), (4) (2) (3, 4), (1,2) (8, 4)}, 
G 中 1- 图 的 总 和 是 8, 而 入 (G) --4, 所 以 1 于 (8) =2, 这 和 人 
中 的 结论 一 致 。 

8-3 Polya 定理 

1. 格式 

在 置换 群 的 作用 下 ,事物 的 一 个 等 价 类 叫做 一 个 格式 。 例 
如 , 有 方块 二 3, 3, 4, 如 图 8.1 所 示 。 现 给 每 
一 方块 着 上 黑色 或 白色 。 若 在 置换 群 

G = {go, σι, 61, θε] 

的 作用 下， 其 中 go 表示 不 动 , 即 go= (1) (2) 

ΕΗ 81 (8) (4), gi 表示 逆 时 针 转 90°, 即 gu= (1, 2, ὃ, 
4) ,gs 表示 道 时 针 转 180°*， 即 gs~ (1, 3) (2, 4), θο 表示 逆 时 针 
转 270"， 即 gs 一 (4，3，2, 1), 则 图 8.2 所 示 的 相等 价 图 形 组 
成 一 类 , 称 为 一 个 格式 。 

2， 特 殊 形 式 的 上 olya 定理 

定理 8.2 设 { 2，… mn} 是 对 象 集 ， 在 对 象 集 上 定义 一 
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Έα, 又 设 {1, 2, -'., πι} 是 颜色 和 集 , 用 mr 种 颜色 之 一 给 
每 一 对 象 着 色 。 车 在 G 的 作用 下 , 对 % 个 元 素 的 一 种 着 色 可 转 
变 为 另 一 种 着 色 ， 则 认为 这 两 种 着 色 是 同 格式 的 。 不 同 格 式 数 
是 . 


7 [ 1359) 十 CD 十 。- -| ( δ--2) 


-πίσ 

上 式 求 和 是 对 G 中 所 有 元 素 9g 进行 ， 其 中 入 (gi) 表示 置换 οι 分 

解 成 不 相交 图 的 积 中 圈 的 总 个 数 ( 包 括 1--[Ε} ο (证明 见 题 8.29) 
例如 , 上 例 中 , 四 个 方块 的 不 同 着 色 方式 有 16 种 , 如 图 δ.8 

所 示 。 不 同 格式 数 可 按 (8-2) 式 计算 。 因 NN(G) --4, 入 (9o) -4 

入 (g1) -1, 入 (92) 一 2, λίθο) 一 二 所 以 

一 工 [24 十 34 十 2 十 20] --θ 


实际 上 也 确 有 6 种 格式 , 如 图 8.4 所 示 。 

8. 权 

设 对 象 集 为 Ώ-- {άι, ἀρ, …， dj， 颜 色 集 为 R= {1, 2, ''', 
m}。 对 每 一 种 颜色 7 定义 一 个 权 w(r)， 则 对 0 中 所 有 元 素 的 
一 种 着 色 c, 定义 6 的 权 为 

υ(ο) 一 wd 所 着 颜色 ) ds 所 
着 颜色 )，……w(d, 所 着 颜色 ) 

这 里 wk) 可 以 是 数值 , 也 可 以 是 文字 (形式 符号 )。 

例如 ,也 一 {qa， do，ca》 Β--{5τ ΞΕ], w( 红 ) --2, (8) = 
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κ 
8 4 | | 
8, μα 着 红色 , ds 着 黄色 , ds 着 红色 所 得 的 着 色 c 的 权 是 
υ(0) = 二 w( 红 )*w( 黄 )'w( 红 ) 一 2.3.2 一 12 

4. 清单 / 

如 果 S 是 某 一 着 色 集 合 ( 例 如 上 边 的 c 是 一 种 着 色 ， 着 色 
集合 是 指 以 各 种 不 同 着 色 为 元 素 的 集合 ), 8 的 清单 定义 为 S 中 
各 种 着 色 的 权 之 和 , 记 作 inv(8) 。 设 颜色 集 为 B={1,2,…, πο], 
对 象 集 为 D= {di, ds,…, ἄν}, 所 有 可 能 的 着 色 和 集合 为 S, ΠΙ 
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ων (δ) -- Γω(1) γω (8) + τω (πο) 1" (8-3) 
如 果 Ὁ 被 分 解 为 不 相交 的 子 集 Ρι, Ds,…， Ds， 同 在 一 子 集中 
的 元 素 限 着 同一 颜色 , 则 
jnv (δ) --[ω(1) NODD (9) 09) εκ. }-ηὐ (ην) ND 
.. [αυ CD Φως (9) 29 ..ν (mm) YD 


«Γω(1) 09 γω(ϱ) Ρο... +0 (σι) “D1 
(8-4) 
[511 用 ”, y, 2，9 四 种 颜色 给 三 个 同样 的 球 着 色 , 求 所 有 
方案 数 。 | 
解 形式 地 看 竺 本题 ， Η[ 7) --{άι, (3, Qs}, R=1{1, 2, ὃ, 41, 
(1) --7, (2) 一 y, (8) --ὦ, ω(4) 一 9， 求 得 着 色 集 合 有 的 清 
单 , 即 可 求 得 方案 数 。 应 用 公式 (8-3) 得 
inv(S) = (r+y+b+9)? 
-TT TO Οι 
+3ry + 3y% --θυ ο + B702+ Byb2 
8050-84-89 80” --θγῦ 
+6rbg+6ryg+6yby : 
式 中 各 项 的 文字 表示 方案 , 系数 表示 该 方案 个 数 ， 例 如 372y 项 
表示 两 个 球 着 红色 (六 一 个 球 着 黄色 (的 方案 有 38 种， 
(1) 下 着 rr， 吕 着 和 qs 着 vy。 
(2) αι Ἐτ, Qs 着 yy, aa 着 7。 
(3) οι Ἔν, Qs 着 7, Us 着 7。 
所 以 不 同方 案 数 为 20( 若 三 个 球 是 不 同 的， 则 方案 数 为 4) 。 
把 (8-3) 和 (8-4) 式 中 的 权 都 取 1, 分别 得 
iny(S) = [十 1 十 … 十 本 "一 mr (8-6) 
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inv(S) 一 (+1 十 … 十 (十 4 十 … 十 了) 2. (1 十 十 … 十 1) 
= - | (8-6) 
式 (8-5) 正 好 说 明 用 το μὴ νι 个 元 素 着 色 的 方法 数 。 
式 (8-6) 正 好 说 明 用 种 颜色 对 8 个 子 集 着 色 的 方法 数 。 
5， 带 权 的 Burnside 定理 | 
定理 8.3 设 对 象 集 D={di, ἆα, ""., ἀὴ, δη 8 RR 一 {1， 
2 …， m}，G 是 了 D 上 的 一 个 置换 。 由 D 和 及 可 产生 着 色 和 集合 
S= {sis2, …，s 省 ，8 的 权 用 ws 表示 。 ΠΟΠΗ 8 上 
的 一 个 置换 群 89, 对 以 中 的 每 个 元 素 9, 在 9 的 作用 下 , 保持 不 
变 的 元 素 的 权 之 和 记 为 w(g)。 另 外 ， 记 介 的 轨 为 OQ1,， Oa,…， 
假定 每 个 轨 中 的 元 素 都 有 相同 的 权 ， 定 义 每 个 轨 的 权 ω(Οὺ 为 
轨 中 元 素 的 共同 权 , 则 | 
w Oi) +w Oo) 十 … 一 πι ο [2 (σι) -ἵ-ω (6ο) ἠ----] 
(8-7) 
左 侧 和 式 对 G 的 不 同 较 进行 ， 右 侧 和 式 是 对 α ΗΡΙ σε Σ 38 
行 。( 证 明 见 题 8.37) 
车 所 有 的 ww(si) = 二 1， 则 (8-7) 式 成 为 
(= το στα [λα (σι) 十 X3(9a) 十 …] 
即 Burnside 定理 中 的 公式 。 
6. 六 遍 形式 的 Polya 和 定理 
定理 8.4 1 Εν --{1, 2, ''., πο) 是 颜色 集 ，D = {di，ds， 
dr 上 是 对 象 集 , ο δὲ πΧ Ὁ 的 着 色 集 合 。G 是 DD 上 的 置换 
με, 如 果 有 G 中 某 个 9 把 某 种 着 色 送 到 另 一 种 着 色 ， 我 们 就 认 
为 这 两 种 着 色 是 等 价 的 。 我 们 定义 在 G 作用 下 的 等 价 类 ( 即 格 
式 ) 的 权 为 等 价 类 中 诸 元 素 的 共同 权 ， 则 所 有 格式 的 权 之 和 是 
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« T2010 V0 9,. ‘U9) 


ΠΩΣ 
十 W193 0293),, m0) -|-» | (8-8) 
Ἡ οι αυ (1) + (2) tt wm) 


13 一 202 (Τ) + (2) + + (mm) 


w= (1) 十 27(2) 二.… ον (πο) 
ο το 写成 不 相交 图 时 图 的 个 数 。( 证 明 见 题 3.38》 


题解 及 评注 
8.1 设 
人 9 8, 4, 5, δ 站 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
他 一 = 
6, 8, 5, 2, 4, 1, 7/’ 6, 7, 2, 1, 8, 4, 5/ 


(a) 将 <c 和 ?2 写成 不 相交 的 圈 的 乘积 。 

(b) 计算 mb 和 pc， 两 者 相等 吗 ? 

解 (8) a=(1, 6) (2, 8, 5, 4) (1) 
b= (1, 6, 4) (2, 7, 5, 8) 


Ων αὖ-- 人 , 2, 3 4 5, 6, ης 2, 8, 4, ὅ, 6, η | 
1, 7 ΙΤ, 2, 1, 3, 4, 5 
ΣΟ 
4, 2, 8,7, 1 6 5 
wo 2, 8, 4, 5, 6, | 2, 8, 4, ὅ, 6. 
6, 7, 2, 1, 8, 4, 5/\6, 3, 694 1,7 
98456 
-T7882 που 


αὖ 5: ὄα 
8.9 (4) 证 明 若 2 是 不 相交 的 对 换 的 积 ， 则 ϱἳ-- 


bi 


” 
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(Ὁ) 证 明 如 果 φ’--1, 则 & 可 写成 不 相交 对 换 的 积 。 

证 () 设 ο έο-- ἐν, ἩΠΊΗ ὄντ- (αι δ) 且 互 不 相交 ， 
μὴ ῥ ΕΠΣΑ}, ΑΦ ΤΠ ΣΣ Τι, ΕΝ ρδών αι) ας 
Χ (αιὸι) (αιδὺ -- (αι) (ὦ) 于 是 

= (ἐχὐο"''"ἐμ) (δν αι. 1) 

. 《2 (ο. ΚΟΠῚ (ἐχίχ) ἐν)” ὁ) η) 

一 (Bi (t9°*° (bp_4 (Wx) (ὂῃ) ty-1) ** "ta) ἔτ) 

= (bi (to ((@y) (ty:1tp_1) (1) 1 δρ) 1) 

一 ΜΙ (ἑπ-»»( (αχ) (αν κ) (δι κ) (ὅχ))'' 3) δε). 


一 (αν 1)" (αι) (21) ώς, (ὃς) (Ox) 一 地 
(Ὁ) 设 o2= 工 = (αι) (Qs)…(a,), 车 nn 是 一 奇数 ， 则 没有 这 
样 的 g 存在 ， ΜΗΝ df 一 CA (άιιαι,)”'' (αι σι), 刚 0 一 
(αι) (om(a (cy 必 由 偶 数 个 1-- 圈 组 成 ， 与 % 是 奇数 闻 
盾 。 今 由 题 意 知 g 是 存在 的 , 所 以 % 必 为 偶数 ， 可 把 % 个 二 图 两 
两 划分 成 可 块 , 每 块 作 一 对 换 , 并 把 它们 并 置 在 一 起 ， 即 得 ο 的 
不 相交 对 多 组 皮 的 下 式 显然 有 9 ”=IT， 因 此 本 题 得 证 
8.3 一 副 扑克 牌 52 张 ,已 按 一 定 顺 序 排 好 , 并 日 上 而 下 编 
号 为 二 2,，…，52。 我 们 按 以 下 方法 洗 牌 ， 使 顶 牌 和 撒 耻 不 动 ， 
其 它 牌 交替 放置 。 即 


.. 1 27 1 
2 | 2 28 27 

3 分 成 两 六 9 909 第 一 次 对 将 、 9 

| : ”28 

δα 20 B52 52 
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问 这 种 方法 洗 牌 , 洗 多 少 次 后 才能 使 一 副 牌 回复 到 原来 的 顺序 ? 
ΚΕ ”这 种 方法 洗 牌 对 应 于 以 下 这 个 置换 ;， 
1. 38, 4, δ, 6 49, 60, δΙ, 52 
全 27, 2, 28, 8,90, 95, 51, 26, η 
ο -ῶΏθΏ, 27, 14, 889, 17, 9, ὅ, 8) κ 
ο (4, 38, 40, 46, 49, 25, 18, Τ) 
(6, 29. 16,8, 830, 41, 91, 11) 
(0, 81, 16 δ4 48, 22, 87, 19) 
(12, 92 42 47, 24 88. 46, 28) 
(20, 96, 44 48 50, 61. 20,09) 
(18, 85)(G Ὃ 
这 是 两 个 1- 圈 , 一 个 2 图 和 六 个 8-[8 μὴ 76 πι, ΠΠ 1, 2, 8 的 最 
小 公 倍 数 是 8， 有 所 以 这 个 置换 日 乘 8 次 就 成 为 恒 等 置 换 。 所 以 
用 这 种 方法 洗 8 次 后 ,回复 到 原来 的 顺序 。 ᾿ 
8.4 ὑζτα-ΩΙ, 3, 8, .'', πν)(ίην!ἠ-1, m+2, ».., τ), b= 
(ην, Ὡν 1-1) κε αὖ 和 px。 . | | 
85 αὖ--(ἰ, 3, 8, οτε, πο) (m+1, mt+2, -.', τ) (πι. πο 1) 
= (1, 2,8, τε ον--9, Mm—1, m+1, «..,το--1,ηι, Ὅν) 
bo= (m, πο) (α, 2, 8, οτε, πι) (πο, m2, ..., τι) 
κα, 2, ὃ, ο, m—2, πο--1, πο, | 
ην --2, ,nO—1, αι, m+1) 
评注 ， 本 题 说 明 两 个 不 相交 的 圈 可 乘 以 一 个 对 换 ， 合 成 为 
一 个 圈 ; 反之 一 个 圈 乘 以 一 个 对 换 , 可 分 解 成 两 个 不 相交 的 圈 。 
8.5 用 15 块 标记 着 二 2, ..., 15 的 骨 脾 ,初始 时 如 图 8.5 
(ο) 那样 放置 在 4x4 棋 友 上 ,者 只 人 允许 与 空格 相 邻 的 骨牌 可 以 
移 至 空格 , 问 可 否 经 过 奉 干 次 移动 , 使 初始 格局 变 成 图 8.5(5) 所 
不 的 格局 。 | | 
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Πτι ΓΓΓΓ 
ET 
"Γη ΓΓΓΓ 
ΙΙ ΠΠ 
6) 


(0) 
图 8.5 


解 ”给 空格 放 上 一 块 标记 为 16 的 骨牌 ,并 给 棋盘 的 方 格 标 
上 与 骨牌 初始 放置 相同 的 标记 , 于 是 初始 格局 相当 于 
1 2 3 ..., 16 
m= (i 2, 8, ..., 16) 
终止 格局 相当 于 
1 2, 8... 16, 16 
的 14, 18, .…， 工 ο) 
骨牌 α 与 骨牌 16( 即 空格 ) 换 位 后 所 得 的 置换 ， 就 是 原来 的 
置换 右 乘 对 换 (z, 16) 的 结果 。 若 po 经 若干 次 移动 后 能 得 出 py 
那 末 骨牌 16 从 方 格 16 开始 ， 经 若干 次 移动 又 回 到 方 格 16, 它 
同上 和 加 下 的 移动 次 数 应 该 相等 ， 问 左 和 同 右 的 移动 次 数 也 应 
相等 , 因此 骨牌 必须 移动 偶数 次 。po 是 偶 置 换 , ΛΕΒ ΔΙ Τα δὲ 
仍 应 是 偶 置换 , 但 py 是 奇 置换 , 可 见 从 po 变 到 py 是 不 可 能 有 的。 κ 
8.6 证 明 (g, ὃ) (ο, ἄ) ΊΠία, ο) (ὁ, Q) 是 可 交换 的 。 
证 {(α, 0) (0, (0, ο) (0, ὦ) --(α, ἆ) (ὁ, ο) 
(α, ο) (5, ἆ) ία, δ)(ο, ἄ) = (@, ὦ) (ὦ, ο) 
所 以 《45b) (οὐ) 和 (gc) (56) 是 可 交换 的 。 
8.7 证 明 在 Sio 中 与 (1, 2 8, 4 δ) (6, 7, 8, 9, 10) 可 交 
换 的 愉 有 50 个 元 素 。 
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证 ”设置 换 2 满足 


2( 3, 8, 4, 5) (6, 7, 8, 9, 10) 
(1, 2, ὁ, 4, 6) 5 7, 8, 9, 10)2 


Η.γηι1-»έ., 
(1) Ἔ ΚΕΙ, 2,8, 4, δ), 则 有 以 下 连续 结果 
ι 2 >, (1, 2, 3, 4, 5) pil 1 (1 2, 3, 4, 5) 2 η γι 


2 一 一 > 大 十 二 一 一 8 十 2 
3 --ᾖ-ἰ-2---» ᾖῤ-ὸ 
4 ----ᾖ--ὸ--ᾖῤ--α 
5— > ἐ--ᾱ---» ᾗ 


6 (6, 7, 8, 9, 10) 


了 一 > 十 二 一 一 十 2 
8 一 一 > 十 2 一 一 《十 3 
8 一 > 1 二 3 ----[--ά 


> [-- 


1 


2 -一 > 3 ----» k++2 
3 一 -> 4 一 > 十 3 
4 一 一 > 5 一 一 十 4 
5 一 一 荆 一 一 8 


6, 7, 8, 9, 10 * 
6 ο η νι γι 


7 一 > 8 一 一 > 十 2 
8 -一 > 9 -> 了 十 3 
9 —>10—> [4 


10 —> {1+4——>! 10——>6—>1! 
上 边 的 +%E, 2, 8, 4, 外 ,上 + 多 >5 时 表示 上 上 +5 一 5,， 有 十 人 
<5 时 表示 本 身 ; 1+%E{6, 7, δ, 9, 10}, 1+6>>10 时 表示 Lt 
一 6, £ 十 $10 时 , 表示 本 号 , ὑ-0, 1, 2, δ, 3ο 

(9) 若 E {6, 7, 8, 9, 10}, 有 类 似 结 采 。 

ΕΠ 10 种 选择 , 因为 (二 9, 8, 4, 是 与 (6, 7, 8, 9, 10) 
是 不 相交 的 , 在 选 定 后 , 1 只 能 有 5 种 选择 ,在 6 和 和 7 选 定 后 ， 
置换 wp 也 就 确定 了 , 所 以 满足 题 意 的 置换 p 恰 有 140x5=50 个 。 

8.8 一 个 置换 若 其 不 相交 图 都 是 等 长 的 则 称 为 正则 的 , δ 
如 《1,7,，9) (2, 8, 4) (3, 6, 9) 是 正则 的 。 

(a) ἹΕΒΗ͂(Ι, 2，3，… m) 的 每 次 大 是 正则 的 。 


93839. 


(b) 证 明 8, 中 每 个 正则 置换 都 是 mn- 圈 的 菏 次 察 。 
(ο) 计算 5 中 正则 置换 的 个 数 。 
(d) 证 明 δ, 中 与 η ,… %) 可 交换 的 置换 都 是 (1， 
2,…., n) 的 短 。 

证 (a) 如 果 把 n 个 数 排 成 圆周 ， 
则 一 个 圈 就 相当 于 穿 程 图 中 各 元 素 的 
点 上 的 一 条 回路 , 回路 长 就 是 圈 长 , 比 
πμ (1, ὃ, 5) 时 ， 有 问 回 路 如 图 
8.6 所 示 。 

记 p= 二 (1, 2,，…，%)。 现在 考虑 
在 人生 作用 下 ， 从 某 点 了 出 发 的 回路 。 显然 

}-»ε--}, 8 十 256 十) 28 十 7 一 35 十 力 …， 
(η.--1)µἠ-}-»ηιξ--} 
这 里 ὑΚἼΠ-}, ὁ--1, 2, ».. 表示 
[δν Ἢ 多 十 jn 时 
(ὁδἠ- }-- 1 modn) ἠ-1, ως ἠβεγ ο μὴ 

(1) ΒΕΠ ἘΙ, ΠΗ ὑπ ῃβ δν 不 能 为 整除 , 所 以 ὁξ-- 
), πο, 1, 2, ''',τι-1, 各 点 无 重合 ,但 nk 十 j 与 了 重合 ,所 以 此 
ΗΠ ΒΒ“, 且 只 有 一 个 圈 。 故 入 是 正则 的 。. 

(2) 知 8 与 % 不 互 质 ， 设 其 最 小 公 倍数 为 mboxz<m)， 则 
0 十 了 点 开始 与 7 点 重合 , 拨 以 ， (1, b+I, 281, -»», (mC—1)k 
-) 形成 一 个 圈 , 圈 长 为 ww。 现 取 不 在 上 述 轿 中 的 一 点 1, 同 理 
(7, ο γ], 2-1, ὦ, ποτ) ο) 也 形成 长 为 mw 的 一 个 圈 。 
显然 这 个 圈 与 已 有 圈 不 相交 ， 因 为 步 长 8 的 一 致 ， 若 有 一 点 相 
交 , 两 圈 即 全 部 重合 , 这 与 了 不 在 已 有 图 中 的 事实 了 矛盾。 如 此 以 
往 , 直至 {1, 2,…, τ] 中 的 数 恰 好 都 在 构造 的 圈 中 为 止 。 这 是 
可 能 的 , 因为 m% 是 和 % 的 最 小 公 售 数 , 由 数论 知识 知 m 整除 
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图 8.6 


ης 不 妨 设 1 一 一 ， 所 以 在 构造 了 7 个 长 为 m 的 不 同 圈 之 后 ， 


然 如 此 。 这 就 证 明了 与 % 不 互 质 时 的 正则 性 。 
综 上 所 述 , 2 是 正则 的 。 
(b) 设 5 中 任 一 正则 置换 
q = (αι, G2, ''', ἄμ) (ὅπει, ὥπιο, ''', ἄρπ)»'' 
 (---οπει, Ωγ. ἄγπιᾳ3, “'"'"', Ώχπι) 
这 里 zz 一 mw。 我 们 可 以 构造 一 个 图 组 成 的 置换 p 如 下 ， 
DPD= (αι, ἄμμι, Ga αρ πα, Wa ἄν», 
6ρηι ο, ση RIImi2 ""'" Wm, om ""'", (μην, 
显然 
φ΄ --ᾳ, 所 以 本 题 得 证 。 
(6) 正则 置换 的 个 数 有 


5 n! | 
fn mA Γζῶ σσ 
个 , 这 里 2 是 的 因子 。 
1 2 3 ... 
ο (ἆ) 没 p -| ΝΟ 站) Po= (1,  Ὁ, ο... γον) 
σι, έζ3, σα, ων. Wn . | | 


31 Ῥρο--Ῥον, ΠΒ 


1, ὁ ， 8 ，… η 
(a αρα, ας 1,，., ΝΜ 
1.9.8... - 
-i (ζω, W4, ***, 3 
所 以 σο-- αι --1, αν = 609+ 1: 
一 @_1 十 1, 01 一 ,十 1 


αι 1-1 Ἔ a i 


这 里 αι--1-ἠ ο 
| σι-ἰ- 1 ---πι ται 1 
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1, 2 ， 3 ,. hn 
所 以 ρ-- 


αι, αι 1, αι--δ, “… ον Γα-- 1 


αι -Φ > αι--ὑ--τυ 


κ. oa αι 十 ~--M Ἡπς αύτη 
故 DPD= Dol 

8.9 (4) 证 明 每 一 (1, w) 形式 的 对 换 都 可 写成 (1, 2) 和 
(2, 3,…, απ) 两 个 圈 的 积 ， 这 里 每 一 个 因子 都 可 重复 应 用 。 

μέν. (2, 8, 4, δ, 6)3(1, 2) (2, 8, 4 5, 0)?= (1, 4)。 

(b) 证 明 δ, 的 每 一 元 素 都 能 写作 这 两 个 圈 的 重复 的 积 。 

证 (4) 因 (一 z 十 1 十 (22 一 2) =m 一 4， 所 以 

(2, 3, RE γι) 2z+l 利 | (2, 8, κα mn) 
互 为 逆 元 。 把 它们 分 解 成 不 相交 的 圈 之 积 , 不 妨 设 
(2，3，.…， αι) στά i000, 
则 (2, 8, -.., πι) περ ]ος τις «ο: 
因 z 到 2 的 位 移 恰 好 是 % 一 zw 十 4， 所 以 其 中 有 一 个 圈 是 (z，2， 
…) ,不妨 设 οι ω, 2,…)， 因 而 ος --0, α, …)。 所 以 
| ον(1, 2ος. = (1, α) 
其 它 的 οι 和 oi ὁ--1, 2, -.., 一 1 都 与 (1, α) 不 相交 且 互 逆 ， 
所 以 ο 
(2, 8, 7°, πι) στα, 2) (2, 8, 0, 3= (1, ϱ) 

(b) δ. 中 的 每 一 元 素 可 分 解 成 对 换 之 积 。 在 这 些 对 换 中 ， 
对 已 是 (二 w) 型 的 对 换代 入 (a) 中 的 分 解 式 ; 对 不 是 (1, ο) 型 的 
对 换 , 先 把 对 换 (z，y) 写成 

(ο, Y) = (1, ο) (1, ) (1, α) 

然后 对 (1 ο), (1, 2Y)，(1, ww) 代 入 (a) 中 的 分 解 式 ， 这 样 就 得 到 
了 所 求 的 分 解 式 。 

8.10 (a) 证 明 任 何 由 3- 圈 乘积 (可 以 相交 ) 构成 的 置换 
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μ.ὶ ετῶ 


是 偶 的 。 

(b) 证 明 每 个 偶 置 换 可 以 写成 (可 相交 的 )3- 圈 的 乘积 。 

证 () 因 任 一 3- 圈 ία, δ, ο) = (g, ὁ)ία, co)， 即 每 一 3- 
圈 可 分 解 成 两 个 对 换 , 因此 共 可 分 解 成 偶数 个 对 换 , 故此 置换 是 
偶 的 。 

(Ὁ) 因 每 一 侦 置 换 可 分 解 成 偶数 个 对 换 , 而 每 两 个 对 换 , 如 
全 是 不 相交 的 , 可 写成 两 个 3- 图 之 积 . 

(α, ὅ)(ο, ὦ) = (@, ὃ, ο)ία, ὦ, ο) 
如 果 是 相交 的 , 可 写成 一 个 9-8. 
(α, ὃ) ία, ο) = (@, ὃ, ο) 

必 整 个 偶 置 换 可 写成 3- 圈 之 积 。 

8.11 AS, 中 所 有 偶 署 换 构 成 一 个 群 , 称 为 交代 群 , 记 为 4,。 
证 明 如 果 @G 是 4 的 子 群 且 含 有 3- 图 

(1, 2, 3), (1, 2,4), --., (1, 2, η) 

ρε 6-- 4,。 | 

证 G 是 4, 的 子 群 ,所 以 GCA4,。 另 一 方面 由 上 题 的 结 
果 知 , 每 一 侦 置 换 都 可 写成 3- 图 之 积 , 在 这 些 3- 圈 中 , 如 果 已 是 
(1, 2, 2) 形 式 , 则 不 必 改 动 , 车 不 是 《1， 2, w) 形式 , 则 按 以 下 规 
则 改写 . 

(Ὁ) Ω, 1, 2)= (1, 2, α)ί, 3, α) 

(2) Ω, α, ψ) -(1, 2, α)(1, 2, υ)(1, 2, υ) 

(8) (1, α, )--(1, 2, 9) (1, 2, ο) (1, 2, ν)(1, 2, ψ) 

(4) (α, υ, α)--(1, α, Y) (1, α, α) 

πα, 2, 9) (1, 2, ο), 2, 9) (1, 2, Ἡ) 
(1, 2, 2) (1, 2, 2) (1, 2 2) (1, 2, α) 

这 里 z, υ, αθ:{1, 2}。 可 见 任何 4; 的 元 素 2 都 可 写成 (1, 2, α) 
形式 的 痢 的 积 ,所 以 pEG，4, 刁 G。 于 是 得 G = 4,。 
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8.1% 如 果 我 们 以 置换 Λα, 3, οτε, πι) 和 pn 一 , 2, 
…, 由 开始, 这 里 m<n, 通过 到 它们 的 积 , 试 表 明 我 们 能 够 广 生 
(a) pn 和 pa ο 
(b) (1, 2, m+1)。 
(ὁ) 对 所 用, γΞτ, (1, α, Y)o 
(d) 4; 的 任 一 元 素 。 
(ο) 如 果 m2 或 nw 是 侦 数 ,所 有 δ, 的 元 素 。 
8 (Ὁ) 因 =p%1pm 一 J， 所 以 pr 一 p%!， 同 理 χτ'- 
Do 
(Ὁ) (1, 2, m 十 1) 一 pz pn Pnpmo。 此 结果 可 推广 为 
(1, ἆ, 和 十 二 πρι νι pp (2<k<m) . Ὁ 
(1) 式 可 直接 验证 知 其 是 正确 的 。 
(ο) 我 们 先 证 明 (1, πε, 1), m+l<b<n, 可 用 pm 和 的 
积 表达 . 设 4=pni'ps,， B= pmpr” 
(1, m, Ὦ) = ΑΝ +1B" ΝΤ (2) 
用 归纳 法 证 明 。 / 
hp 二 nn 时 , (1, πι, τ) 二 4B。 可 直接 验证 知 其 成 立 。 
设 (1. Ων, Eb) = Α"- b+1 Brkt1 有 
A"-r+2B"-k+23— A( πω Ῥ | 
τρ pr(l, πι, ) Ώρα = (1, τι, bo—1) 
所 以 ,对 一 切 m+l1<h<n, (1, πι, κ) -- ΑΒ" 1ο 
| 现在 研究 ( 2， 幼 的 玫 达 , 我 们 分 情况 讨论 。 
(1) γα, γι] ]ο 
1, ο, ψ)--(1, πι, 4) (1, πο, 2) (1, ην, ) (1, m, γ) 
对 每 一 以 ，m, ww) (1, πι, 9) 用 (2) 式 代入 即 得 天 达 式 。 
(2) 若 w 达 mm 十 ly 一 m% 十 4, 则 用 (1) 式 代入 (4, α, ψ) 即 得 ; 
Ἕα--γν--1, γ««πν!-1, 则 (1 α, 一 (4, ψ, 2)“ 亦 可 用 (0 πὶ 
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代入 。 
(3) 35 ο-«“πν--1, ο πι- 1, 出 
(1, α, =, m+1, ) (1, mt+1, α) 
(1, m+-1, y) (1, m+1, y) 
(1, πι--1, ψ) π ΤΗ δὲ (1) 438: 
(1, πι--1., ο) = (αἱ, ὦ, πι--1)”3 
可 用 (了 D) 式 代入 ; Τα σπι--τ,/«πι 1, 可 类 似 地 处 理 。 
(4) 若 wy 二 mm 十 1， 则 
(1, α, υ)--(1, m+1, y) (1, m+1, ὦ) 
(1, m+i, vy) (4, "ν!-1, y) 
对 每 一 (I, πν!-1, ) ΒΚ, πι 1, 2) 可 按 情况 (2) 处 理 。 
综 上 所 述 , (1, αν, ) 均 可 表达 成 pm Pr 的 积 。 
(d) 根据 题 8.10 的 结果 知 每 一 偶 置 奖 都 可 写成 图 之 积 ， 
若 这 些 3- 轿 是 
(2 (4, α, 幼 形 式 ， 即 圈 中 有 一 个 元 素 是 二 则 由 (ο) 知 可 
表达 成 pm 和 ps 的 飞 积 。 
(2) (α, y，%) 形式 ， 即 圈 中 没有 一 个 元 素 是 1， 则 可 化 为 
(1, ο, ο) (1, α, α), 因此 亦 可 表达 。 所 以 ， Α. 的 任何 元 素 都 可 
表达 。 
(9) 设 2 是 中 的 任 一 元 素 。 知 wE 4 已 知 可 表达 , τ 
2 和 4,， 则 zw 可 表达 成 一 个 对 换 (α, ο) 飞 以 一 个 Α, 的 元 素 , ΒΒ 
此 只 须 证 明 (α, 6) 可 表达 就 行 。 寿 %w 是 侦 数 记 有 =m, 3 τι ἘΕΒ 
数 记 一 n， 于 是 
(α, ὃ) ώς —Ppx(l1, 8) (1, ᾱ--1)-::(1, 2) (α, ὃ) 
(1, 2) Ω, ᾱ-Ὁ-»:(Ο, 2) (α, 0) 是 偶数 个 对 换 , 是 4. 的 元 素 , 可 
以 用 pm 和 ps 的 积 表达 。 这 样 , A, 中 任意 元 素 ο 都 可 表达 。 
8.18 一 个 置换 p,， 如 有 果 pr 一 I， 则 称 p 为 二 阶 的 ， 证 明 每 
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一 置换 都 可 写成 两 个 2 阶 贤 换 的 积 。 
(1, 2, 8, .'', 2n) = (1, 2n—1) (2, 2n—2)... 
(nC—1, nt+1) (1, 2n) (2, 2-1)... 
(πα, nn 二 +1)o 
记 Pi1= (1, 2π-- 1) (3, 2n—2).…(n—1, nt1) 
pa= (1, Απ) (2, 2n—1).… (n, n+1) 
这 说 明 长 为 偶数 的 圈 可 分 解 成 两 个 不 相交 的 对 换 组 成 的 置换 的 
乘积 。 
同 理 ， 
(1, 2, 8, ---, ἁπ--1)--(1, 2n) (2, 2π--1)... 
(αι, πι) (1, 2n+1) (2, 21)... 
(nm，% 十 2) 
这 说 明 长 为 奇数 的 圈 可 分 解 成 两 个 不 相交 的 对 换 组 成 的 置换 的 
乘积 。 
设 φ 是 任 一 置换 ，% 可 分 解 成 不 相交 圈 的 乘积 ， 略 去 二 图 
而 对 其 中 所 有 ?> 寺 的 红 圈 应 用 以 上 两 式 分 解 , 得 
P= (Pi1° P12) (11129) (ρα “Pra) 
= (Pi1° (P12° Pa1) Ρος) (Pa1° pa) (μι Dra) 
= (Pii° (2) P19) * P22) (P31° Psa) *** (Ένα px3) 
= (pi1° pat) * (Pia° P22) * (Pai* 219) 1η (prl* Phe) 
一 (Ῥιι-Ραι’ ( P12° P22° P31) ος) … (ια. Pra) 
一 ( 11° 0ο. Pa1) . ΣΩ 机 (δια * Pra) 


一 - (Ριι”Ῥαι'''-Ῥχι) ο (219. Ώος.".. ) 
其 中 Dy 是 不 相交 的 对 换 组 成 的 置换 。 显然 ， (P11° Pa1° ελλ νι) 利 
(112 Da τρις) 都 是 由 不 相交 的 对 换 组 成 的 置换 由 题 8.2 
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知 是 二 阶 的 。 因 此 本 题 得 证 。 
8.14 ”证明 如 果 两 个 置换 在 同一 共 辊 类 中 ， 则 它们 具有 相 
[5] ΠῚ ἩΓ 11 ΤΕ ο 
证 ” 洲 两 个 置换 jp 和 9g ἩΠΕ|--3Εΐ912Ξ (0”Ο}”(8)᾽''' 
(DD)” μι, Πο πσηι[ῇ ὁ [8, ὁ--1, 2, ».', mn， 可 作出 一 一 对 
应 。 对 应 的 订 圈 可 分 解 成 相同 个 数 的 对 换 , 因此 , 2 和 9 可 分 解 
成 相同 个 数 的 对 换 , 故 有 相间 奇偶 性 。 
8.15 (a) p 是 5 中 任意 置换 , 设 g= (1, 2)p(1l, 2), 证 明 
2 和 2 有 相同 的 圈 结 构 , 即 它们 在 同一 个 共 斩 类 中 。 
(b) 如 果 2 和 9 在 相同 的 共 斩 类 中 ， 试 证 明 存 在 对 换 刀 ， 
ἐς, ''', ὑμ 使 得 
ο πο αι ρα” -“ἓμ 
(9) 证 明 2 ἯΙ ᾳ 在 相同 的 共 罗 类 中 当 且 仅 当 存在 某 置 换 w 
使 得 | 
λα 
证 (4) 把 jp 分 解 成 不 相交 轿 的 积 , 可 能 出 现 两 种 情况 : 
(1) 1, 2 含 在 同一 圈 中 。 不 妨 设 | 
p= (1, α, «.', ὃ, 2, ο, ..., OD 
ΜΙ 
(1, 2)»(1, 2) = (1, 2) (1, α, ο, 6, 2, σ, «'', ἆ) (1, 2)... 
--(1, ο, ".., 0) (2, α, --:, 8) (1, 2)--: 
--(1, σ, «'', ἆ, 2, α, -», ὂ)-'. ο (1) 
所 以 , 2 和 9 有 相同 的 结构 。 
(2) 1, 2 含 在 不 同 图 中 。 不 妨 设 
p= (1, α, 人 (2 ο, -.., ἄγ». 
᾿ε-47. 


则 
(1, 2)»(1, 2)= (1, 2) (1, α, ***, 0) (9, ο, »':, ὣ (1, 9)" 
= (1, ο 1, ἆ, 2, 0 τε, b) (1, 9). 
= (1, ο, 9», α) (2, ᾱ, «'', b) (2) 

所 以 , p 和 g 有 相同 的 结构 , 本 题 得 证 。 

另外 ， 从 (1) 和 ὦ) 式 可 看 出 ，(i，2)p(1i，2) 相当 于 把 
np 的 圈 分 解 式 中 的 1 和 和 2 交换 位 置 ， 这 一 绍 论 可 推广 到 任意 
πι, PM, τι) ο 

(Ὁ) 设 p 和 og 都 已 分 解 成 不 相交 的 圈 之 积 , 为 了 便于 查找 ， 
不 妨 假 定 在 积 中 : 

“(1) 每 个 圈 都 以 峰 中 最 小 元 素 放 在 首位 。 

(2) 相同 长 短 的 图 已 按 字 — 典 序 排 好 。 

(8) 不 同 长 短 的 圈 , 短 的 排 在 左边 。 
因 w 和 og 在 同一 共 罗 类 中 ， 有 相同 分 解 形式 , 作 了 以 上 约定 后 ， 
所 有 的 插 号 必 已 对 齐 , 所 不 同 者 仅 数 学 而 已 。 

我 们 用 以 下 几 步 找 出 ὑιία-““ὑκο 

第 一 步 Ἐξ go 一 p, 一 0; 

ὃν ΗΝ αφ 和 qx 中 的 数字 。 如 有 果 所 有 数字 ΞΕ 
相同 , 这 说 明 

(ποτ νφι itp— ttp_19r οὖν. 1ὖμ--»'' 
tb 

工作 结束 。 

第 三 步 阁 第 一 个 不 同 的 数字 是 g 中 的 4 与 qx 中 的 5， 
(ΕΙ όν ία, ϐ), 5» ἀχει--ὑκμιφιόμειο 根据 本 题 (8) 的 结果 , 知 
qx+1 写 9 中 的 数字 从 α 起 往 左 都 已 相同 。 

第 四 步 置 * 等 于 十 1， 转 第 二 步 。 

因为 最 多 只 有 n 个 数字 , 每 执行 一 次 第 三 步 , 不 同 的 数字 至 
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少 减少 一 个 , 所 以 最 终 会 找 出 ἐιέο-:.ἐκ, [8 φ--ὔν-'-ἔιρθι--"ἔκο 
(ο) βΕΗΕ, 3 οι ο 1ε[π]--}εθιλεηι, 由 (pb) 的 结果 知 ， 
存在 ὑι, 9, -'', ἐμ, 使 得 
ο τν. ἐιρέι.- ty 
记 z= 机 ty | ατα -- ιδροτ δν, δς 1 
00 一 (ἐκ--»ἐπ) (΄ι-."ἐμ) -- (ἐν (πμ (ta (4161) ta) tp) ἐν) =1 
同 理 , ο Ίω-- Το 所 以 存在 % 使 g=wps。 
充分 性 。 若 有 ww 使 9=zpo 则 可 将 zw 分解 成 对 换 之 钠 
πα ΙΤ 
Q 一 如 加 0 人 
反复 应 用 (ga) 的 结论 , 即 得 2 和 2 在 同一 共 辊 类 中 。 
8.16 证 明 若 置换 2 的 圈 形 式 为 (1)*(2)*…'(m*”%, 则 wp 与 
7Xas 十 和 s 十 Xe 十 … 有 相同 奇偶 性 。 
证 ”因为 (cica…am) 一 (481049) (αισφ) (aagm) ΒΤ ΕΑ, 置换 p 
可 化 为 | 
0. 和 十 二 和 3 十 2 和 as 十 3 和 十 十 一 了 和 (1) 
ΑΣ! 0. λ1-29λΓ4.λο ντ. 是 偶数 , 所 以 上 式 的 奇偶 性 
取决 于 
1.)s 十 3. 和 xs 十 5. 和 Xe 十 … (2) 
ΒΗ 2 和 十 4)e 十 6Xs 十 … 是 偶数 ,所 以 (2) 式 的 奇偶 性 又 取决 于 
入 3 十 人 十 和 人 6 十 
ΧΑ 2 与 和 as 十 和 s 十 Xe 十 … 同 奇偶 。 
8.17 设 和 \(p) 是 以 中 置换 2 的 表达 式 中 不 相交 圈 的 个 数 
(包括 1-8), 证 明 nn 十 入 (p) 与 置换 2 [Πο 
证 设 p 的 圈 结 构 形 式 为 (DD*(2)*…m)“， 则 
入 (PD) 一 和 十 和 3 十 和 as 十 … 十 和 rn 
ΠΠ ην -- λη -- 2λια -}- Όλα -|- ο 十 Am 
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得 m% 十 和 (一 2 和 1 十 3 十 4 和 as 十 … 十 (十 二 和 v 
% 十 入 (P) 的 奇偶 性 取决 于 
入 a 二 A Ae 二" 
题 8.16 已 指出 Pp 与 和 十 和 4 十 Ne 十 … Ην, ἐς ὃς 2 Ὦ πή- 


λ.(ρ) [1] 33 {68ο 
8.18 证 明 在 S, ΗΑΕ 802 (ὉΠ (Θ)᾽»''' σι)” μι ΒΕ 
换个 数 是 


πι] 
λα | Aa } ν "hn 12211. . 413 


证 把 ,中 %! 个 置换 逐个 填写 入 


(Ὁ) (1) (2) 2) πα) 
λη λο Αη 


格式 中 , Βλ. ΣΠ θε 15ϑ12ἑη1 μὴ --- ΗΒ ΗΕ 
重复 

(1) λι ἡ ὁ [84 λε! 种 排列 , 这 些 排 列 应 该 看 作 相同 的 , 故 
ΣΡΙ λε], ὁ-- 1, 2, ---, τι 

(2) ΑΥΤ η ὁ 个 数字 , 其 首 数字 可 以 有 种 选择 ,个 
ῥ-[8, 它们 的 首 数字 有 ΤΆ 这 些 选 择 应 该 看 作 是 相同 的 ， 
故 应 除 以 ,多 =1，2,……， 

ὃς 1, 就 得 出 和 以 上 公式 ， 

8.19 证 明 δ 中 恰 可 分 解 成 个 不 相交 轿 的 置换 数 是 
Na nn， 万 ) 一 一 第 一 类 Btirling 数 。 

证 ” 设 所 求 置 换 数 有 ,mw κ) 个 。 显 然 有 

γα, 0) =0, fn, τὸ --1 

另外 ， 这样 的 置换 可 从 Ssi 的 元 案 ， 用 以 下 两 种 方法 之 一 构 
成 : 
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(1) ἩῊ ἐ-1 ΤΒΙΗ 11, 2, στ nO—1} 的 置换 ， 加 上 图 
(η) « 

(2) 对 有 个 图 的 {1, 3, τα 1} Φε, ΒΙΠΠ ΦΠΑ 
这 些 圈 之 一 ， 因 为 可 搬入 任 一 数 的 右边 ， 故 有 (ι-1) 种 捅 
法 。 

这 样 就 得 出 以 下 递 推 关 系 

人 8) --[(ου--1, ε--1λ)η-(υ--1)γίι--1 1) 
ία, 0) --θ, ία, απ) 一 工 
这 是 第 一 类 Btirling 数 所 满足 的 递 推 关 系 ， 故 其 解 为 Sa 
(η, ἆ) ο 

8.90 证 明 

η) Άν Τ''' Ἔλη 
人 和 1 1 入 81 ο λα 1171 
“οὐ 


τι] 
证 由 8.19 题 知 ϑιίη, 1) 是 表示 δι 中 恰 能 分 解 成 下 个 不 
相交 轿 的 所 有 置换 个 数 。 我 们 用 形式 记号 δι(α, ἔλα’ 表示 此 事 
实 。 因 此 , δι 中 所 有 共 罗 类 的 置换 总 数 应 是 


之 0 αγ 十 和 十 一 十 An 
Ἀχ -2λᾳ1--""-λη-Ξῃ A 人 1 | λο | .. 人， | 12191. . «η΄ 


一 Ai π)α"-}- Hin, τι--1)α"-;ἠ--'.ἠ-δι(α, 0) 
第 五 章 的 题 5.33 已 证 明 
(0 一 二 (2 一 多 十 了 
Si(n, tar San nl) ort (n, 0) 
用 一 z Ίο, 并 两 边 约 江 (--1)", 18 
vwt1).… (2+n—1) 
πε σα (πι, nw δα (πα, RO—1) wT Sn, 0) 
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因而 
信和 十 2 十 … 十 和 An 
ση Ρα πα {λμ 52 μμ ο κ σπα 
ο 1) απ τ) 
πι | 
8.21 证 明 
(a) 并 -it 


Λιλ Fn ,=n λ.ι | 人 a [.. -λ., | 1λ1 λα. ηλ 


—— 1) Al 十 3 上 上 十 Ay 
(Ὁ) 


Άι 十 2 十 … πλ λη | λ.9 | τ» 人 人， | 151271, Μαν η 


证 题 8.20 已 证 了 明 


--- 
Perr 


Ai Ἔ λα Γι Τλ 


ο ΜΗ 


WAC ωγπ- 1) 


γι] 


以 w=1 代 入 即 证 明了 (8)， 以 z= 一 1 代入 ， 即 证 明了 
(Ὦ) ο 


8.39 设 fn， 用 3έ7ι 8, 中 的 置换 分 解 成 不 相交 图 的 符 
号 时 图 长 不 超过 有 的 置换 个 数 。 试 证 明 


f (n+1, h) ο ο ία, Ὦ ες πρωτα, 12 
的 2 1) 十 … 


+ 人 (1 Im 一 8 十 工 ᾖ) 


证 、 我 们 把 在 xi 中 轿 长 不 超过 6 的 置换 按 售 有 rn 二 1 这 
个 数 的 立 分 类 ， 
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第 1 类 含有 二 图 (n+ 的 ， 有 jy 人 个 
ἔς 


第 3 类 全 有 3- 圈 (ci，ca, 十 1) 的 ， 有 (2 ρω» ᾖ) 个 ; 


第 8 类 含有 1- 圈 di，ca，…，0 4， 2 十 二) 的 ， 
ΙΝ ηά- 1}! Fn 一 8 十 1， 1 个。 


所 以 
f (nt+1, h) = ες joye λα το ϱ) 十 … 


+ |) 1) 1f mb+1, 1 


8.23 证 明 公 式 NN 《Sty):N(0x) =N(G)。 
证 设 (= {41 =k, ὦ», "**, αι), 根据 Οἱ ΠΕ, ΤΕ η: 
μή 1 个 置换 pi, ὁ--1, 2, τε, 1, {48 


;-5}» α) 2 一 荆 ， 2, .ο. ] 


2 


作 
(αι = St Ps 


Dt DD 是 陪 集 ， 其 元 党 属 于 α, Bh ας α, μι, 
αι αεί) υαι-α 
男 一 方面 , 设 p 是 G 的 任 一 元 素 ,使 得 


D 
ἔ ----» a; 


所以 αι Είνοββ αι 是 δὲν 的 元 素 , 根据 上 边 的 作法 有 三 一 {Pi 
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-1,2, τε, 让 中 的 某 个 元 素 p; 也 使 得 
bk - > σι 


于 是 G 中 存在 py7! ,使 得 


Dit 
αι ----» 


所 以 有 
Pp7 ESE 
所 以 ρς έν; | 
ϱ 是 任意 的 ,所 以 σςαι ας). αι δε 
α--σιι σοι). αι 
现 证 明 ὑπ πι 时 , ιο 39,1 
ρς δέν. Di, ΡΕ δύῃ" Pm 
δα Pi—=p = So° Pm 


两 边 都 使 b 一 > αι 
因此 Pt™— Prm= 01 
进而 有 Sa --5ῃ 


得 出 让 慎 。 所 以 Gi 站 Gm== 儿 , Β αι, 所 以 
ια --|α1ἱ -ε[αε| --τ.. -- [αι] 
[δέ ἠ- [δὲ] ἠ---»-- [δὲ] 
-|ϑύμ|-ἰ--|ϑύχ|»|Ος. 
ΗΠ Ν (δὲ) «Ν(Ο =N 
8.64 对 群 8s 的 每 一 元 素 说 明 公 式 πο" σου» 
Ν(Θ) 是 真 。 
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ΒΞ δι, (1, 2), Ω, 5), Ω, 8), 2, 5), (2, 48), 
(5,4), (1, 2) (3, 4), (1, 4) (2, 3), 
(1, 3) (2, 4), Ω, 2, 3), Ω, 2, 4), 
8.2), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (1, 4, 3), 
(2, 3, 4), (2, 4, 3), (1, 2, 3, 4), 
(1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), Ω, 3, 4, 9), 
(1, 4, 2, 3), Ω, 4, 8, 2)} 
Οι--Οο--Ος--Οι--1{1, 2, 8, ΑἹ 
Ni 一 TI (2, 83), (2, 4), (9, 8), (2, 5, 8), (2, 4, 3)} 
Sts={I, (1,8), (1, 4), (5,4), (1, 3, 4), Ω, 4, ϐ) 
-{6Ι (1, 2), (1, 4), (2, 9, (1, 2,4), (i, 4, 2)} 
Sis={I, (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2, δ), Ω͂, 8, 2)} 
Fr Stil :107i| =6.4=24= |G|, k=1, 2, 9, 4 
8.25 证 明 Burnside 定理 一 一 设 G={91，g9s，…' 是 5 
的 一 个 子 群 ,与 G ..... 


[= ΠΤ ------- [λε(ϑι) λα (0ο) 十 …] 


世上 和 和 式 是 对 G 中 所 有 元 素 进 行 ， 其 中 入 (gb 是 g; 中 保持 不 
动 的 元 素 个 数 ， 即 % 分解 成 不 相交 的 图 的 积 中 二 加 的 个 
3 ο 
证 入 (91) 十 (gg) 十 … 表示 所 有 g; 中 不 动 元素 个 数 ， 
Νίϑε) 十 NCSts) 十 … 也 表示 所 有 οι 中 不 动 元 素 的 个 数 。 而 后 
NO ， AN (6) 
Νυ ᾿ ΝΟ 
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所 以 
1 - . 
πα “θυ 十 入 1(ga) 十 …:] 
. Να , Ν(ΩῚ ， 
πι που NO + | 


1 1 
一 一 -一 一 十 一 一 一 一 十 。。 1Y 
(οι) ΝΟ) (Ὁ 
在 一 个 等 价 类 中 车 有 个 元 素 , 不 妨 设 为 {s, ὑ, τε, αἱ, ΙΙ 
1 1 1 1 
NO NOD NO kh kh 
万 个 


(1) 式 是 对 所 有 元 素 求 和 , 所 以 有 和 多少 个 不 同等 价 类 , Ἠ 
是 多 少 , 换言之 , (1) 式 的 和 就 是 不 同 轨 的 个 数 。 

8.26 在 Barnside 定理 中 ， 如 果 G 是 由 唯一 的 恒 等 置 换 
组 成 的 平 几 和 群 , 则 和 式 变 成 什么 ? 


ο ο Dn 
这 说 明 有 % 条 轨 , ΕΙ {1}, {2), -'», {π}ο 

8.27 当 G=S, 时，Burnside 定理 说 明 什 么 ? 

解 ” 在 ,中 使 不 变 的 置换 有 (nm 一 了 1 个 ,而 =1, 2,…， 
π, 所 以 使 一 个 元 素 不 变 的 置换 有 n! 个 。 其 中 有 重复 计数 ,种 
置换 有 五 个 二 圈 , 则 它 被 重复 计数 8 次 ,但 这 正好 等 于 它 应 该 被 
计算 的 次 数 , 所 以 ”1 玖 是 六 圈 的 总 个 数 , 即 

λα (61) 十 和 (ga) 十 二 和 ax (gu --η 


代入 Burnside 公式 得 
1 一 一 γι] ο Ξ- Ἱ. 
Ν (6) π 
这 说 明 只 有 一 条 轨 。 
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8.28 应 用 Burnside 定理 去 计算 一 个 圈 中 % 个 不 同事 物 


的 重 排 个 数 。 
解 ” 不 妨 设想 对 象 集 如 由 外 形 相 同 的 nm 个 不 同事 物 组 
成 ， 颜 色 集 B= 联 , 2,…, w+, DD 的 一 个 绯 列 相 当 于 及 对 如 的 


一 个 着 色 , 是 每 个 事物 必需 着 不 同 颜色 。 因 此 着 色 集 8 有 ml 个 
元 素 。 想 象 也 排 成 圆周 , D 上 的 置换 群 G 由 旋转 ~ 一， .bh 


0, 1, 2, “5; ην-- 1, ) 构造 ， 共有 % 个 元 聚 ， G 是 由 G 诱导 出 的 ϑ 
上 的 一 个 置换 , 也 有 mn 个 元 素 ， 于 是 除了 G 中 的 恒 等 置 换 有 mn! 
个 - 1- 图 外 , 其 余 元 素 并 无 1- 图 ,所 以 代入 Burnside 定理 中 的 公 
式 得 | | 

b= 二 -nl = (n—l1)! 


即 所 求 的 重 排 个 数 。 

8.289 证 明 特殊 形式 的 Polya 定理 一 一 设 刀 一 廿 ，2，…， 
mn} 是 对 象 集 , G 是 D 上 的 置换 群 , 又 设 ={1, 2,…, πι] 是 颜 
色 集 , 用 mm 种 颜色 之 一 给 每 一 对 象 着 色 , ΠΠ: G 的 作用 下 , 对 
个 元 素 的 一 种 着 色 可 转变 为 男 一 种 着 色 ， 认 为 这 两 种 着 色 是 辣 
格式 的 , 则 不 同 格式 数 为 


] πια μα. ...] 

上 式 求 和 是 对 G 中 所 有 元 素 οι 进行 ,其 中 λα) 表示 置换 οι 分 
解 成 不 相交 图 的 积 中 国 的 总 个 数 ( 包 括 I- 轿 在 内 )。 

证 用 及 给 了 DD 着 色 , 可 诱导 出 着 色 和 集合 S， 由 D 上 的 置换 
群 G 可 诱导 出 S 上 的 置换 群 Θ, 所 以 Burnside 定理 中 的 轨 数 ， 
就 是 Polya 定理 中 的 格式 数 ， πα 由 诱导 出 来 , 所 以 N(G) 
一 入 (G)。 因 此 我 们 只 要 证 明 在 Burnside 定理 中 的 入 (gi) 等 于 
Polya 定理 中 的 πώ» 即 可 。 
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λιίφι) 表示 S 中 在 9: 的 作用 下 不 变 的 元 素 个 数 ， 即 不 变 的 
岩 色 个 数 ; 入 (gi) 表示 σι 的 不 相交 图 的 个 数 , 而 每 一 图 中 着 上 相 
同 颜色 时 , 才能 在 οι 的 作用 下 等 价 , 又 每 一 圈 都 有 πι 种 颜色 可 
选 , 故 共 有 πο 种 方案 可 选 。 这 些 方案 的 任 一 个 都 是 58 的 一 
个 元 素 ( 一 种 着 色 ), 它们 在 g; 的 作用 下 , 就 D 而 言 是 等 价 的 , 换 
言 之 ,在 σι 的 作用 下 , 就 S 而 言 是 不 变 的 着 色 , 故 和 (gi) 一 mm*?。 
定理 得 证 。 
5.90 一 个 正方 形 均 分 成 4 个 方 格 , 如 图 8.7 所 示 , 用 黑白 
两 种 颜色 对 4 个 方 格 着 色 , 问 能 得 到 多 少 种 不 同 的 方案 ?经 过 旋 
转 能 吻合 的 方案 认为 是 相同 的 。 
解 抽象 地 看 待 本 题 ， 对 象 集 是 D= 
α, 2, ὃ, 和 ， 颜 色 集 是 及 = {2 ( 黑 ), ω(Ε}}, 
每 格 有 两 种 颜色 可 供 选 择 , 故 共有 16 种 可 能 方 
8.7 灯 ， 即 着 色 和 集合 S== {61, σε, …，cie}， 参 看 图 
8.3。D 上 的 置换 群 是 G=<{go, gi，g2，gs}，*》 9o 表示 不 
动 , 即 go 一 (4) (2) (3) (4), οι 表示 逆 时 针 转 90*， 即 gy = (1, 3, 
8, 4), ϱ» 表示 逆 时 和 针 转 180°?， 即 gs= (1, 8) (2, 4)，gs 表示 逆 
时 针 转 270", Β gs 一 (4, δ, 2, 1)。 由 GG 诱导 的 S 上 的 置换 群 
G=《{go, σι, θα, 69), *》>， 其 中 
go 一 (οι) (C2) (Cs) (οι) (ος) (00) (οι) (ος) (00) (C10) (οιι) 
(619) (οιφ) (C14) (615) (6ις) 

σι-- (οι) (62) (σα, C4, Ο5, 00) (ος, Ca, C9, C10) (011, 619) 
(οις, C14, 615, 016) 

ga= (οι) (C2) (ca， ος) (οι, Ce) (cr， 00) (ου, 610) (οιι) 
《cia) (δια, 015) (C14, 619) 

φα-- (οι) (σα) (δο, ος, C4, 68) (C10, C9, 68, C7) (G12, οι) 


ίσιο, C15, 614, C18) 
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访 导 过 程 是 这 样 的 , 例如 σι, 2, 9, 人 ,在 gq 的 作用 下 

οιαΗΠ2ΕΘΙΗΦΗ)-Σοι(2ΗΕΗ 4Η 1 ΕΗ) 

ca(1 黑 2 黑 8 黑 4 黑 ) 一 ca(2 黑 3 黑 4 黑 1 黑 ) 

ορ ΑΗ 5ΕΗ 4 Η)-σοι(2 εκ 9 Η 4 Η 1 Ε) 

οι ΗΕ ΘΕΣΗ ΑΗ) σΣα(ϱΗΡΑ4ΕΗ 1 Η) 
余 类 推 。 这 样 就 得 出 

g1 = (οι) (οϱ) (οι, δι, ὃς, 66) (Cr, Cs, C9, 010) 
(C11, C12) (C18, C14, δις, 016) 
现在 我 们 应 用 不 同方 法 来 求 方案 数 。 
(Ὁ 用 Burnside 定理 求 的 方案 数 ， 相 当 于 定理 中 的 软 
数 。 | 
Ν (6) =4, λι(σο) --16, λι(φι) 一 2 
λι (69) --ᾱ, M(gs) 一 2 
所 以 1 一 了 工 [16+3 十 4 十 9] -θ 


(2) 用 Polya 定理 求 的 方案 数 ， 相 当 于 定理 中 的 格式 
数 。 
N(G) --ᾱ, λ(ρο =4, λ(σι) 一 工 
λ (69) --3, λίθο) =1 
所 以 μυ... 


不 同方 案 可 参看 图 8.4。 

评注 ”对比 以 上 两 种 解法 ,可见 Barnside 定理 是 对 着 色 集 
上 的 置换 群 而 言 的 ,Polya 定理 是 就 对 象 集 万 上 的 置换 而 言 的 ， 
显然 后 者 要 方便 些 。 

8.31 在 有 15 个 位 置 的 轮 盘 赌 的 轮 上 (图 8.8), 用 三 种 部 
色 W( 红 ), 5( 蓝 ), 9( 绿 )) 着 色 , 可 以 有 和 多少 种 不 同 的 方案 ? (这 种 


οσοι 


轮子 能 旋转 , 但 不 能 翻转 到 它 的 镜 象 位 置 ) 
解 ” (1) 用 Polya 定理 解 
G = {go0, σι, στη, σαν, κ} 
οι δὲ Ἠν μὴ ΕΕ; 1243, ὅ-- 0, 1, 2, -»», 14, 具体 地 说 
συπ (1) (2) (3) (4) (6) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) 
(18) (14) (15) 
gi= (1, 2, 3, 4, δ. 6, 7, 8, 9. 10, 11, 13 183 14 15) 
gs= (1, 3, 5, 7, 9, 11 18.15 2, 4, 6, 8, 10, 12 14) 
gsa= (1, 4, 7, 10 13) (2,.5, 8, 11, 14) (3, 6 9. 12, 15) 
gs= (1, 5, 9, 13, 2, 6, 10, 1489 7, 11, 15, 4, 8, 19) 
gs= (1, 6, 11) (2, Τ, 12) (3, 8, 18) (4, 9, 14) (5, 10, 15) 
ge= (1, 7, 18, 4, 10) (2, 8, 14, 5, 11) (8, 9, 15, 6, 19) 


A(go)=1b, Ag) =1, 和 99) 一 A(gs)=3 
λος) =1, λίθο)-5, Nlge) 一 3， 和 (97) 一 1 
λ(σε) 一 十， 入 (ge) 一 3， 入 (go) 一 5， λίσιι) 一 工 
λίφιο)--5, λίθιο 1, 入 (ga) 一 工 
代入 Polya 公式 得 
1 一 [3 十 3 二 31 二 38 二 31 二 35 十 38 十 拉 十 3 
十 3 十 3 十 3 十 3 十 3 十 3 一 956 635 
(2) 用 Burnside 定理 解 
着 色 集 合 有 3” 个 元 素 ， 所 以 和 (9o) 一 35。 如 果 一 个 着 色 
通过 24 ”旋转 后 依然 不 变 , 全 部 扇形 必 厦 同一 种 颜色 , 因此 只 有 
3 种 着 色 方 案 是 不 变 的 , 即 λι(σι) =3。 同 理 可 得 
λα (09) --λα (69) = λα (01) = λα (69) = λι (611) 
--λι (019) -λα (σις) 一 8 
ν 8360: 


如 果 一 种 着 色 通 过 3x24° 旋转 后 依然 不 变 ， 则 必定 扇形 1, 8, 
7, 10, 13 同色 , ΒΑ 2, δ, 8, 11, 14 同 
色 , 扇形 3, 6, 9, 12, 15 同色 , 所 以 旋转 
3x24° 着色 不 变 的 数目 就 是 用 3 种 颜 
色 对 3 组 扇形 的 着 色 数 , 故 有 3 =27 种 ， 
即 λι(σφ) ==27。 同 理 可 得 

Mge) =N1(gs) --λη(θιο) 一 27 
如 果 一 个 着 色 通 过 5x24° 旋转 依然 不 图 8.8 
变 ， 则 {1, 6, 11}{2, 7, 12}1{3, 8, 13}{4, 9, 14}{5, 10, 15/4 
组 扇形 必定 同色 。 所 以 旋转 Bx24° 后 着 色 不 变 的 数目 就 是 用 
3 种 颜色 对 5 组 局 形 的 着 色 方 法 数 ， 放 有 33=243 种 ， 即 
Ai(gs) 二 243。 代 入 Burnside 公式 得 


1 一 [35+3+3+27-+3 二 248 十 27 十 3 十 3 十 27 


十 248 十 3 十 27 十 3 十 3] --956, 635 


8.32 在 一 个 有 7 匹 马 的 旋转 木马 上 用 种 颜色 着 色 ， 间 
有 多 少 种 可 供 选 择 的 方案 ? (旋转 木马 也 只 能 转动 而 不 能 翻转 ) 

解 ” 对 象 集 卫 一 入, 2 3, 4，5，6，7}， 颜 色 集 是 R= 世 ， 
2, 8, τα), D 上 的 置换 群 G=《{go, 91,，…，ge}，*>, ἯΠΠΠ σι 


表示 旋转 Ἔπ---δ, κ Ἰ 是 质数 , 所 以 除 (go) 一 7 外 ,其 它 和 (90 


1G 一 1，2,…, 6) 代 入 Polya 公式 
得 


1 一 去 [nr 二 6m] 


8.33 求 用 三 种 颜色 ( 红 、 蓝 、 绿 ) 
对 一 个 等 边 三 角形 项 点 着 色 的 方式 
数 。 (等 边 三 角形 可 以 绕 中 心 旋 转 , 也 


， S61， 


可 纸 对 称 轴 翻转 , 见 图 8.9) 
解 ” 对 象 集 D= {1, 2，3}， 颜 色 集 玉 ={ 红 、 蓝 、 绿 } ΡΕ 
的 置换 群 G 有 以 下 元 素 : 


φο-- (1) (2) (8) 不 动 和 A(go) 一 3 
οι π- (1, 2, 3) 转 1205 入 (0 ) --1 
φ:--(1, 8, 2) 转 2405 和 (9a) --1 


gs = (1) (2, ὃ) δὲ lw 轴 翻 转 ”和 (gs) 一 2 

gs4= (2) (1, 9) 绕 2z 轴 翻 转 λίθου 一 2 

gs— (3) (1, 2) 绕 ὃν 轴 翻 转 。 %(gs) =2 
代入 Polya 公式 得 


1 一 寺 [33 十 31 二 81 二 3 二 33 二 32] 一 10 


8.34 一 个 立方 体 如 图 8.10 所 
示 。 用 1，2，3，4 5，6 分 别 标记 
ΑΗ ΕΠ (前 )，BOGF (后 ),，ABFE 
(24), ΒΡάΗ (下 ), ΡΟΘΗ (1), 
4BOD( 上 )。{1, 3, 8,4, 5, 6} 的 某 些 
置换 对 应 于 立方 体 的 一 种 物理 转动 ， 


1 2 3 4 5 6 
pn ΤΣ 


1 2 4 5 6 3 
方 体 绕 前 后 面 中心 点 的 轴 逆 时 针 转 
90。, 但 有 的 则 明显 不 行 ,例如 ε ... ; 它 要 把 1 
| 3 4 56 1 9) 
和 2 (二 者 是 对 面 ) 放置 到 3 和 4 (两 者 是 相 邻 ), 物理 上 不 可 能 
实现 。 设 G 是 与 立方 体 物理 转动 相对 应 的 Se 的 子 群 。 
(a) 列 出 所 有 G 的 置换 。 
(Ὁ) 用 六 种 颜色 给 立方 体 的 六 个 面 着 色 , 每 面 颜 色 不 同 , 并 
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图 5.10 


且 当 一 个 着色 的 立方 体 经 转动 可 得 到 另 一 个 时 ， 则 认为 二 者 相 
同 。 问 有 多 少 种 着 色 的 方案 ? 

解 (4) G 由 以 下 24 个 置换 构成 

τν 111, 2 面 中 心 联 线 为 轴 道 时 针 旋 转 0"，90°”，180,, 
270°, 共 4 个 置换 ， 

gi1= (1) (ὦ) (8) (4) (5) (6) 
ga= (1) (2) (3, 4, 5, ϐ) 
gs= (1) (2) (3, δ) (4, 6) 
φ.--(1) (2) (3, 6, 5, 4) 
2. 以 3, δ 面 中心 联 线 为 轴 逆 时 和 针 旋 转 90”, 150”, 2170", 
洪 3 个 置换 . 
gs= (1, 4, 2, 6) (9) (6) 
ge= (1, 2) (3) (4, 6) (6) 
gr= (1, 6, 2, 4) (3) (6) 
3. 以 4 6ΠΗ ΕΚΕ θῇ ΕΓΙΕ 90”, 18605, 270”, 
共 8 个 置换 ; 
9%s 一 (1 5, 2, 9) (4) (6) 
go= (1, 9) (8, 5) (4) (6) 
01ο (1, 8, 2, 5) (4) (6) 

4. Dl {BF, DH}, {ΑΕ, 061, 148, HG}, {ΕΕ, 90}, 
{ΒΗ, BO}, {4D, FG} 每 组 边 的 中 扩 联 线 为 轴 翻 转 180°, 共 6 
个 置换 . 

gu= (1, 5) (2, 3) (4, 6) 
gi13= (1, 8) (2, 5) (4, 6) 
φια--(1, 2) (3, 6) (4, δ) 
g14= (1, 2) (3, 4) (5, ϐ) 
gi1s= (1, 4) (2, 6) (3, 5) 


916= (1, 6) (2, 8) (9, δ) 
5. 分 别 以 对 角 线 ΡΗ, ΟΠ, ΠΡ, ΑΠ 为 轴 旋 转 120’ ΠΠ 
2405, 共 8 个 置换 : 
οσπ, 4, 5) (2, 6, 9) 
φιο--(1, 54)(2 8, 6) 
gi19 = (1, 4, 3) (2, 6, δ) 
gz0=— (1, 8, 4) (2, 5, ϐ) 
ορια, δ, 6) (2, 3, 4) 
(215 (1, 6, 5) (2, 4, 9). 
ga3— (1, 3, 6) (2, 5, 4) 
9% = (1, 6, 3) (2, 4, 5) 
(b) G 是 对 象 集 D 一 位 , 5, …, 6} 上 的 置换 群 ， 颜 色 集 ΒΕ 
一 {1, 2, …, 6}。 用 号 给 DD 着色 ， 因 要 求 每 面 着 不 同 颜色 , 共 
有 61 一 720 种 着 色 方 案 , 着 色 和 集合 S 有 720 个 元 素 , 即 δ-- ἴοι, 
δο, ασε, ϑτορ[ο ΥΣ G 是 Οἱ 诱导 的 人 ΓΙΑ, Π4Ὰ G 中 恒 等 
置换 σι 有 λι(σι) 一 720， 因 没有 其 它 g; 可 使 S 中 的 元 素 不 变 ， 
帮 λα (00) --0(4--2, 8, --., 720) 代 入 Burnside 公式 得 着 色 方 案 


ΞΕ on 
1— 57 (120) —30 


评注 ”本题 不 能 用 Polya 定理 来 解 是 因为 题 中 有 “每 面 颜 
色 不 同 的 要 求 , 不 符合 Polya 定理 的 条 件 所 致 。 这 说 明 Polya 
定理 的 运用 范围 比 Burnside 定理 要 狭 些 。 因为 凡是 Polya 定 
理 可 解 的 题 应 用 Burnside 定理 一 定 可 解 , 而 反之 不 然 。 

8.35 我 们 用 数 1 居 8 来 标记 立方 体 的 8 个 顶点 , 如 图 8.11 
所 示 。 

(a) 我 们 把 立方 体 的 24 种 转动 看 成 是 8 个 顶点 的 置换 , 它 
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们 构成 一 个 群 G, 1ὰ ΒΗ G 的 元 素 。 
(Ὁ) 证 明 给 立方 体 的 8 个 顶点 着 黑白 3 色 , 其 不 同方 案 数 
是 28ο -3 
(ο) 证 明 用 z 种 颜色 给 立方 体 
顶点 着 色 的 不 同方 案 数 是 ος (8 十 1 
0 十 6x2) 。 
(4) 证 明 如 果 m 是 整数 ， 则 24 
可 除 尽 πι --Ί τα -ἰ- 0γιξ ο 
解 (4) 应 用 上 题 (a) 的 方法 即 
可 求 得 G 的 元 素 如 下 : 
φι--(1) (2) (9) (4) (5) (6) (1) (8) 
ga= (1, 4, 8, 2) (B, 8, 7, 6) 
ga 一 (i, 3) (2, 4) (5, τ) (6, 8) 
ο, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8) 
gs= (1, 4 δ, 6) (2, 3, 7, ϐ) 
ge— (1, 8) (2, 7) 8, 6) (4, 5) 
gr= (1, 5, 8, 4) (2, 6, 7, 9) 
gs= (1, 5, 6, 2) (3, 4, 8, 7) 
gs= (1, ϐ) (2, 5) (3, 8) (4, 7) 
gi0=— (1, 2, 6, 5) (3, 7, 8, 4) 
gi11= (1, 5) (2, 8) (3, τ) (4, ϐ) 
ga 一 (1, 7) (2, 6) (3, 5) (4, 8) 
ga= (1, 4) (2, 8) (3, 5) (6, 7) 
gi4= (1, ΤΩ, 8) (3, 4) (δ, 6) 
gs = (4, 7) (2, 9) (4, 6) (5, 8) 
θιο--(1, 2) (3, 5) (4, 6) ΟΠ, 8) 


图 8.11 
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όιτπ (1) (2, 4, 5) (3, 8, ϐ) (7) 
gis= 4) (2, δ, 3) (5, 6, 8) (7) 
gi19 = (1, 3, 8) (4, 7, 5) (4) (6) 
gs = (1, 8, 8) (2, 5, Τ) (4) (6) 
gat = (1, 8, ϐ) (2, 4, 7) (3) (5) 
θ24--(1, 6, 8) (2, 7, 4) (3) (5) 
gs3= (1, 3, 6) (2) (4, 7, 5) (8) 
gos = (1, 6, 3) (2) (4, 5, 7) (8) 

(0) μα) Ν(Ο) --24, G 中 一 个 置换 是 8 ΠΕΙ, 工 τν 
换 是 4 个 贺 ，6 个 者 换 是 2 个 轿 ， 而 颜色 数 m%=2, 代入 Polya 
公式 , 得 着 色 方案 数 为 

ο ο --38 

(ο) 只 须 令 m=z 代入 Polya 公式 印 得 。 


(ἃ) [8 ο ο πὲ δα, ο ορ 
173 十 6n2) 是 整数 , 好 24 | [8 Εἱ τὸ }- 1γτοΐ-}- θη3ο 

评注 从 以 上 几 题 可 以 看 出 ， 应 用 上 olya 定理 计算 对 ， 关 
刍 是 找 出 对 象 集 D 上 的 置换 群 8， 一 旦 找 出 了 GG， 余下 的 工作 
就 很 简单 了 ,只 是 代入 公式 计算 而 已 。 

9596 ΠΠ ἆι, σα, αα, αι, ἆςσ 2} 4: αι 1 
0 一 0 一 03， (Ια --εἰς, 而 总 各 为 19。 

解 ” 记 卫 ={d1，qz，Ws，d，ds}， 我 们 把 这 个 问题 看 成 古 
ῬΗ ΕΗΒ, ΞΕ ΠΗ ΒΕ: Β--{1, 2, δ, 4, ὅ, Θὲ 的 
元 素 之 一 着 色 。 设 颜 色 ? ΠΠ πα, ΛΙΠΗ ΓΗ ἘΠΕ“ 
的 权重 为 zx 的 方 寡 ， 其 次 数 等 末 5 ΠΕ ΓΗ Αα πάτο ΑΡ 1148 1} 

αι -ὃ, do=4, ds=1, 0 =14, ds=0 
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则 其 权重 为 
Ww 3) 20(4 wD «(1) «ω(θ) =p wt pp 一 0 
记 Di={d1,， ds， ds}，Ds 一 {4，ds}， 则 我 们 所 要 计算 的 满 
足 题 意 的 山子 布局 数 , 只 要 列 出 D 的 着 色 清 单 就 可 得 出 。 由 于 
这 个 着 色 要 求 Di 和 Ds 中 的 元 素 分 别 着 相同 颜色 ,而 A (Οι) = 
3, Ν(09) 一 2, 根据 内 容 提 要 8.3-4 的 公式 (8-4) 知 ， 这 样 一 个 
着色 集合 的 清单 为 
Ίων (5) = (w+ ww 二 v3 二 v3 wv?) 
“(VT ) 
ε.- (αὐ --- οὔ --- αἱ {-αδἠ- τὸ -- ο”) 
(02 十 奏 上 十 08 十 op 十 ol0 十 0 
一 0 十 w -|- οἱ -ἵ- αἳ -- αἳν --- 20311 -- αἳ2-- 20 
914 915.018 1 91 918.019 
{- 2059 -- 20 --- 2975 -- α7δ |- 25 十 凡生 
十 2 十 ww 十 vw 十 30 
因为 zx” 前 的 系数 为 2， 所 以 满足 题 意 的 布局 有 2 种 , 即 5, 5, 5， 
2, 2 和 3, 8, 8, δ, 5。 
评注 ”从 题 中 还 可 看 出 其 它 布 局 。 例 如 , 要 求 四 一 om 一 aa， 
一 di 且 总 点 数 是 29 的 布局 是 没有 的 。 
8.37 证 明 带 权 的 Burnside 定理 一 一 设 对 象 集 D= {di， 
ἄν, "»., ὦ], δι Β--{1, 23,…, πα, α 是 D 上 的 置换 群 ,用 
R 对 了 着 色 , ΠΊΕ: 8 δ--[δι, δα, την, δι}, $1 的 权 用 ω(5ἱ) 
表示 , 由 G 可 诱导 出 S 上 的 置换 群 9, 对 G 中 的 每 个 元 素 g, 在 
9 的 作用 下 ,保持 不 变 的 元 素 的 权 之 和 记 为 (9)。 另 外 , 记 G 
[3 8 Ἔ Οι, Ὁ», …， 假 定 搞 中 的 元 素 都 有 相同 的 权 , 定义 每 个 轨 
的 权 w(02 为 轨 中 元 素 的 共同 权 , 则 


* 387 ， 


ϱυ(Οἱ) 十 也 (Ooa) 十 … 一 [το (σι) ορ] 4 


Ν 2 


上 式 左边 是 对 所 有 不 同 轨 求 和 , 右边 是 对 中 所 有 元 素 求 
和 。 
证 ”() 式 右边 是 被 每 一 g 保持 固定 的 着 色 z 的 权 亿 (四 之 


和 ,而 (519 = 六 -表示 着 色 = 被 ὦ 中 元 素 保持 不 变 的 交 


数 , 又 ο 的 权重 是 ω(ω), 所 以 


ω(φι) “-ωϱ9) + —| 二 ΟΝ ΓΙΑ (0) 


1 ΛΟ πο χε ιπ ᾱ- Ν (Ω) ο 
Χ Οι--αι, αι, -', αὐ], ΙΙ 


τυ(ῶς) 1 οι) σα 4) | 
πιο πο t+ NOT 


ο ο» 
~w(O) 

而 右边 是 对 8 的 所 有 元 素 οι 求 和 的 。 οι 于 右边 。 

--{1, 2, ..., γι} Ξε 
μις, Ῥ--ᾱ. ὦ, -.'. ὦ} 是 对 象 集 5 Ἂ Β ο πι. 
Α. α 是 刀 上 的 置换 群 。 如 果 有 G 中 某 个 9 把 某 种 着 色 送 到 
另 一 种 着 色 , 我 们 就 认为 这 两 种 着 色 是 等 价 的 , 我 们 定义 在 G 作 
用 下 的 等 价 关 ( 即 格式 ) 的 权 为 等 价 美 中 庄 元 素 的 共同 权 ， 则 记 
区 的 权 之 和 是 


λιίσι ολλ: 1). ση λα(θα) 


ΠῚ ΠΩ͂Σ ο «οἱ 
二 wr ι(ῷα 2224722 (82) ,qaAn .9s) 十 -| (1) 


» 8368 


上 其中， wi=w 1) --ω() t+ (τν) 
τὸ τω” (1) --υλ (9) 十 … 十 2 (πο) 
wa = (1) + 0 (2) +  - ww" (ο) 

和 (gy) 胡 示 σφ. EG 写成 不 相交 图 时 和 圈 的 个 数 。 

证 ”为 简化 叙述 , 延 用 上 题 的 符号 。 由 上 题 得 所 有 格式 的 
权 之 和 是 

παν συ 二 5 十 …] © 
Ἡ ή (0) 是 9 使 之 保持 不 变 的 着 色 的 权 之 和 。 

另 一 方面 ， 如 果 DD 被 g 分解 成 不 相交 的 子 集 Di:，Ds,…， 
Ώ,, 在 同一 子 集中 的 元 素 限 着 同一 颜色 , 根据 提要 8-5.4, ΠΙ8 
的 清单 是 

Ίων (S) = [2w (1) NDY .Fm PN]... 
«[ὠω(1)/Θ»η-...}--ὠ(αι) ΟῚ 
这 里 每 一 因子 都 是 
wi = Ww (1) -- οὗ (9) + tw (Mm) 
形式 ,而 wv; 的 因子 个 数 怡 是 长 度 为 的 图 的 个 数 , 即 (9) 。 因 
此 | 


ην (5) --ηγλίθ)ηρλθ),.ηργ)ο(0) (3) 

它 也 就 是 在 9 作用 下 保持 不 变 的 着 色 的 权 之 和 。 当 9 遍历 G 
的 所 有 元 认 91，9s,… 时 ， 9 也 遍历 9 的 所 有 元 素 σι, 0, …， 把 
(3) 式 逐个 代入 (2) πο {8:1 ω(φ), κ Ν(Ω) = 入 (G)。 这 样 就 
得 出 欲 证 的 公式 (DD。 

8.39 用 带 权 的 Burnside 定理 和 带 权 Polya 定理 重 做 题 
8.30, 

解 (a) 用 带 权 的 Burnside 定理 解 
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所 求 的 不 同方 案 , 吏 是 定理 中 不 同 轨 的 权重 之 和 ， 它 是 


ο... 


一 了 [Cw + δὲ + ἁω”δ ἠ- 4ὔδω-- θὂῥω”) 
十 (404 十 23) -二 (2 十 οἱ + 203103) 十 (ή -|- δ΄) ] 
一 2 二 0 十 2030 二 00 十 202002 
可 见 不 同 的 方案 数 是 6 个 。 (人 参看 图 8.4) 
(Ὁ) 用 带 权 Polya 定理 解 
所 求 的 不 同方 案 , 就 是 定理 中 不 同 格式 的 权重 之 和 , 它 是 


[ao 1(6ι ιληρλείθι )φρλαίθι )φρλ5 αἴθι) 


1 
Ἅ(α) 
ἠ-αὐλ 1(02 τα (03 α)ηργλα αἴσα η) λε (σε ε) 1... .| 
ο ο (el + δή) 1 (ωῇ-- 03)3-- (t+ 23) 1 
一 Ww 十 64 十 0030 十 Ww03 十 200203 
绍 果 与 (&) 一 致 , 即 有 6 种 方案 。 
8. 各 ”如 果 我 们 把 经 过 旋转 能 吻合 的 着 色 认为 是 相同 的 。 
(a) 给 正 立 方 体 着 成 三 面 白 色 和 三 面 黑色 的 不 局 方案 有 多 


(ϱ) 给 正 立 方 体 着 成 4 面 寻 色 和 2 面 白 色 的 不 同方 案 有 多 


(9) 给 正 立方 体 着 成 黑 自 两 种 颜色 的 不 同方 案 有 风 少 ? 
(d) 证 明 用 z 种 颜色 给 立方 体 的 面 着 色 , 在 一 种 着 色 中 并 
不 要 求 使 用 全 部 颜色 ， 则 不 同 的 着 色 方 案 数 为 σα 十 32 十 
12αΐ}- 87) ο 
解 (a) 对 象 集 了 {1, 2 3, 4 ὅ, 6), ΒΙΑ Β--{1,. 


-ϑ87Όυ. 


27。 并 定义 (1) (8), 02) 一 w( 白 ), 由 题 8.34 知 9G= {οι 
ga "021, 其 中 由 6 个 1[Β4Ηλῇῃ 1 Ἴπίσι)ομ 2 51581] 
4-58 4 χβ9 6 Ἴγ(θο, θε, 6ο, 6τ, ys 619), 2/1 1-88 2 “Ἰ- 2-8 
组 成 的 3 个 (gs，9s，9s)， 由 3 个 2- 圈 组 成 的 6 个 (911, θ11, 
914, σία, σις, θιο), ΠΗ 2 9-[8|44 πὶ μη 8 (σα, δια, σθιο, 
620, Οι, 613, 03, 024) 
α{1 «-ὃ-]-ωυ 00 一 03 十 2403 was= δ }- αὐ 
Wa=0+w ος οὐ +w we = ἐδ + 00 
叉 以 (9) 一 24， 代 入 带 权 Polya 定理 中 的 公式 得 不 同 格 式 的 权 
重 之 和 是 


κ [εὐἱ }- Θευξηὺ} -}- ϑισζαυ; 1-65 εὐῇ-}- δω. ] 
= (ὁ γω) 536 (5 + (b+) 
十 3(B 十 8363 二 20 人 2 十 6(02 ἠ- οὐδ) 9 8 εὐ”) 3) 
一 外 十 大 十 的 0 十 DB 十 2020 十 282202 4+ 203003 
00 前 的 系数 是 2, 所 以 给 正 立 方 体 的 面 着 成 三 白 三 黑 的 方 
案 有 2 个 。 
ο) 5b%w? 前 系数 是 2， 所 以 给 正 了 立方 体 的 面 着 成 四 黑 二 泊 
的 方案 也 有 2 个 。 
(ο) ΕΙ 8.54 ΑΙ λ(σι) 一 6， 和 (9a) 一 入 (gs) = 和 (gs) 一 和 (97) 
一 人 (9s ) 一 入 (9ao) 一 入 (9a1) 一 λίθιο) -- λ(σιο) -- λσια) -- 入 (gas) 
λίφιο) 一 3 和 (9s) --λ.(ϑο) 一 入 (99) --ᾱ, λ(σιτ) -- λι(Φιο) 一 λίθιο) 一 
和 (gso) --λ.(θοι) λαο) 一 入 933) 一 和 (gaa) -2, m=2, NG) 一 
24， 代 入 Polya 定理 中 的 公式 , 得 不 同方 案 数 
1 一 二 (29 十 3.24 十 12.28 十 8.23) -10 


(4) πι--ῶ, 其 余 参 数 同 (0), 代入 得 
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l= σα (αἱ “- θα) + 19ο) -- θο3) 


评注 ”从 本 题 (&) 和 (Dp) 可 以 看 出 带 权 Polya 定理 把 权 、 生 
成 函数 和 在 置换 群 作用 下 的 等 价 性 概念 巧妙 地 征 合 在 一 起 ， 使 
得 在 置换 群 的 作用 下 , 特定 事物 的 计数 问题 得 到 解决 。 
8.41 在 一 个 有 七 匹 木马 的 旋转 木马 上 着 色 , 使 成 为 
(a) 三 蓝 , 三 红 , 一 黄 。 
(b) 三 蓝 , 两 红 , 两 黄 。 
求 方案 数 。 
解 (a) 用 带 权 Polya 定理 来 解 。 由 题 意 知 对 象 集 D=11, 
2,8, 4, δ, 6, 7}, Ὁ 上 的 置换 群 G 的 元 素 如 下 ， 
9o= (1) (2) (8) (4) (6) (6) (7) 
οι (1, 2, 89 4, δ, 8 7) 
gs= (1, 3, δ, 7, 2, 4, 6) 


gs= (1, 4, 7, 3, 6, 2, δ) 
Ον (1, δ, 2, 6, 3, 7, 4) 
gs= (1, 6, 4, 2, 7, δ, 3) 
ge= (1, 7, 6, 5, 4, 3, 2) 
颜色 集 是 五 ={ 红 , 蓝 , ΒΚ}, 权重 w( 红 ) = 一"，w( 黄 ) 一 y，w( 蓝 ) 
Ρ- wi= ο ο ΟΕ μα 


wa 二 0 十 73 十 9 07 一 5 十 人 十 
代入 带 权 Polya 公式 , 得 格式 清单 为 
ο Οσα μα 
ο ο. Μη 
因为 δν 前 的 系数 为 20， 所 以 给 木马 着 成 三 蓝 , 三 红 , 一 黄 的 
方案 有 20 种 。 


- 8712， 


(b) 2 六 前 的 系数 为 30, 所 以 给 木马 着 成 三 蓝 , 两 红 , 两 
黄 的 方案 有 30 种。 
8.4} 用 四 颗 珠 子 ,， 其 中 两 是 蓝 色 ， 一 颗 红 色 和 一 颗 黄 色 ， 
能 作成 多 少 种 项 链 ? 
 Ἡ2ι:}-11, 2, 3, 41, 如 图 8.12 所 示 。 D 上 的 置 
ΒΩ 的 元 素 有 以 下 8 个 : 
91= (1) Ὁ) (8) (4) 
gs= (1, 2, 8, 4) 
gs= (1, 8) (2, 4) 
gs= (1, 4, 3, 2) 
9s = (1) (3) (2, 4) 
ge 一 (1, 8) (2) (4) 
στη (1, 4) (2, 3) 
gs= (1, 2) (3, 4) 
前 4 个 是 旋转 , 后 4 个 是 翻转 ,NG9) -8, 颜色 集 Β--{{Κ 1τ. 
Ῥ], ω() --ὃὂ, w( 红 ) 二 7, (88) 一 yy。wi 一 8 十 ?十 Y, τωατ- δὲ -ἰ- 
ο", ο ο) ον ο, Ww4 一 0 十 9 十。 故 格式 清单 为 


二 (αφ) +2(0 +7 十 yy 人) 


1 


ὁ 


8.19 


19 (53-- ry) (Ρ-}-τἠ- ψ)3--8(δ5-1-γ}-- 923 
-=D +r ty + δν -- δν -- οὖν ἠ- δῃδ-γῳθ-}- δη 
十 2020 十 20202 十 27 9 ”十 20210 207 十 207213 


ών ΄Ἂ 


ὀ 


/~ 


图 8.18 
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因 ὅτι 前 的 系数 为 2， 所 以 用 两 颖 蓝 色 , 一 颗 红 色 , 一 显 黄 色 珠 
子 作成 的 项 链 有 二 种 , 如 图 8.13 所 示 。 
8.43 正四 面体 有 四 个 全 等 的 面 ， 分 别 用 1, 2, ὃ, 4 标记 
面 4B0, 4BD,，AOD, ΡΟ), ΠΗ͂Ι 8.14 所 示 。 
D (a) 四 面体 的 所 有 可 能 旋转 构成 
Ί 的 群 是 什么 ? 
(b) 用 m% 种 颜色 给 四 面体 着色 
(每 面 着 一 色 ), 问 有 多 少 种 方案 ? 
(ο) 用 两 面 红 ， 一 面 蓝 ， 一 面 黄 
给 四 面体 着 色 , 共有 多 少 种 方案 ? 
5 (d) 四 面体 顶点 的 旋转 群 是 什么 ? 


ο 


8.14 解 (a) 群 G 的 元 素 如 下 ; 


1 一 《了 (2)(3)(4) 不 动 
92a— (1) (2, 4, 8) 以 D 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 首 时针 


转 120° / 

gs 一 (DD) (2, 3, 外” 以 刀 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 逆 时 锋 
转 240° | 

gs 一 (2) (1, 3, 入。 以 0 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 逆 时 镍 
转 1905 

9 一 (2) (1, 4, 3) 以 C 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 逆 时 针 转 
240° 

96 一 (8) (1, 4, 2) 以 了 3 到 对 面 的 竹 直 线 为 轴 逆 时 针 转 
1205 

gr 一 (3) (1, 2,4) 以 好 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 逆 时 针 转 
240” 

gs 一 (4) (1, 2, 3) 以 4 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 道 时 针 转 
1205 
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ge 一 (4) (1, 8, 2) 以 4 到 对 面 的 垂直 线 为 轴 闭 时 针 转 
2405 
φιο--(1, 8) (2, 4) gs* 94 的 结果 
gu= (1, 2) (4, 8) θε: 6. 的 结果 
θιο--(1, 4) (2, 3) 9500 ΠῚ “438 
除 以 上 12 个 置换 外 , 再 无 其 它 置换 可 物理 实现 。 

(b) 由 (8) 知 NN(G) =12, 和 (gD) -4, 和 (9) --(ὐ-, 8,»'', 

12), 颜色 数 为 m, 根据 Polya 定理 , 不 同 的 方案 数 为 
το (πλ 4 11113) 

(ο) 对 象 集 D={1，2，3， 41, ΠΗ (8) ΑΠ οι 41 1-8, 
θιο, θ11, 014 是 两 个 2- 立 ,其 余 为 一 个 1, ---]- ὃ- [8ο ΨΣΧΚ 
以 红 ) 一 7?,w( 蓝 ) 一 0,w( 黄 ) 一 y, 则 

Wi 一 0 十 十 Yy，Ws 二 62 十 1 十 0 
43 一 名 十 9 十 04 一 0 十 9 十 由 
Χ Ν(α)-- 12, 根据 带 权 Polya 定理 ,格式 清单 为 
(wi 二 82w1Wws 十 3202) 


νικούσαν 
-ϑ(δ᾽!-γἠ-φ)] 
πλ αυ. 
因 ὀσν 前 的 系数 是 1, 所 以 四 面体 四 面 着 成 两 红 , 一 蓝 , 一 黄 的 
方案 只 有 一 种 。 
(ἀ) 四 面体 项 点 在 旋转 下 可 能 构成 的 置换 实质 上 和 (6) 中 
的 G 一 样 , 它 的 元 素 如 下 : 
σι (4) (Β)(Ο) (2) 
ga 一 (D) (480) 
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9s 一 CO) (ΑΟΒ) 
94= (0) (ADB) 
95= (0O) (4BD) 
96= (5) (A0D) 
97= (3) (4DO) 
gs= (4) (BDO) 
ge 一 (4) (BOD) 
go 一 (4O)《 EBD) 
9u= (48) (0) 
θ123- (4.9) (80) 
8.4 给 一 根 8 尺 长 的 棍子 着 色 , 每 尺 着 不 同 的 颜色 , 共有 
mm 种 颜色 可 供 选择 。 仅 有 的 变换 是 翻转 150”, 因此 置换 群 G 只 
有 两 个 元 素 。 
(a) 标 出 棍子 的 每 一 尺 ,，G 是 什么 ? 
(b》 给 棍子 着 色 , 有 多 少 种 方案 ? | 
(ο) 给 三 尺 着 蓝 色 , 三 尺 着 红色 , 两 尺 着 绿色 , 有 多 少 种 春 
色 方 案 ? 
(d) 三 尺 厦 蓝 色 , 两 尺 着 绿色 , 两 尺 着 黄色 , 一 发 着 红色 ,有 
多 少 种 着 色 方 深 ? 
解 ” (a) 震 给 棍子 的 每 尺 标 上 1 2, -»,, 81Π 8.10 所 
示 , 则 群 G 的 两 个 元 素 是 . / 
σι = (1) (2) (8) (4) (5) (6) (7) (8) 
ga= (1, 8) (2, 7) (3, 6) (4, δ) 
(Ὁ) ΒΗ(4)Χ! Ν(ά)--2, λίφι)--8, 和 (ga) 一 和 而 颜色 数 为 


图 8.15 
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ο ο ρα 


πι, 所 以 着 色 方案 数 
1 = (ms +m) 


(ο 对 象 集 也 = {L,， 2, 3, 4, 5, 6, τ, 8), 颜色 集 Β--{5., 

绿 , 红 , 黄 }, 权重 为 w( 蓝 ) =0,w( 绿 ) 一 9 (61), (8) --υ, 
wi= b+g 二 7 十 yg， αὐα--δ᾽-!- ο. -υ, »»., 
ws = --ο ο  -ν | 
(6) --2, 根据 带 权 Polya 定理 ,不同 格式 的 清单 为 


(01 -ἰ- 02) [6+g+r+y) 


十 (60? 十 g 十 1 十 2 ) 1 


8 pb3 ga13 
8, 8, 3 


8 
ps 9 2 δος 
τα 2, 3, , 9 


| --θ80ῤϑοθγϑ- 840ῤϑφθγηρἠ-»-. 
208g278 前 的 系数 是 280, 所 以 给 棍子 着 成 三 尺 蓝 , 三 尺 红 , 两 尺 绿 
的 方案 总 数 有 280 种 。 

(ἃ) 应 用 (0) 的 结果 ，53g”ry? 前 的 系数 是 840, 所 以 给 棍子 
着 成 三 尺 蓝 , 两 尺 绿 , 两 尺 黄 , 一 尺 红 的 方案 总 数 为 540 种 。 

8.45 三 个 顶点 的 无 向 图 有 多 少 种 
图 象 ? 

解 ” 这 相当 于 给 图 8.16 中 的 三 条 
边 着 .上 “有 、 无 ”两 种 颜色 ， 着 “有 的 保 
留 ， 着 “无 ”的 去 掉 。 设 权重 为 w( 有 ) 一 ! 
Ἡ, (70) 一 mw 则 ὦ; 一 天 十 my -α-- [ο ἠ-τὸ, 图 8.16 


ts 一 护士 %， 又 三 条 边 的 置换 群 G 的 元 素 为 


«877 . 


91= (1) (2) (3), ga= (1, 2, 3), gs= (1, 8, 2) 
gs™= (1) (2, 3), gs= (2) (1, 8), ge= (3) (1, 2) 
根据 带 权 Polya 定理 , 格式 清单 为 
Hh) + + (ΑΓ) +) ] 
ο κ-ῦἠ- ο ἴδηι |- ἡπιὸ 
所 以 有 四 种 图 象 , 它们 如 图 8.17 所 示 。 


Φ 
ᾳ 
| Φ 9 
(a) (δ) (ο) 


4 
κ) 


图 8.17 


8.46 求 四 个 顶点 的 有 向 图 的 不 含 自 回路 的 图 象 的 种 数 。 
解 延 用 上 题 的 记 
号 。 置换 群 9 我 们 从 5s 
ΞΡ ΙΗ, 导出 方法 如 下 ; 例如 
δα 中 的 pa 一 (1, 2), πο 
出 G 的 元 素 ga 一 (el， 65) 
(θα, 611) (θε, Θο) (θα, 619) 
(6ιο, 69) (69) (61), ， 请 结合 
图 δ.15 核对 。 
现 将 从 8 的 每 个 置 
. 换 导 出 的 9 的 每 个 置换 
图 8.18 列 出 ， 如 表 8.1 所 示 。 其 
中 (DD 有 I 个 , (D3?(2)” 有 6 个 , (8)* 有 8 个 , (2)* 有 3 个 , (48 
有 6 个 。 根 据 带 权 Polya 定理 , 格式 清单 为 


378. 


ος ο Ἠ."ὰ 


Ῥι-- (1) (3) (8) (4) 


Ρο” (1, 
243-(1, 
ρα” (1, 
25 一 (2, 
Ρο (2, 
ζι-- (8, 
Ρα--(1, 
入 一 (1, 
D10= (1, 
ριι- (1, 
Ῥι2-- (1, 
p13= (1; 
D14= (2, 
P15= (3, 
m6= (1, 
p17= (1, 
Ῥι6-- (1, 
Ριο-Ξ(1, 
Ρος (1, 
Ῥοι-- (1, 
μμ. (1, 
P23 二 (1) 
224 一 (1, 


表 8.1 δι 的 元 素 和 它 所 导出 的 G 的 元 素 


心 4 


2) 


2) (8, 4) 
3) (2, 4) 
4) (2, 3) 


σ 


91™— (θι) (69) (93) (ει) (96) (94) (9τ) (93) (ερ) (61ο) Ce11) (eta) 
ga 一 (el，65) (61, 211) (68, 69) (02, 615) 《610， 6ϱ) (69) (61) 
93= (60, 611) (6ι, 69) (6, 65) (62, 87) (83; 60) (610) (613) 
g4— (θα, 69) (6ι, 614) (65, 61ο) (θη, 6ιι) (96, 64) (64) (69) 
gs”= (804, 69) (65, 60) (611, 61) (οι, 619) (84; 610) (69) (68) 
6 一 (610, θ13) (ει, 60) (6α, 65) 《es， 28) (84, 61) (89) (e11) 
στη (63, 61) (θα, 80) (86; 611) (84, 610) (68, 619) 《61) (65) 
θα-- (6ο, 613, 61) (60, 61ο, 69) (66, 68) 611) (861, 64; 60) 
θο--(6ι, 8ιο θη) (66, 619, 66) (60, 86, θα) (811, 6ὲ, 61) 
6ιοἜ (ἐ0, 84, 61) (οιι, 68, 65) (θα, 61, 613) (66, 61, 610) 
gi1== (ειι, 64, 69) (60, 61, 86) (ϑι» 68, 614) (65, 64, 610) 
912™ (θη; 010, σι) (60, Θι3, 80) (6τ, 6, 611) (69, 68» 89) 
g13= (θα, 64, 811) (86, 6τ, 69) (6ι, 615, 68) (66, 61ο, 64) 
14— (θια, 89 6) (610, 6τ, 64) (86, Θα, 99) (6ι, 66, 611) 
g15= (68, θη, 610) (64, 69) 619) (66, 60, Θα) (6ι, 611, 69) 
(ιβ (ει, Θὰ, 69, Θὰ) (66, 68, 61, 66) (811, 610, 69, 614) 
01 (66, 612, 64, 611) (61, 610, 61) ἑϱ) (82, 68, 66, 64) 
gig™ (60, 64, 619, 66) (611, 68) 610, 63) (81, 69, 65, θη) 
θιρ- (6ο, 61, 610, 61) (e11, 69, 612, 66) (63, 64, 66, 68) 
ga0=— (63, Θι0; 08, 611) (66, 619 94; 60) {6ι, 61, 66, 89) 
gol— (θα, 63, 64, 6ι) (ε6, 61, 68, 95) (60; 610, 61, 6134) 
gao— (6ι, 69) (θα, 61) (611, 619) (69) 618) (θα, 68) (66, 64) 
gas 一 《ee，611) (61ο, 614) (eg, θὲ) (68, 6) (e1, 63) (65) 6η) 
σον = (89, 6ϱ) (68, εκ) (οι, 61) (65; 69) (ορ, θια) 《elo， 611) 


σσ (- π) 1.4. (1 η) (+m) 
8 (19) 4 dh +n) +6 (4) 3] 

-- ζ3-- ηπηι-- δη ιὲ 13hn + 21η δι  -|- 98 ην 
-- 48 + Όση. + 21ο πο -- 192 πὸ 
+ Bhan |- ἦρι!) -Ἱ- πια 


改 所 求 图 象 种 数 是 218。 
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~ 第 九 章 相 异 代表 系 


9-51 相 异 代表 系 

设 Αι, Αχ, ''', Α, 是 %% 个 集合 (未 必 不 同 )。 称 元 素 系 列 
2，…， 六 是 4 Αα, »'', Αἱ 的 代表 系 , 如 果 有 E41, ἷος Αρ, 
A4,。 称 元 素 系列 ἓι, ο, -'', ἴν λὲ Αι, Α0, -'', Αν 的 相 
过 代表 系 ， 如 采 它 是 一 个 代表 系 , 34Η. ὃν, ἴα, ''', 六 互 不 相同 。 

当 41，4s,…，4， 非 空 时 , 总 存在 它 的 代表 系 , 但 相 异 代表 
系 未 必 仓 在 。 相 异 代表 系 存 在 的 充分 必要 条 件 由 下 列 定理 给 
出 。 | 

99 Πα ΠΒ 

有 限 集 合 族 Αι, Αι, ''', Α, ἩΛΗΣΕΓΟ”Ε ΗΧΟ 1Π 6 
足下 列 条 件 ( 了 all 条 件 ). 

对 于 每 个 &= 二 2, …，2， 以 及 对 于 任意 选取 的 δι, δα, τη. 
ἂν (1 κς δι «ὖρ-ζ. «κ κπ), 均 有 

|) AU Ας | 5 (9-1) 

(记号 |4| 表示 集合 4 的 基数 ， 即 4 的 元 素 个 数 。 证明 见 题 
9.9) 

9-3 关于 相 异 代表 系 存在 性 的 两 点 讨论 

1. 设 Αι, Αα, »'', Δ. 为 一 集合 族 , 正 整 数 ?" 安 ”那么 该 集 
合 族 中 了 个 集合 有 相 异 代表 系 当 县 仅 当 满足 下 列 条 件 ; 

对 丁 每 一 6 二 1,2,…,m, 以 及 对 于 任意 选取 的 δι, δ», -:', ὃν 
1--ϕι-ψρ-ς::.«φχτίο), 1 
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[4.0 As UU Ai|>h— (n—7) 
Hajl 定理 是 本 定理 在 ?=n 时 的 特殊 情况 。( 证 明 见 题 
9.4) 
2. 设 Αι, Ας, τι, νε], 那么 该 集合 族 中 有 相 异 
代表 系 的 集合 的 最 大 数目 等 于 表达 式 
Ai UU Αι) UA,|+ (nn—E) 
在 h=1, 9, ..', πα κ δι, ο, ον, ὑμλπεφι«φη-ς:-"«ὑχτη) {ΕΡΤ 
有 可 能 选择 时 取得 的 最 小 值 ( 证 明 见 题 9.4)。 
9 4 二 部 图 及 其 匹配 
1. «4, δ, 了 》 称 为 二 部 图 或 偶 图 ， 如 果 芝 ,了 为 结 点 集 
合 , 召 为 边 集合 , 且 仅 以 Χ 中 绪 点 为 端 太 的 边 和 仅 以 了 中 结 操 
为 端点 的 边 均 不 在 马 中 。 
图 9.1 给 出 了 二 部 图 的 一 个 例子 。 


Xi | Ἔα Xs Xs 
性 
- 


Χ 


- 
5 
ες 
νο 


2, 二 部 图 与 集合 族 是 可 以 相互 表示 的 。 例如 图 9.1 的 二 
部 图 可 用 集合 族 | 


Χι- 1450, 28, Φα], Χο αι, ασ} 


R= {v1, ση, σι}, ,= 他 

来 表示 。 反之 ,， 上述 集合 族 可 用 形 如 图 9.1 的 二 部 图 来 表示 。 

3. ΜΗ ΓΕ Μ 称 为 二 部 图 《< 革 , Π, 了 > 的 一 个 匹配 , 如 时 
ΛΜ 中 这 有 任何 两 条 边 具 有 公共 的 问 点 。 我 们 把 边 数 最 多 的 匹配 
称 为 最 大 匹配 ( 它 未 必 唯 一 )。 例 如 在 图 9.1 τμ, 4188 {[οι, ya]， 
[zs, υι}} 为 一 匹配 , 而 边 集 合 {[αι, Ya] ἴα», νι], [ῶε, Ya]} 为 
一 最 大 匹配 。 

9-5 匹配 与 相 异 代表 系 

我 们 已 经 指出 ， 二 部 图 与 集合 族 是 可 以 互相 表示 的 ， 一 般 
地 , 集合 族 41，4s,…，4, 可 用 图 9.2 所 示 的 二 部 图 来 表示 , Κα 
之 亦 然 。 我 们 取 

Χ-Αι0420--.04Α., Y= {1, 3, ---, n} 
关于 匹配 与 相 异 代表 系 我 们 有 
1. 如 有 果 边 集合 {[4ι, σι], [42, Φα], στη, Lox, wi 1} 为 一 还 


Αι 
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ἘΠ, ΒΒΔ σι, Θα, κ΄» αι. 便 是 Α., Αμ, μα. 4ι, 的 相 异 代表 系 。 / 

2, 41，4，。，，…，4, 有 相 开 代表 系 当 且 仅 当 上 述 一 部 图 
«Χ, ΒΕ, 了 > 有 条 边 的 迈 配 (完全 匹配 )。 

8. 在 集合 族 Αι, Α;, ''', Αἱ 中 有 相 噶 代表 系 的 集合 的 最 
大 数目 , 等 于 上 述 二 部 图 < 于, ΒΕ, 了 2 的 最 大 还 配 的 边 数 。 

9-6 最 大 匹配 ,完全 匹配 

1. XUY 的 子 集 C 称 为 二 部 图 “到 ,已 , 工 > 的 履 盖 集 ， 如 
条 马 中 每 条 边 至 少 有 一 个 端 反 在 Ο 中 。 具有 最 少数 目 结 反 的 

盖 集 称 为 最 小 覆盖 集 。 

2. 二 部 图 《XX, δ, 了 > 的 最 大 匹配 的 边 数 等 于 其 最 小 覆 攻 
集 的 结 点 数 。( 证 明 见 古 9.22) 

3. 最 大 匹配 可 用 以 下 算法 求 得 . 

二 部 图 《<X, Η, 了 > 中 X= {v1 σα, Wm}, Y= {Yi, 49, 
στ, Ynjo 设 Ἡ 为 其 任 一 匹配 。 用 以 下 的 步 了 又. 

(i) 用 (*) 标记 不 与 到 中 的 任何 边 相 交 的 Χ 的 所 有 结 
(1) 对 于 中 新 近 标 记 的 结 点 (用 (的 或 其 它 符号 标记 的 )， 
比如 ww， 用 (标记 了 中 的 下 列 结 点 ， 它 们 由 不 在 型 中 的 边 与 
必 连 接 者 , 并 且 先 前 未 被 标记 过 。 

(111) 对 了 中 新 近 标 记 的 结 点 (用 (ww) 标记 的 ), 比如 y;， 用 
(标记 去 中 的 下 列 结 点 ， 它们 由 Δ 中 的 边 与 y; 连接 着 ， 并 
且 先 前 未 被 标记 过 。 

重复 步骤 (ii)，(iii), 直至 

a) 标记 到 了 中 一 个 不 与 Ἡ 中 任何 边 相 交 的 结 点 。( 情 况 
a) 也 称 为 临界 情况 

Ὁ) 不 可 能 进一步 标记 , 但 又 不 是 情况 a) ο 

对 情况 ο), 我 们 从 了 中 最 后 标记 的 一 个 不 与 Μ 任何 边 相 
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交 的 结 点 出 发 , Ην. ΙΙ ΤΗ ΗΕ. 0) μὴ Χ 中 的 一 个 结 点 ,得 到 
一 条 关于 Η 的 交替 链 ( 一 条 路 径 , 它 以 不 在 Μ 中 的 边 开 始 并 终 
止 , 其间 Δ 的 边 与 非 及 的 边 交 蔡 出 现 。 它 可 能 不 含 于 的 边 , 这 
时 它 愉 有 一 条 边 )。 取 关于 履 的 任意 一 交替 链 , 并 删除 寺中 Μ 
的 边 ， 剩 余 边 与 Μ 中 留 下 的 匹配 边 便 组 成 比 Η 多 一 边 的 新 罗 
Κι Μο 对 Μ΄’ 重新 开始 ()。 

对 情况 已 ， 可 断定 原 匹 配 好 为 最 大 匹配 。( 实 例 见 题 9.19 
及 题 9.237) 

4. 二 部 图 < 及, Ε, 了 > 有 完全 匹配 (有 |Χ| 条 边 的 匹配 )， 
当 且 仅 当 相应 的 集合 族 有 相 异 代表 系 ， 当 且 仅 当 对 任意 YoS 
Χ, 有 |Χο|-|Υο|, 这 里 了 是 以 Χο 为 端点 的 边 的 另 一 端点 
的 集合 。 

ϱ 7 推广 的 互 alLl 定理 

1. ντ Αι, Ας, Απ, … 为 一 集合 的 无 限 族 ， 诺 Αι 为 有 穷 
集 , 那么 Αι, Αα, Αα, ''" 有 相 腊 代表 系 , 当 且 仅 当 Πα 条 件 成 
并 ( 见 9.2) ο 

本 定理 用 二 部 图 的 语言 可 叙述 为 . 

ο. 设 二 部 图 <, 加, 了 > 中 ,六 .的 每 个 结 点 上 只 与 有 限 条 边 
相交 。 那 么 存在 匹配 Μ, 中 每 一 结 点 恰 为 用 中 一 边 的 端 
点 ， 当 且 仅 当 对 每 个 正 整 数 有 ,以 及 XX 的 6 个 结 点 ,了 中 至 
少 连 接 其 中 一 个 结 点 的 结 点 数 不 小 于 。 
题解 及 评注 

9.1 对 下 列 每 个 集合 族 , 确定 一 代表 系 ; 若 不 存在 代表 系 ， 
试 说 明理 由 。 对 相 寞 代表 系 作 相间 的 解答 。 

(a) Αι--{1, 2, 3}, 45 {2, 3, 4}, Ας- Ὁ, As= {1}。 

(b) Ai={1, 2, 8], Αρ- 02, 3}, As={4}, As= {1, 2}。 
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(ο) 41-41, 2, 3}, 4,={1, 2, 3}, As= {1, 2, 8], Αα" 
1, 2, ὃ]ο 
(ἃ) Αι--{1, 2, 8, 4, δ), Αρ--{1, 3}, Ας {1, ὃ}, Αι-- 
{1, 2, 3, 4, 5}, A;= {i, 3}。 
解 ” (a) 不 存在 代表 系 ， 因 而 也 不 存在 相 腊 代表 系 ， 因 为 
Αη” (0ο 
(b) 有 代表 系 及 相 异 代表 系 . 
1, 3, 4, 2 
(ο) 有 代表 系 工 2, 8, 3。 但 没有 相 异 代表 系 , 因为 
AiU AsU AsU As| =3<4 
(d) 有 代表 系 1,，1, 1, 1, 1, 但 没有 相 异 代表 系 , 因为 
41] AsU Αν --2-δ 
9.5 试 说 出 集合 族 Ai= {1, 2}, Αρτ. {2, 51, As—{9, 4], 
Α.--{4, δ}, Ας--{5, 1} 的 不 同 相 异 代表 系 的 个 数 。 并 对 个 
这 样 的 集合 的 一 般 情 况 推广 你 的 统 论 。 
解 ” 只 有 两 个 不 同 的 相 寞 代表 系 
1, 2, 3, 4, ο 
2, 3, 4, 5, 1 
当 集 合 族 为 Αι--{1, 2}，42= {2, 8], ''', Αν α--ζα-}, 
n}，4, 一 {mn, 1} 时 , 仍 只 有 两 个 不 同 的 相 异 代表 系 
1, 2, δ, τς τι--]1, τ 


2, 9, 4,.…, n, 1 
这 是 因为 Αι 中 只 有 两 个 元 素 可 选择 , 而 对 每 一 种 选择 , 其 它 集 
合 元 素 的 选择 方式 便 被 确定 了 (只 有 唯一 的 可 能 )。 
9.3 证 明 Πα 定理 一 一 有 限 集合 族 41，4，，…，44, 有 
相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 它们 满足 下 列 条 件 (Hall 条 件 ). 


对 于 每 一 个 6=1，2,…, 以 及 对 任意 选取 的 ὃν, ὁρ, ση, 
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Πε «4. «η «οφ 
4. 0) Αμι]»»“Ὁ Αμ | 5-6 
证 “必要 性 是 是 然 的， 因 若 [4aU 44J…U Αι [-Ἡ, πὶ 
Αι, Αμ, '', Αἱ ἘΠΕ ΛΙΛΗΣΕ1Ο3Ε κι, ΜΠ Αι, Α,, »'', Αν 也 不 
可 能 有 相 异 代表 系 。 以 下 证 充分 性 , Χ τν ΒΕΊΤΊΗ Πο 
9 一 时 ,只 有 集合 4 而 1Αι 2:1 时 41 非 空 ， 41 显 然 有 
相 开 代表 系 。 
假设 少 十 %% 个 集合 的 集合 族 在 满足 Hall 条 件 时 均 有 相 乔 
代表 系 。 现 设 %% 个 集合 的 集合 族 Αι, Αα, …，4,, ἘΠΕ. Hall 
条 件 。 欲 证 它 有 相 异 代表 系 。 
情况 1。 车 对 1<h<n 一 1 和 人 页 ὃν, --», ὃν 的 每 一 选取 (i 
«δικῤο-ς..«ὑχγτίτ), 12118 | 4iU 4;,U…UA;| 之 Ff 十 1。 由 
Ἔα} 条 件 得 到 满足 ，4, 不 空 ,我们 可 选取 六 E 4,,， 作 和 集合 族 
Αι-{]}, Αρ-- ἵει}, ， Αγατζ]ο ῬΈ, 对 于 1l<h<n 一 1 
ἯΙ δι, 2，…, x 的 任 一 选取 红 志 新 过 如 过 … 过 计 二 mn 一 1) ,我 们 有 
| (4s— {6 U (Asm— {lh}) UU (A — (κ) | 
=|(AaU 4. U-… U4;)—{h}| 
之 Αι) A;.U  «« Ὁ) Αι] 一 二 
:ε[-------- 
这 就 是 说 ， 集合 族 Αι-- {bs, Αρ--{ἷμ, “5; Αν 1 一 站 满足 
Ρα} 条 件 。 由 归纳 假设 , 知 其 有 相 异 代表 系 ， 比 如 说 石 , {3,，…， 
上 -1 那么 集合 族 41，4。,-…，4, 便 有 相 异 代表 系 且 3，……， 
b_1, bo 
情况 3。 知情 况 1 得 不 到 满足 , 即 对 某 整 数 p, Ίςκρςπ--Ἐ 
ΤΙ δι, δα, ον, ὁρ 的 菜 一 选取 (κ ὐιόοκττ «ὔρεσπ) 我 们 有 
1 4.U 4U…U4 一 2。 为 了 简化 记号 ， 不 妨 设 就 是 Αι, Α., 
… 4。 有 |41U 43U…U 4g| 一 p。41，4,,…，A4, 满足 Hall 条 
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和 性 , 它 应 有 相 异 代表 系 , 比如 说 , ἶι, ο, …, lo。 但 
ΙΑ) AsU-…U Αρ] .. 
故 可 断定 41U4aU ULU4o 一 二 ， 12， μα, b,}, 5931 ἔο ΑΕ 
合 族 
4 一 下 人 3 一 百 ο." Αι-- 1 
对 lehb<n—p A μι, 9, fy 的 任 一 选取 《2 十 Is < ja 
-«ᾖκπ), 我 们 有 
(4 ΡΟ (4 1) UU (4 Ε)] 
ο A UU 4 
πο) ΑΟ Αι) 4) -δ] | 
-[ωιυά:υ::ὐΑνυΑ,.υ4.υ-:υ4Α.-Ρ] 
-1Αι0Ααἰ)-:ΟΑΡ1).4.0 Αν) Απ|-- [6 
宇 p 十 A 一 p= 二 上 ( 因 Αι, Αρ, Αν 满 尼 Hall 条 件 ) 
因此 ， 4 一 已 Αριο-- 8, …:，A, 一 了 F 满足 Πα] 条 件 , 又 
% 一 pn 一 根据 归纳 假设 , 它 有 相 蜡 代表 系 , 比如 说 pr ἔρι», 
po ῬΆΕζι, tt， ἔρνο, ''', ἐν 就 是 41，4，，…， 
Α. 的 相 异 代表 系 。 归 纳 完 成 , 本 题 证 毕 。 
9.4 设 41，A4s，…，4, 是 有 限 集 合 族 7?<"n 是 正 整数 。 
证 上 月 . | 
(a) 由 4;，4，，-…，4, 中 的 7 个 集合 组 成 的 集合 族 有 相 
ΛΕΣ, 当 且 仅 当 满足 下 述 条 件 : | 
对 每 一 =1， 3, NR 对 2 的 任 一 选取 ， < 
όσον.  «ὖκπα, Ἡ .. 
ΙΑ) Αι) ο ) Α 221 -- (π--λ) . 
(b) 由 -4 Α», …，4 中 的 了 个 集合 组 成 的 集合 族 有 相 
异 代表 系统 , 这 种 7 的 最 大 值 等 于 | 
|4.0 A UU Αα]π-(α-2) 
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的 最 小 值 , 这 里 大 = 工 3, ..., τυ, δι, δρ, τη, ὑμ 为 任意 一 种 选取 ， 
[Ε Ἱκ δι (δὐυσ..  (ὖμπκτο 

证 () 设 了 = {ι, [ε, τη, κ 是 一 集合 ， 与 Δι, Αα, 

…，4 无 公共 元 素 , 构造 集合 族 

ΑΙ) 1 AsUF, -…, Αἰ} Ρ 
我 们 首先 证 明 , 4ι, Αι, …，4; 中 的 7 个 集合 有 相 异 代表 系 , 当 
目 仅 当 41U，AsU,，…，4,UF 有 相 寞 代表 系 。 

不 妨 假 设 Αι, 442,…4， 中 的 了 个 集合 就 是 Αι, 4, --', Αν, 
它们 的 代表 系 是 ., Lbs, "+, bo 那么 A ία, στ. ἷ,, Γι 73, ΠῚ 
frr 就 是 44UF，Ad2UF，…，4,UF 的 相 异 代表 系 。 反之 ， 
ὃ, ἶ», τν, . κ 4ιι]/, Α»1]Ρ, ，…，A,UF 的 相 异 代表 系 , 这 
nL 个 元 素 中 至 多 有 一 7 个 元 索取 自卫 于是, 至少 有 ?7 个 元 案 
取 目 41，42,…， 4, 中 的 7 个 集合 。 这 说 明 Αι, Αρ, ''', ἂν 中 
有 7 个 集合 具有 相 异 代表 系 。 

”根据 上 题 的 结论，A1U 了 了 ，4sU,，…，4,UF 有 相 异 代表 
系 当 且 仅 当 对 每 一 有 = 于 2, …, % 和 任 一 对 ὃν, ὅν, -', ἐν 的 选 
μμ «ο ο «ου 

TMU PU (Α 0 ΑΕ) «(Αι δ) 11591 
但 是 
(4 1) (Αι 10) (40 1) | 

=|Ai,U Ας) 4} Η-}Ε] 

ται) A UA; lt (σι--) 
由 此 , 及 本 题 一 开始 所 证 的 结论 可 知 , 44，4a，…，4, 中 有 人 个 
集合 组 成 的 集合 族 具 有 相 异 代表 系 ， 当 且 仅 当 对 每 一 =1, 3, 
… 对 任意 匀 ， 各，…, ὁκ 的 选取 (κι ἐν σε. «ὀμκπ) 有 

|4. {| ΑΙ) A, | 十 (πι--ϱ) >h 
即 [μμ A UU Αι |>£— (no—7) 


9 988 - 


(Ὁ) 从 (a) 得 Αι, Λο, 4 的 7 个 集合 有 相 异 代表 系 , 当 

且 仅 当 
ΙΑ) Αωὶ)»»Ὁ Αν] -- (ι--) ῶγ 
对 8 一 2, »'., π 的 每 一 个 值 和 人 和， 加 ἐν 的 每 一 选取 (ἐς 
π «ο ο ο «Ομ 都 成 立 。 因此 ,使 这 个 不 等 式 成 立 的 最 大 
[ΒΧΔ.5- 
|4.0 ΔΙ) ο) Αι] -- (π--ᾖ) 

的 最 小 值 。 

评注 “Hall 定理 和 本 题 (Hall 定理 的 推广 形式 ) 的 证 明 ， 
都 有 一 个 技巧 , 这 如 是 如 何 构造 出 一 个 集合 族 , 使 得 问题 转化 ， 
以 便 对 其 运用 已 知 条 件 和 结论 , 或 使 归纳 假设 可 以 对 其 运用 。 这 
种 证 明 技 巧 以 后 还 会 用 到 。 

9.5 设 41，4，,…，A4, 是 集合 {1, 2,…, 只 的 子 集 族 , Β. 
Απ Αα = Αχ--{1,2,-.., EF—l1}, Αχει--»»'-- A,= {1, 2, 
πι], 这 里 有 为 正 整 数 ， I<h<mo 证 明 Hall 条 件 中 , 所 有 可 能 的 
2" 一 1 个 不 等 式 中 恰 有 一 个 不 能 成 立 。 

证 显然 不 等 式 

[A1U 4aU…U Αι) | 
不 能 成 立 。 以 下 证 仪 此 一 不 等 式 不 成 立 。 即 须 证 , 对 任何 j= 
2， 及， 的 任何 一 种 选择 (加 ， 如 ，…， 急 不 
是 1 2, …， 天 的 置换 ) 总 有 
[AsU A,U:…U 4221 

可 As， A,,, .. . 4 ,中 至 少 有 一 个 是 Axrn(0O<I<n— --ἆ), ὮΝ 
Α ΙΑ. Αα.» ὙΠ -υ5:7} 无 斤 。 

1 Αμ, Αμ, -'', Αι ΘΣΒΧΗ Αι, Αα, “'', Ακ, 那么 显然 和 < 
ἆ, 《否则 人 0 -.., 1, 2, 大 的 一 个 置换 )。 于 是 

[4sU A UU Αι| --ᾱ--15»] 


命题 得 证 。 

9.6 对 下 列 集合 族 的 每 一 个 , 确定 其 中 有 相 肛 代表 系 的 集 
合 的 最 大 个 数 。 

(a) Α4ι--{1 2} As={3, 4}, Αα--{1. 2}, Αι-- {i}, 
Ας-{1, 2, 8, 4, ὅ), Ae= {1, 9}. 

Ὁ) Αι--{1, 2}, Α»--{3, 3}, Δι--{4, 5), Α.-- {9,38,4}, 
Αρ {1, 2, 9}, Αρ: {1 3}。 

(ο) Ai= {1, 2 8), As= {1, 2, 8}, Αα--{1, 2, 5), Αι 
41, 2, 8}, Ας--{1, 2, 8, 4 5, 6}, Ae= {1, 4, 8, 4, δ, 6}。 

(qd) Αι {1, 2, 3}, Αρ--{2, 8}, Αα-- 12], As= 14, 5, 6}, 
.45 一 {11, 5), Ae= {5, 6} ο 

解 ” (a) 最 大 个 数 是 4。 因 为 | 

[Ai U ΑΙ) τς) Αι] -- (α-- 1) 

的 最 小 值 是 |41U Αα) ΑΙ) Δε] -Γ(6--4) =4 

(ϱ) 最 大 个 数 是 5。 因为 

|Αι 1) AsU AsU 4α|--(6- DD=5 

是 最 小 值 。 

(ο) 最 大 个 数 是 5。 

(d) 最 大 个 数 是 6。 .. 

评注 求 ]44U 4sU…UA4i| 二 (nm 一 k) 的 最 小 值 可 采用 
以 下 观察 法 : 先 计算 Αι) 4sU…U ΑΙ, 然后 从 中 尝试 去 掉 若 
二 个 \ 比 如 个/ 集合, 而 使 1 的 值 小 于 基数 |4iU4sU…U4| 
下 路 的 数 且 ， 即 使 ΒΤ 4iU 4sU…U Α 中 被 抽 掉 的 元 素 
数目 。 例 如 (8), | 4U…1U4e| --δ, 去掉 4。 Ας 后 可 减少 了 三 
个 元 素 : 3, 4, 5。 由 于 对 留 下 的 Αι, Αι, 4,, Αα 不 可 重复 上 述 
做 法 了 , 因而 可 确定 |4:U4sU4sU4e| --(6--4) =4 是 最 小 值 。 

9.1 设 Αι, 4a，…，4 为 一 集合 族 , 并 且 有 相 异 代表 系 。 
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设 z 至 少 是 这 些 集 合 之 一 的 元 素 , ΕΠΗ, Αι, 42，…，4 有 一 含 
有 元 素 ο 的 相 异 代表 系 。 通过 例子 说 明 , 一 般 地 规定 某 个 含有 
ο 的 集合 必须 取 w 作 代 表 则 未 必 办 得 到 。 

证 αι, Δα, ''', 4, 的 一 个 相 异 代表 系 是 总 ἴα, στ, ἴω, 如 
后 其 中 有 ww 那么 命题 得 证 。 如 果 其 中 没有 2, ΤΠ ος Α,, Β 
么 只 要 将 纪 换 为 z 便 可 得 到 一 个 售 z 的 相 异 代表 系 。 

当 Αι--{α], 4ρ-.{1, ο] 时 ，A1，4s 有 含 % 的 相 异 代表 系 
2，!。 但 当 规 定 售 2 的 4s 必须 取 zz 作为 代表 时 , 则 不 可 能 找到 
Αι, 4: 的 相 异 代表 系 。 

9.8 设 集合 族 41:，4，，…，4, 是 一 有 相 异 代表 系 的 集合 
族 , 设 αι, αι, --», q(t<n) 是 41,…，h; 的 相 异 代表 系 。 证 明 . 
Αι, Δρ, ''', 4, 有 一 个 包含 αι, αρ, “'', αι 的 相 异 代表 系 。 

证 对 上 归纳 。 

i 一 时 命题 成 立 , 题 9.5 给 出 了 证 明 。 

设 αι, 02,… αι. ασ 41,，…， Αι 的 相 异 代表 系 时 我 们 有 
售 σε, "'', αι ι [1] Αι, -'', Αἱ. 的 相 异 代表 系 。 

现 考 虑 αι, Qa, “'', 4 1, αι ἘΞ Αι, 5“ Ας-4, Αι 的 相 异 代 
表 系 ,因而 αι, ασ, ο", Qi 是 41,…，4ii 的 相 异 代表 系 。 据 
归纳 假设 ,41, …，4, 有 相 异 代表 系 如 ，is，…， 刀 ， 其 中 包括 
αι, Q2，"…，Qt_1， 不 妨 设 它们 分 别 取 自 于 44, 4 4 io 
若 Αι 不 在 其 中 , 则 可 改天 为 wo 者 4; 在 其 中 , 则 有 一 Ar(i<b<< 
t 一 1) 不 在 其 中 。 设 Αι 为 Α,, 8 αι 8! αι, 考虑 四 所 在 的 4r。 如 
果 Α/-- Αν, ΠΕ ἵν ὑΕΗ αἰ(--α.), Ε18-- 8 αι, αα,.'', αι ΙΙ Αι, 

… 4, 的 相 异 代表 系 ; 如 果 4; 王 4s， 则 对 4; 作 上 上述 (对 Αὐ 

的 讨论 。 四 于 4,，4;,,，…, Αι, 有 穷 , 且 上 述 过 程 每 次 涉及 的 
Αἱ, 均 不 相同 ， ΜΑ 4 Αγ- Αν 从 而 获得 全 σι, ας, ""., ἅν 的 和 1 
Αντ", -ᾱν 的 相 寞 代表 系 。 | 


本 命题 归纳 证 得 。 

.9.9 设 41，4，，.…，4, 是 一 集合 族 ， 使 得 对 每 一 =1， 
23,…, nn 及 任意 选择 的 ὑι, δου, ..., ὄκ(α πιστός), 

[Αν Ai, UU Αι 221 Γ1 
απ ο Ἐξ Α. 的 任 一 元 素 , 试 证 Αι, Α,, -'', «Αντ ΤΙ ο 代表 
Αι 的 相 异 代表 系 , 即 含有 形 如 α, ἴα, ἶα, --, ἵν 的 相 蜡 代表 系 。 
证 “考虑 集合 族 Αρ-{α)], Αὐ--{α], -'', Α,--{α], 对 任意 
有 一 93, ..., τι--1 2 ὑι, ἐς, ---, ὑμ(β-ύι-ς-.'-«ύχπ) 有 
[Αι {2}U Ai,— {wm} UU A,— {σι 
ον A UU A,— {wv}| 
ΑΙ) ΑΟ) 4;|—1 
之 k+l1—1=6E | 
故 该 集合 族 有 相 异 代表 系 , 记 为 fs, 1ο, »'., bo 显然 hw($ 一 2， 
…, 12), 因此 zw, ἴα, ἴα, -'', 是 Αι, Αρ,»'', Αμ 的 相 异 代表 系 。 

评注 ”应 该 注意 , 这 里 4; 一 {42}, % 一 2,，…, n,， 非 空 ， 否 则 
[Αι] =1<1+1=2, 与 题 设 不 合 。 这 一 点 在 证 明 中 是 不 必 明 说 
的 , 因为 它 顷 通 在 不 等 式 

| As— {2}U As— {wo} UU Αι -{α] | 5-4 
的 证 明 当中 了 。 

9.10 4 44，43 …，4 为 一 集合 族 , 这 里 对 所 有 “一 二 2) 
一， 4, τη, συ]ο ἹΕΒΗ͂, Αι, Αρ, -'', Αν 有 相 异 代表 
系 当 且 仅 当 径 关 m%。 如 果 ποπ, 证 明 不 同 的 相 异 代表 系 的 个 数 
等 于 

Pom, n=m(m—1):…(m—nt+1) 

证 Υξηνπ;η, 分别 在 4; 中 取 il<6<n) 便 可 构成 一 个 
相 蜡 代表 系 。 

设 41,…，4, 有 相 异 代表 系 , 那么 
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14U42U…U Αι] Ἔξη 
ΠΠ | Αι ϊ] Α ο). ) 4) 一 | 位 3, οτε, πο) | τι, ἩΚ πιηο 

当 m 之 n 时 ， Αι 的 代表 元 素 怡 有 和 种 选 法 , 而 对 其 每 一 种 ， 
4s 的 代表 元 素 恰 有 mm 一 1 种 选 法 ,…，4, 的 代表 元 素 愉 有 πο” 
有 十 1 种 选 法 。 因 此 ,不 同 相 异 代 表 系 的 总 数 应 是 

mm—1) (ην --ηυ-- 1) = (πο, τι) 

9.11 设 集 合 族 ΑΙ, 4», ''', ΑΙ ΠῚ, Αι--{2, 8, στη, η}, 
Αρ--{1, 8, 4, ..., τῇ, As= {1, 2, 4, ὃ, τν, πὴ, τὴ, Α,--{1, 
2,» π--1}ο ἸΕΒΗ, Αι, Δα, »'', Δ, 有 相 异 代表 系 , 并 且 不 同 
相 漠 代表 系 的 总 数 等 于 第 即 个 铺 置 数 D,。 

证 δὲ δαν --., ὃν ἈΞ}, 2, .'', ιβ]--ΠἿΠΕ, ΛΑΤ ἐπε], δε 
关 4 τι, ὑπ, ἩΡΔ 人， ὅς, ον, ὃν ἘΞ Αι, Αρ, »'', Αι. ΗΛ 
«κ κο ΕΙΝ, Αι, Αρ, .'', Α, 的 相关 代表 系 至 少 有 Το 

απ. δι, ὑα, -'', ὑμ ΒΞ 41，4s,…，4, 的 相 异 代表 系 , ΒΒ 
2131, ὑρπ-2, -', ὑμπέτι, ΕΒ δι, ἐα, "τι, δι ΞΕ}, 3, ---, το μή] --- 
Το ΕΝ, Αι, Αα, την, «Αν 的 相 异 代表 系 至 多 是 D, 个 。 

综 上 所 述 ,命题 成 立 。 

*9.12 我 们 将 集合 族 Αι, Α».-.., Α. 的 一 部 分 ( 子 族 ) Αι, 
της Αν 叫做 一 个 块 ， 记 为 B., 一 {4。,…，4;,}, 其 中 7 为 集合 个 
δι, 5-|4.0 AsU…U4i|。 当 s=7 时 ， 即 Br， 称 之 为 边界 
块 。 证 明 . 当 Αι, Αα, .'', Αι 有 相 异 代表 系 时 ， 两 个 边界 块 的 
交 和 并 都 是 边界 块 ， 即 对 任意 7”, t, I<7, 1<n, Bn U Βμ, Bry 
Bu 都 是 边界 决 。 

证 设 B,; (1 Br = Κω, Brr U Bi = Ώγεο 首先 ， 由 于 Αι, σσ 
4, 有 相 异 代表 系 ，Hall 条 件 成 立 , 因此 

VU, SY 
3, ΕΤ ΒΑ) Br| = 1B ἠ- | 5] -- ΙΒ, Βμ], 因而 7 十 t 
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二 Yo | 

设 Βρ{βι, στι, Αι}, Βμ--{ΑᾺ, στι, Αλ}, 

Εν Bn = {Ar1, °°*) Απ}, Br UY Bis = {a, στ Αι} 
因而 [Αι ΝΟ Αιήτη, Ακ) το Ὁ Αι τν 

[As UU Αχ, που 
η ΟΡ U CAi UU 4)| 
二 个 十 $ 一 | 
而 υπ] (4UU4DnCdUU4i| 
2] ΑΙ) Αι) --υ 
履 z<7 十 1 一 0。 于 是 我 们 有 
γ!-ύ-υ5»α2-------υπ-γ-ἑ-υ 《 因 2 关切 
这 酌 是 说 2=y，V= 一 "2。 也 就 是 说 Bw 与 By 都 是 边界 块 。 

9.15 设 Αι, Α9, 5“; Αν 为 一 有 相 异 代表 系 的 集合 族 ， τν 
为 其 一 边界 块 。 试 证 , 从 不 在 Bu 中 的 诸 Αι ΕΜ Ες 
中 的 元 素 后 , 所 得 子 集 族 仍 有 相 异 代表 系 。 

证 设 任 一 块 Br 在 删节 后 为 Bw, 欲 证 本 题 , 须 证 内 <s'。 
ΒΗ σ΄--σ, Π ΗΕ γ--5΄ο 

令 Β.Π ιτ Bou, B,s U By = Όμ., 而 

Br,s= {01, “ Ομ, 人 wd， “““Ἢϱ ΡΤ; 

Βμι--{Οι, CO πει, “““"; Εκ) 
即 δν., Κι. 有 公共 部 分 Οι, δν, Όσα, Ῥωωπ- 1Ο1, ''', On， Bys =— 
{Οι ΝΣ Om, Dnr1, μα. D,, Κε, κα. Er}o 那么 Bs ΠΩ 
σι, Ο., ''', Oo， 人 Dry 11, 这 里 Di 表示 也 在 删除 Bu 中 
集合 的 元 素 后 所 得 的 集合 。 

由 于 GOaU μα U ο] 一 | 了 Box --ῳ, ὮἩ D1 “ DD; 中 
从 有 :一 下 个 不 在 Bi 中 的 元 素 , 即 1DiwiU…UD,| 一 z 一 k, Κι 
3 一 0 十 z 一 (注意 , Oi 站 Di = 1ς«ἐ«πι, 和 <) 和) 。 另 一 方 
«384. 


面 Yy 一 ?十 一 ww, α5:ν, οσα (这 是 因为 对 Αι, --',, Αι, Πο} 条 
件 成 立 )。 因 此 
S 一 4 十 & 一 不 人 V 十 0 一 太一 小 

评注 ”对 块 Bs 的 讨论 有 助 于 对 Hall 定理 的 理解 。 有 关 
相 异 代表 系 的 习题 的 求解 ,， 常 第 取决 于 对 Hall 定理 中 Hall 条 
件 的 正确 理解 。Hall 条 件 无 疑 是 说 , 集合 族 41,，…，4, 的 每 一 
块 都 有 这 样 的 性 质 , 不 同 元 素 的 总 数 多 于 块 中 集合 数 。 这 个 条 
件 对 于 相 寞 代表 系 来 说 , 必要 性 是 明显 的 ， 因 为 集合 族 Αι, ---, 
4, 要 有 相 异 代表 系 , 那么 它 的 任何 一 块 B., 也 应 有 相 异 代表 系 ， 
它 应 是 7 个 元 素 ， 因 此 ， 这 一 块 所 有 集合 的 不 同 元 素 总 数 8 显 
然 不 能 少 于 yo。 

9.14 设 集合 族 41，4，,…，4, 有 相 异 代表 系 。 证 明 , 该 
集合 族 中 存在 集合 ,例如 41, 使 其 每 一 元 素 均 在 一 相 异 代表 系 
中 代表 Ai。 

证 ΕΕ οσα, 2, …, nm, 及 任意 选择 的 δι, δα, ---, ὃν 
αι «λα ϱ «5 

|4µ1) A UU Αι 2-1 
那么 据 题 9.9, 本 命题 成 立 。 

如 采 情 况 不 是 这 样 ,那么 必定 存在 Αι, Α», …，4, 中 的 万 
个 集合 , 它们 的 并 集 基数 从 为 4( 不 能 小 于 克 因原 集合 族 有 相 蜡 
代表 系 , 满足 Hall 条 件 )。 不 妨 设 为 最 小 的 一 个 ， 而 这 6 个 
集合 是 Αι, Ας, .…, Ayo 这 恕 是 说 ΑἹ, Δα, “'', Αχ 是 一 个 边界 
苏 ， 且 其 任何 子 族 又 非 边界 块 (由 有 的 最 小 性 )。 考虑 Αι 中 的 
任 一 元 又 和 两 个 集合 族 . 

Α., Αα, 11, Αμ. (1) 
As= As— {2}, As= Α- {9}, - 一 tp 上 (2) 
对 于 集合 族 (1)， 任 给 ' 及 任意 的 ， 11, 1, J (οκ ια 


“8385. 


σης), ΑΠ 
Αν dU…U 4;| 之 1+1((1) 式 为 非 边 界 块 ) 
因此 ΙΑ Ακ {2}U…U Αμ-{9}|351 : 
这 豆 是 说 ,对 上 述 【及 三 和， 
ια) 4.0.0 4 3ἱ 
即 集合 族 (2 满足 Hall 条 件 , 它 有 相 异 代表 系 。 例 如 ,ls,…*， 
ἷμο Ὑλέα, 1s, ls,…, ἓν 是 集合 族 (1) 的 相 异 代表 系 。 

据 题 9.13， 从 γνι, Αμμα, τι", Αμ Πί Αι, Αα, »'', αμ 
中 全 部 元 素 后 ,所 得 集合 族 仍 有 相 异 代表 系 。 此 时 相 蜡 代表 系 
中 Αγγ, Άμει, -'', Αν 的 代表 元 素 决 非 w， τα, ἴι»', ἶν, ΥΠ“ Ἐ ΤΠ 
为 ἶχ μι, ἔμ κο, όν, 忆 很 了 明显， α;, ba, ἴα, μα. by, br1, κκ ἶ, 为 
Αι, Δα, .…, Αι 的 一 个 相 异 代表 系 。 

至 此 ,我 们 可 以 说 ,对 Αι 中 任 一 元 素 w, 我 们 总 有 以 w 代表 
Αι 的 相 异 代表 系 。 命 古 得 证 。 

评注 注意 本 题 与 题 9.8 的 区 别 。 题 9.9 由 村 有 

ΙΑ) Αμ.) 0) 41221 -Γ1 
(对 任意 及 1< 名 < 加 一 … σσ) 的 前 提 , 它 的 结论 更 强 。 事 
实 上 ， 它 断定 Αι, Αν, στι, Αν 中 任 一 集合 都 有 具有 本 题 所 指 集合 
Αι 的 性 质 : 其 每 一 元 素 均 在 一 相 异 代表 系 中 代表 之 。 

».15 设 集合 族 41:，4s,…，4, 有 相 异 代表 系 , 且 在 这 些 
集合 中 元 素 最 少 的 集合 有 t 个 成 员 。 证 明 ， 当 t>>n 时 ， 它 至 少 
有 tf 一 14)…(t 一 mn 十 1 个 相 蜡 代表 系 ; 当 i<n 时 , 它 至 少 有 而 个 
相 寞 代表 系 。 

证 ” 据 题 9.14， 可 设 对 Αι 中 每 一 元 素 Z， 都 有 以 ”代表 
Αι 的 相 腊 代表 系 : ο, ἶρ, ἴα, --., hh。 当然 ， 这样 的 zx 至 少 有 +# 
个 。 考 虑 集合 族 

4s— {2}, As— {wv}, *…, A,— {2} 
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记 为 4，42，…，4， 它 有 相 蜡 代表 系 (ὦ, ἴα, -.', ἴο 因此 ， 
又 据 题 9.14 可 设 对 4s 中 每 一 元 素 兴 ， 都 有 以 wz 代表 4s 的 相 
异 代表 系 : ο”, 有 加 to。 当然， 这 样 的 w 至 少 有 + 一 土 个 。 
如 此 讨论 下 去 ,可 以 看 出 , 当 4m ΒΗ, ΑἹ. -»', Α, 的 相 异 代表 系 
的 第 一 个 元 妹 至 少 有 上 种 选择 方式 ， ΕΛΑ 1 种 . 
选择 方式 , …, 第 个 元 素 至 省 有 #1 一 nn 十 1 种 选择 方式 ,， 即 至 少 
共有 相 异 代表 系 4f 一 12)…(t 一 mn 十 1) 个 。 当 <n 时 , 第 一 个 元 
素 仍 至 少 有 tt 种 选择 方式 , 第 二 个 元 素 仍 至 少 有 # 一 1 种 选择 方 
式 ,…， 而 第 个 元 素 至 少 有 一 种 选择 方式 。 据 题 9.14, 不 难 别 
Η, 第 i+1i 个, …, 第 名 个 元 素 均 至 少 有 一 种 选择 方式 (因为 可 
证 Απο, Αι, …，Aw-” 有 相 异 代表 系 , 这 里 (t 一 1) 表示 和 角 
Τμ 一 1 搬 )。 因 此 ,这 时 至 少 共 有 计 个 相 异 代表 系 。 

评注 ”本题 第 二 部 分 可 以 这 样 直观 地 分 析 ， 当 集合 族 4 
Αρ, …，4, 中 每 一 集合 均 为 1，2，3，… 的 一 个 急 段 ， 即 4;= 
[, 2 ΜΟΙ 机 1，2,…, τ), 而 具有 t 个 元 素 的 最 小 集合 全 
为 αν , Ὁ, ση, ὑΤ, 这 样 的 集合 至 多 ἑ 个 (否则 原 集 合 族 无 相 
异 代 表 系 ) 假定 这 样 的 集合 恰 t 个 , 例如 Αι, Αα, --», υ, ΒΒ 
ΛΣ ἐ 18Η ΞΕΡΕΙ ἐ! 个 相 异 代表 系 。 设 厂 , ἴα, ''', ἷν 
是 集合 族 Αι, 4., στι, «Αν 的 相 异 代表 系 ， 那 么 hii, τε, 4 均 非 
αι. 2,…, 好 中 成 员 。 因 此 ，A41, …, Α, 的 任 一 相 异 代表 系 刀 ， 
,连同 4, τε, ἵ 均 构 成 414，4，，…，4, 的 相 异 代表 
Ξε, 这 就 是 说 ，A41，49, …，4，, 至 少 有 个 相 异 代表 系 。 由 于 
上 述 讨论 中 对 41，43, …，4, 的 限定 ,使 得 它 在 具有 相 弄 代表 
ἘΣ ΠῚ ΠΗ 因此 ， 对 一 般 满 足 题 设 的 集合 族 41，4，， 

,也 至 少 有 刀 个 相 异 代表 系 。 

μη" 部 分 其 实 是 较 易 证 明 的 ， 谈 者 不 妨 对 方才 评注 

中 的 特殊 情况 , 目 行 作出 证 明 。 
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HaH 定理 有 许多 应 用 ， 以 下 的 问题 可 以 说 是 Hall 定理 应 
用 的 例子 。 

9.16 图 9.3 7 (阴影 部 分 表示 残缺 的 部 
分 )。 试 构造 一 集合 族 ,使 
得 该 集合 族 有 相 异 代表 系 
统 当 且 仅 当 棋 盘 有 一 多 米 
诺 骨 上牌 的 完全 窗 盖 。 找 出 
一 个 相 异 代表 系 和 和 对 应 的 
5“ 1δὲ ΤΙ ο 
η 解 ”如 图 ， 给 残缺 模 
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和 盘 的 黑白 方 格 分别 地 标 
“πο Ζ | ο ως τὰ Ἠϊα, 
| 9.8 ᾳ», '', 11ο 构 作 一 集合 
族 ， 使 得 αὶ 标记 α 的 方 格 与 4 相 邻 上 
Α1--{αι}, Αρ--{αι, ἄε}, As=— {0%1, ὅς, Ws} 
As= {02, αι}, Απ--{άα, ἄς, ἄρ}, Αρ-- {αι, ἄρ, ἅτ} 
Ατ--[ας, αν, As= {0s, αο], Αρ--{ατ, ὤφ, i0} 
Aio={g8, σι], «Αιι--{αιο] 
ΦΟΡΑΡΗΝΤΝΗΖΛΕΜΠΜ 4 ΕΕ πα, Άρα ΤΉ κε 
依次 


{1, αι}, {2, α., τν, {ll1, αι} (αιις 4) 
ΒΗ ΠΠ ΤΊ) Αι, τη, Αι 有 相 异 代表 系 αι, -'', ὤμιο 反之 , 则 必 
可 用 十 一 块 骨 牌 依次 覆盖 {1, αν, {2, σι), τν, 111, ἄμ, ΛΑ 
ΠΠ 38 πας κλάδο 
上 上 述 集 合 族 Αι. τ.., Αι 有 相 异 代表 系 . 
(ιν W3, ὧς, Ua, ἄρ, σα, ἄν, 6ο, ὤτ, W11, ὤ]ο 


相应 的 禾 盖 方式 如 图 所 示 ( 跨 格 的 模 线 表示 覆盖 这 两 个 方 格 的 
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一 块 多 米 诺 骨 牌 )。 

9.11 设 B 和 W 分别 表示 残缺 棋盘 黑 蝗 方 格 的 集合 ， 
黑 方 格 集合 的 每 一 个 子 集 4, W (4) 表 示 至 少 和 4 中 的 一 个 黑 
方 格 相 邻 的 白 方 格 集合 。 试 证 , 一 个 多 米 诺 骨牌 的 完全 覆盖 存 
在 , 当 目 仅 当 18 一 |WW|, 并且 IW(4) | 之 14|( 对 每 一 4CB)。 

证 ” 芳 有 完全 覆盖 ， 设 块 骨 牌 分 别 覆盖 {δι, ωὐ), ἴδ» 
002}, αλλ, {δι μας ΒΕ δι, δὲ, -»:, δ, 为 黑 方 格 标 记 ， 1, 10, 
…， 翼 为 月 方 格 标记 )。 显然 [B81|=|W|=n。 考虑 集合 族 - 
W (0629),，W (402))，-…,W (405,}), 它 有 相 异 代表 系 ωι, 2Wwa,，，…， 
wr， 因此 满足 Hall 条 件 , 对 任意 大 及 页 δ», --», ὃς, 

Γη (δι) πα δι)) ο η (αδι)) 1551 

即 对 任何 4 Η, ΤΗ (4) ΣΕ] Α [ο 

反之 ,在 j3|=| 卫 | Β ΠΡ(Α|551Α] (对 任 一 Ας Β) 条 
件 下 , 易 证 残缺 械 盘 有 完全 覆盖 , 读者 自行 完成 。 读 者 还 可 自行 
验证 , 题 9.15 中 的 残缺 棋盘 满足 |B| =|W| 且 |W(4)| 之 |4| 
(对 任 一 4EBD) 这 一 条 件 。 

3.18 1 τυχη 棋盘 中 , 和, % 都 是 奇数 。 黑 白 方 格 象 国际 
象棋 棋盘 那样 相间 放置 , 且 蝗 方 格 比 黑 方 格 多 一 块 。 证 明 :; 如 果 
恰 有 一 个 归 方 格 被 挖 去 ， 则 所 得 图 形 是 用 多 米 诺 骨牌 可 完全 徐 


ΤΕ ΠΗ͂. 

证 对 mm% 归 纳 。 

首先 我 们 注意 ,由 于 日 方 格 多 一 个 , 因此 存 奇 数 行 , 白 方 格 
全 在 奇数 列 上 。 


ηι--1 时 , 由 于 挖 去 了 第 奇数 个 白 方 格 ,因此 留 下 两 个 (或 一 
个 ) 偶 数 长 的 单行 矩形 残缺 棋盘 , 它们 无 疑 是 可 以 完全 覆盖 的 。 

设 mm < 中 一 时, 题 设 棋盘 是 可 用 多 米 诺 骨牌 完全 覆盖 的 。 
δή πι-- ο ---1 时 ,有 两 种 可 能 ， | 
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(1) 挖 掉 的 白 方 格 处 于 偶数 行 , 则 把 棋盘 划 成 如 图 9.4(a) 
所 示 的 四 部 分 。 中 @@ 两 部 分 据 归纳 假设 可 完全 覆盖 。 因 为 挖 
控 的 一 格 是 白 格 ( 偶 行 的 白 格 必 处 于 偶数 列 上 一 一 读者 思考 )， 
挖 擅 白 格 的 两 端 必 为 奇数 格 , 连同 上 行 或 下 行 的 一 格 , 加 @ 两 部 
分 也 可 完全 和 履 六 。 | 

(2) 控 掉 的 白 方 格 处 于 奇数 行 , 则 可 把 棋盘 分 成 两 部 分 : 一 
部 分 是 不 包含 挖 去 的 白 方 格 的 m' xm 棋盘 ，' 是 偶数 ,显然 可 
以 完全 和 窗 盖 ; 另 一 部 分 是 包含 控 去 的 白 方 格 的 πυ' κα, πο’ 
是 奇数 ，《 如 图 9.440) 所 示 ) 据 归 纳 假设 它 是 可 以 完全 覆盖 
的 。 

归纳 完成 , 命题 得 证 。 


(δ) 


9.4 (ΡΙΣΕΛΙΕ: ΙΙΙ 1) 


评注 ”本题 使 用 了 第 二 归纳 法 , 比 起 用 穷 举 法 (分 各 种 情况 
讨论 的 方法 ), 它 要 简捷 得 多 。 

9.19 在 mwxn 棋 盘 中 , m 和 和 中 至 少 有 一 为 偶数 。 黑白 
方 格 保 棋盘 那样 相间 放置 。 证 明 . 不 管 怎样 控 去 一 个 白 格 和 一 
个 黑 格 ,所 得 的 残缺 棋盘 总 是 用 多 米 诺 骨牌 可 完全 覆盖 的 。 

证 3Η 1.2]1ο 由 于 和 ,于 中 至 少 有 一 为 偶数 ， 我 们 总 
.可 象 题 T.31 之 图 上 .15 所 示 的 那样 作出 一 个 “迷宫 ”( 以 偶数 边 
为 底 边 ), 从 而 证 明 同 题 1.21。 
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图 9.5 


为 拓宽 思路 ,另外 给 出 证 法 如 下 。 

由 于 挖 去 的 两 方 格 是 一 黑 一 白 ， 因 此 或 者 它们 之 间 有 偶数 
列 奇数 行 , 或 者 它们 之 间 有 偶数 行 奇 数列 。 分 别 对 两 种 情况 进 
行 讨论 (分 别 在 图 9.5(w) (ὁ) 中 表 出 )。 

图 9.5(c) ΒΙΟ, 挖 两 方 格 后 的 残缺 棋盘 可 分 成 7 个 一 
边 为 偶数 的 矩形 , 它们 都 是 可 完全 覆盖 的 , 因此 整个 残缺 棋 盖 是 
可 完全 和 覆盖 的 。 

图 9.5(5) 所 示 情 况 ，4B ΤΙ ΑΡ’ 的 奇偶 性 是 相同 的 ( 央 它 
们 之 和 为 偶数 )。 如 ΑΒ, ΑΒ’ 同 偶 , 侧 可 类 似 于 (α) 情况 作出 
παπα, ΠΠ ΑΒ, ΑΒ’ 同 奇 (8 9.52) 所 示 ) 则 可 用 图 中 所 
示 的 矩形 来 分 割 残缺 棋盘 ,它们 都 有 一 边 是 偶数 ,因而 都 是 可 完 
全 覆盖 的 。 

评注 ”应 用 题 9.16 的 结论 证 明 题 9.17, 9.18, 即 证 明 |B| 
η 有 |W(4)| 宇 1|4| (对 每 一 ΑΒ), ΕΠΕΒΗ ΕΕ 95.15, 
9.19 的 残缺 槛 盘 中 ， 每 一 组 白 方 格 其 数目 总 不 多 于 它们 所 相 邻 
的 黑 方 格 的 数目 。 反之 ,每 一 组 黑 方 格 其 数目 也 总 不 多 于 它们 
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所 相 邻 的 白 方 格 的 数 , 从 而 断定 它们 可 用 多 米 诺 骨 牌 完全 覆盖 ， 
也 是 可 以 的 。 但 是 笔者 觉得 证 明 的 过 程 仍然 要 比 我 们 的 第 一 证 
明 来 得 繁琐 , 甚至 不 比 我 们 的 第 二 个 证 明 简 明 。 

9.90 构造 与 题 9.13 ἡι ΑΕΡΙΑ (Ε1 9.3) 有 关 的 二 部 图 ， 
确定 对 应 于 那里 求 出 的 完全 覆盖 的 匹配 。 

ΚΕ ”相应 的 二 部 图 如 图 9.6 所 示 ， 图 中 的 粗 直线 表示 对 应 
于 完全 覆盖 的 匹配 。 


图 9.6 


9.21 构造 对 应 于 图 9.7 中 二 部 图 的 集合 族 ， 确 定 含有 其 
中 四 个 集合 且 有 相 腊 代表 系 的 集合 族 。 
解 ” 对 应 于 图 9.7 中 偶 图 的 集合 族 . 
Αι--ία, ὃ, ο), As=1{0, ο, ἆ), Αρ-- {9}. 
As= {0, f}, Ας--ΐο, ΤΠ 
全 其 中 四 个 集合 且 有 相 旱 代表 系 的 集合 族 有 
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Ἶς _ ， 
θΌωκ ἊΝ 
Cc 
ἃς | 
od 
46 
. — Oe 
ο------- σσ. 
of 


1) Αι, 4. As。, Α, 
2) Αι, As, Αα, As 
8) Αι, Α., A,, As 
(注意 |4sU hsU 4s| 一 2<3, 集合 族 中 不 能 同时 有 Αα, Αν, Ας) 
9.22 考虑 图 9.8 中 的 偶 图 。 证 明 最 大 匹配 的 边 数 是 3。 
证 明 匹 配 Μ--{[α,, νι], [α;, να]} 不 能 扩大 为 由 3 条 边 组 成 
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的 一 个 忠 配 。 找 出 一 个 关于 匹配 型 的 交替 链 ， 并 用 它 去 修改 
Μ 以 得 出 3 条 边 的 一 个 匹配 。 

证 首先 , 偶 图 有 3 条 边 的 匹配 

{ [wz, 94], [ᾳᾳ, νο], [ῶα, νι]} 

其 次 ,由 于 αὐ, ας 都 只 与 νι 相 联结 ， 因 此 匹配 中 不 可 能 同时 含 
有 οα, οι 故 侦 图 最 大 匹配 的 边 数 是 3。 

匹配 M 不 能 扩大 为 边 数 为 3 的 匹配 是 显然 的 ,因为 cam 
只 柯 4i 相 联 结 , ΠΠ νι 已 在 中 出 现 。 

关于 者 的 奖 奉 链 如 图 9.9 作出 , 图 中 各 边 隐 去 ， 呈 标量 匹 
ΒΛ, 虚线 表示 交替 链 , 粗 直 线 表 示 修 改 Μ 得 出 的 3 条 过 的 匹 
Be ἡἷο, /ο], [ws, γα], [za3, yrj}, 


Dy (1) ᾽ 
( 进入 临界 状 太 


αι 99 回 济 求 出 交替 链 ) 

9.23 证 明 ， 二 部 图 《< 卫 ，，Y》 的 最 大 匹配 的 边 数 等 于 
最 小 覆盖 集 的 结 点 数 。 

证 ” 设 wx 是 最 大 匹配 边 数 , B 是 最 小 覆盖 集结 点 数 , 我 们 需 
要 证 明 α-- βο | 

先 证 vc< 6。 设 性 是 最 大 匹配 , S 是 最 小 覆盖 集 。 由 于 Μ 
中 的 边 无 相交 者 ， 而 每 条 边 至 少 有 一 个 端点 属于 S， 根 据 铝 龟 
原理 ,wa< βο 
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再 证 α.βο [Επ κ--{1, 2, ''', 中， 构造 集合 族 Αι, 4。， 
Ὕ.., Αν [8 4 一 也 (ὁ, υγ ΕΥ (ὁ-- 1, 2, .'', ")ο Μ 中 的 边 数 ， 
就 是 4:，4s，…，4。 中 有 相 蜡 代表 系 的 集合 的 最 多 个 数 。 因 
此 ,根据 提要 9-3， 有 一 整数 和 和 训 ， δ», ---, 入 的 某 一 选取 ,1 志 
δι-κόυ--..«(ὀντη, “53 

α--|4Αμἰ) Αι). 0 δν] --π--ᾖ 

3 T= AU A, UU Αι} {ὄμμα 0239， “**, dn} 这 里 
{ri era ὑπ] --.Χ--{ὠι, ὐῃ, “Dy, 它 有 9% 一 & 个 元 素 , 所 
以 | 了 | =a。 现 证 明了 是 覆盖 集 。 设 (w, y) ΕΒ, τα, 9) 的 
δα ἴδια, ὄμμα, "'', 2 中 , Πχ: ΕΤ πο 7Ξ (%, 四) 一 
ΤΕ δεν, Φμᾳα, """, ὅπ! 中 ， 则 一定 在 {1, θα, "τη, ὃν} 1Η, 
ἜΒΗ ΒΕ αὐ 4,U…U 4; 中 ， 于 是 (c, ) {πὲ ΤΚ 
πο ΒΛ 1 是 覆 痪 集 。 由 于 8 是 最 小 覆盖 集 ， 故 B= |18| 
< | 了 | =a。 本 命题 证 毕 。 

评注 回忆 题 9.4 的 评注 ,本 题 的 关键 又 是 构造 满足 Πα} 
条 件 的 集合 族 。 本 题 的 另 一 个 困难 是 覆盖 集 工 的 构造 。 构造 
常 可 用 来 证 上 明 “ 和 存在 性 ”"， 这 里 用 以 证 明 最 小 履 盖 集 基数 至 多 是 
α, 因为 存在 基数 是 a 的 覆盖 集 。 

9. 设 4 为 一 零 么 矩阵 ( 即 各 分 量 为 0，1 的 矩阵 , 也 称 
(0, 矩阵 )。 证 明 ， 4 中 能 包含 所 有 1 的 行 和 列 的 数目 的 最 小 
值 , 等 于 抹 去 一 些 1 使 得 没有 两 个 1 在 同一 行 .同一 列 后 余下 的 
1 的 数目 的 最 大 值 ， 

证 为 了 弄 浓 题 意 , 我 们 先 看 一 个 例子 。 

0 1 1 0 
ο 1 0 1 
4 = 

ο 0 ο 1 
0 011 
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它 的 能 包含 所 有 1 的 行 和 列 数 自 的 最 小 值 是 3 (后 三 列 含 所 有 
1) 。 它 在 抹 去 一 些 1， 而 使 得 没有 两 个 1 在 同一 行 同一 列 后 ,最 
多 余下 3 个 1( 见 4) 


0010 
0100 
Α'-- 
ο 00:1 
ο ο ο ο 


现 设 4 为 一 mxn(0, 1) 矩阵 ,对 ΑΜΕΙΒΕΗὯΧ, ΒΕ, 了 > 
(如 图 9.10, 仍 以 上 述 4 为 例 ); 

Χα, 2 ο, τοὶ, Y={1, 2, ην} 

(ὁ, } ΕΗ Ο ΕΙ} 有 边 相 联结 ) 当 且 仅 当 --- 那么 ,能 
包含 所 有 1 的 行 和 列 的 最 小 数目 就 等 于 二 部 图 的 最 小 履 盖 集 的 
结 点 数 ; 而 适当 抹 去 若干 1 后 余下 的 没有 两 个 同行 .没有 两 个 同 
列 的 1 的 数目 的 则 等 于 二 部 图 的 最 大 匹配 的 边 数 。 据 内 容 提 要 

9-6 之 3, 最 大 匹配 的 边 
” ，” 数 等 于 最 小 覆盖 集 的 结 

点 数 ， 因 此 命题 得 证 。 


| 评注 ”机 异 代表 条 
SO 3 ”存在 定理 (Hall 定理 ) 


1¢ 


和 二 部 图 有 关 性 质 的 应 
用 的 一 个 关键 点， 是 如 
( 实 @@ 点 集 为 最 小 材 盖 集 ， 粗 直线 为 最 大 匹配 ， 。” 何 把 问题 转化 为 集合 族 
Βι 9.10 和 二 部 图 的 表述 形式 。 
本 题 是 (0, 1) ΡΕ, 用 二 部 图 来 换 述 是 相当 目 然 的 。 这 里 又 一 
次 用 到 模式 化 归 的 解 题 方 法 。 

9.25 设 开 是 二 部 图 的 一 个 匹配 ,总 是 η ΗΝ 

的 集合 。 证 明 下 述 命题 是 等 价 的 。 
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(1) ΚΉΓΕΝΜΊΒΘΒΏΜΗΙΜΊ!»ΙΜ|6. 

(11) 5 为 二 部 图 的 覆盖 集 。 

(iii) 没有 长 为 1 的 关于 及 的 交替 链 (参见 内 容 提 要 9-6 
之 3)。 ! 

证 ()-»60 

ΓΒ (14 Μ) 的 两 个 端点 全 不 在 六 中 ， 则 型 U{ 为 
一 匹配 , ΕΜ, ΚΕΙ ΜΙ» |Μ|, ΒΟ) ἠ 136. 

(11) (11) 

ἜΒΗ 1 Μ 的 交替 链 {中 ， 那 么 {0 的 两 个 端点 
者 不 是 Η 中 边 的 端点 , 它们 不 在 S 中 , 与 (ii) δ 是 覆盖 集 冲 突 。 

(iii)=> (i) 

Η ΜΜ, |Μ’»Μ, Μπ ΙΕεΜ’ ΗΙΦΜο πμ 
Μ 为 匹配 ， 故 7 的 两 端点 全 不 是 Μ 中 边 的 端点 , 因此 1 是 一 边 
长 为 工 的 关于 于 的 交替 链 , ΠΩ) 冲突 。 

9.26 Ἡ «Χο, Κο, Το 为 二 部 图 。 假定 有 一 正 整 数 Ρ, 
使 得 Χο 中 每 一 结 点 至 少 联接 卫 条 边 ， 而 了 6 中 每 一 结 点 至 多 
ΕΕ ΓΑ, ΕΠΗ 1Xoj 和 | 7o|。 

证 二 部 图 边 数 | 如 | 显然 满足 

Ρις | 五 | [Εις [Το «5 
故 |Χο|-Ρ-|Υο|-Ρ, ΒΙ | Χο] |Το]ο 

9.27 ἸΣΟΧ, Ε, 了 > 为 二 部 图 , {63 Χ 8 Εν: ΠΠ 
了 含有 个 结 点 。 假 定 有 一 正 整 数 了 使 得 节 的 每 一 结 点 至 少 
联 缚 了 条 边 ,， 而 了 的 每 一 结 点 至 多 联结 了 条 边 。 证 明 二 部 图 
有 m 条 边 的 匹配 , 它 是 一 个 最 大 匹配 。 从 而 证 明 二 部 图 的 覆盖 
集 都 不 少 了 mm 个 结 点 。 

证 ” 据 题 9.26, πυςπς 

ἜΒΗ Χος- ᾱ, ὃ (Χο) Χο 中 结 点 相交 的 边 的 
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και, α!κικο!»|Χο|:Ρ, ΣΙ Χο]. 


为 一 方面 , 了 中 每 一 结 扩 至 多 联接 了 条 边 , 因此 与 Β(Χο) 
中 边 相 联接 的 了 的 顶点 集 Y。 中 的 项 点数 |Υοἱ 满足 


ο. ο |X 


据 内 容 提要 9-6 之 4, 该 二 部 图 有 完全 匹配 ， 即 含 πι 条 边 的 四 
配 , 它 是 最 大 匹配 , 因为 m<m。 义 据 内 容 提 要 9-6 之 2， 最 小 履 
得 集 有 和 个 结 点 ， 因 而 该 二 部 图 所 有 履 盖 集 都 圣 少 有 mm 个 结 
Κο 
93. 必 ”在 一 次 聚会 中 有 % 个 男孩 和 %%r 个 女孩 。 假定 有 一 个 
σε 了 ,使 得 每 一 男孩 恰好 与 卫 个 女孩 相识 , 而 每 一 女孩 恰 
好 与 人 个 男 护 相识 。 证 明 ， 男 孩 女 孩 能 够 配对 起 狂 , 使 得 每 一 
对 舞伴 是 互相 认识 的 。 
证 攻守 为 名 个 男 护 的 集合 ， 了 为 mn 个 女孩 的 集合 。 
立 二 部 图 (Χ, 8, Υ), (ο, ψγ)ΕΒία, Y 有 边 联 结 )， 当 且 仅 当 
2 与 9 互相 认识 。 据 题 9.27, 该 二 部 图 有 一 完全 的 匹配 。 这 就 
古 谨 , 男 核 和 和 女 护 能 配对 起 舞 , 使 每 一 对 舞伴 互相 认识 。 
评注 题 1.37 也 可 用 本 题 的 方法 , 只 需 几 句 话 便 说 得 一 清 
二 楚 , 但 那 时 我 们 疯 无 相 异 代表 系 和 二 部 图 匹配 的 概念 , 只 好 借 
助 于 直觉 来 论证 。 
9.29 找 出 在 集合 族 Αι, 4», ''', Αιο 中 有 相 异 代表 系 的 
集合 的 最 大 数目 。 
Ai={1, 8, 10, 18], As= {δ, 8) 
As= {2, 8, 4, 141, 12}; As={10, 18) 
A;={1, 5, 8}; Ae={1, 4, 5, 7, 11} 
Ar={8, 18]; As={5, 6, 10, 18} 
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ἄρ--{5, 8, 10, 13}; Aio={1, δ, 8, 10, 13} 
κ ”本 题 用 内 容 提要 9-3 之 2 来 次 未 必 方 便 。 还 可 建立 
二 部 图 , 用 内 容 提 要 9-6 之 3 提供 的 算法 求 出 最 大 匹配 
建立 二 部 图 《XX,，B, Χ», Χ--1, 2, 8, --:, 18}, 41} (ὁ 
与 y》 有 边 相 连 ) 当 且 仅 当 了 E 4。 显然 ， 它 的 最 大 匹配 恰好 给 出 
Αι, Α», ''', Αια 中 若干 个 (最 多 个 数 ) 集合 的 相 异 代表 系 。 
因此 最 大 匹配 中 边 数 即 为 所 求 。 | 
细节 留 给 读者 , 答案 是 8。 算法 的 跟踪 可 人 参阅 题 9.31。 
9.890 某 公 司 有 7 个 职位 空缺 p:，Ppa，…，2r。 现 有 10 个 
ΗΊΗ σι, W323, '"'"', W100 适合 于 σι 的 职位 分 别 列 于 集合 4 中 
(一 1 2, -…, 10), 
Ai=1{p1, Pps, 06}: As= {pa, ps, pr} 
As = {ps, pa}; As= {D1, ps} 
As = {pe, pr}; Αρ-- {ρε} 
Ατ{ρ., 41: As— {ρι, pa} 
Αρτ {21}; Aio= {Ρε} 
试 确 定 可 由 合适 申请 者 填补 的 职位 最 多 儿 个 。 
解 ” 建 立 二 部 图 < 下 , 召 , 了 >, 使 全 一 {0}, 了 = 
{Ρι, Φου, '', Ῥτ!,3 ΗΑ 1ὸ-10, 1-}-Τ. 
(αι, ϱ)) Ε.Ε (αι 与 Ds 有 边 相 连 ) 当 且 仅 当 2rE 4,; 此 二 部 图 
的 最 大 匹配 的 边 数 即 为 所 求 。 
细节 仍 留 给 读者 。 管 案 是 7。 
评注 9.29，9.30 两 题 都 可 用 内 容 提 要 9-3 之 2， 计算 
ΓΑ AiU…U Αμ] Π-υ--Ὦ) 最 小 值 的 方法 来 解 。 它 们 分 别 有 
| A1U Αοἱ) AsU AsU Απ U 4101] Αιρ) 十 (10 一 六 --8 
| 4.1) 401) AsU 4οἱ} 4ιο|--(10--0) --ἵ 


图 9.11 
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9.51 运用 内 容 提要 9-3 之 3 的 算法 ， 求 下 列 二 部 图 的 最 
大 匹配 。( 见 图 9.11 和 图 9.12) 

ον 1. a 实 线 表示 匹配 。) 

Δε 15, ἣν ΛΙ--{ίω», ψα], [zs, Ya], [ws, Ψε], [ῶα, Ψα], 
[-τ, Jy。 用 标记 σι 与 wa， 再 用 (ot) 标记 ys 后 即 进入 非 临 
界 状态 。 因 此 ,可 以 断定 原 匹 配 Μ 就 是 最 大 匹配 。 

2 . 先 确定 匹配 Ἠ --{[ωι, ψι], [σο, ναὶ, [vs, να], [zs ya]}。 
用 (*) 标 记 ws，(ws) 标记 ya,，…，(wa) 标记 ye 后 进入 临界 状态 ， 
得 到 关于 Μ 的 交替 链 { [Ωο, ο), [ῶ., Ψ2], [ω., γα], 去 掉 其 中 
边 [wa, να], (1 Μ 中 )， 得 到 一 个 新 的 匹配 Μ' --{[ῶι, νι], 


5 39 (ας) 


ο (άν) 


ο ο νι 
ΚΙΗΛΜ’ 


2 Ὁ 
Να DY (xs) δ δ 18 σι 
(ere -- 求 出 M2 
7 Ἂ 
να 
Ἀ 


(--- «πμ; 一 /取消 的 匹配 边 ) 
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[ws, 49], [σα, ψο], [ωι, νε], [αυ, ya]}， 它 有 五 条 边 。 对 Μ’ τς 
复 上 述 过 程 , 可 作出 Μ 及 最 大 匹配 以 "(如 图 9.19). 
有 一 tt νι], ἶσα, 4941, [zs, 5], [ws, τὶ, 
[ῶσ, ψα], [ze, 49], [wr, ψ.}} 

9.83 设 Αι, 49, ..', Α. Ἡ--8ΕΘ]Κ, τι, Τα, “'', Το ΙΕ 
系数 .证 明 : 存在 集合 族 Ρι, Βα, τ.., Βν, 对 ?4 一 二 2, »'', %, Βις. 
4,, 1B,| = 并 且 对 一 切 ὃ, jj) ΒιΏ B;= 8, 当 且 仅 当 对 每 
-----1, 2, 9 和 对 各, 如, .'', ὑχ ΙΣΤ ΦΕΝΙ (1 κ δι«ὐος..» 
«ὑμπτ), κ1Β 

Αμ) ΑΙ) ΑΙ) Αν | 世人 十 和 十 十 加 (1) 
说 明 为 什么 Hall 和 定理 是 本 命题 的 特殊 情况 。 

证 先 证 命题 ， 符 合 题 意 的 集合 族 B1，Bs,…, B, 存在 , ἡ 
且 仅 当 集 合 族 

Αι, Απ, “5; Αα, Αα, 49, ως. Α., ” Αν, Αν, ΠΣ; Αν (2) 

πα τ. Της η 
有 相 异 代表 系 。 

右 Βι, Β2, ''', Βι 存在, 则 可 取 

ὅιι, ὅια, "'", ὄιει, ὅρι, δου, »'', 
b2y,, ..., b,, ὄρα, .., Dre, 
为 集合 族 (2) 的 相 异 代表 系 ( 其 by€ Βις- 4,)。 

有 反之 , 右 集 合 族 (2) 有 相 异 代表 系 , 记 为 

ἄτι, ια, ""', ἄτι, πι, Ωρ», ""', Gorsy ""', μα, (9, ”"", ἄν, 
那么 令 Bi;= {qu, 6:98, σον, ο, (%=1, 2, μα πλ, 显然 PIC A,, 
[DB ος 为 6#j 时 BN Β,-- ο 

现 证 ， 集 合 族 (2) 有 相 异 代表 系 ， 当 且 仅 当 对 每 一 X=1， 
2 和 的 任 一 选取 (ας δν ὐρσ εν «δμκπ) 有 
(了 D 式 , 即 
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[Ai U A UU Αη tr 二 二 
充分 性 。 欲 证 集合 族 (2) 有 相 蜡 代表 系 , 只 须 证 对 任意 1= 
1, 2, τη, (11 Γρ ΓΑ ΕΥ) Ἠ] ἠι, 3, ---, ΛΙΠ- ον (i 专访 
< 和 < ντι (Ts 十 … 十 7) 有 
ΙΑ} A;U-.…U 4: 35ἱ 
考虑 ἀμ, Αμ, …，4;,, 它们 取 自 集合 族 (*), 其 中 若干 应 同 
为 4z 忆 一 1 2, τν, 中， 不 妨 设 它们 是 
Αι, -Άχι, -'', Αμ, Αμ, Αι, *…, -Αχα, »'' 


Απ Αχ,, ΩΝ Αι 
人 


7 


4 


#4 


tm 
其 中 居 十 2 十 … 十 如 = < 和 0 一 1 2, τε, mn)。 因 而 
| 4;,U 4) ...Ὁ 4, -- | Αχ. U “** U Αι) Δι, 
Ὁ) ::ὉΑμι)-:«Ὁ Αν, UU A | 
Ξ»γ μα ΓΤ, ΟΕΕ) 
ει -ἰ-ἔο1-».'-}- τί 
必要 性 。 欲 证 对 每 一 8&=1 2, οτε, ειλὐι, δα, τή, ὀχ ΠΠ 
一 选取 (1--ὸι--ὐρ-... «δκκτ) 有 
ΙΑ) Αι) τι) A | 7 
议 集 合 族 \2) ΛΗΛ ΣΑ, 那么 由 Hall 条件 
| AaU 4.0) ο A,| 
一 aU A UA UU A U-.. 4) 4. | 
7 ri, rin 
η η στ Γι 
至 此 命题 证 明 完 成 。 
评注 “本 命题 在 全 =9 一 … 一 入 一 上 时 便 是 Hall 定理 ， 从 
这 一 反 上 次 Ἠ 11 定理 是 它 的 特例 。 但 是 本 命题 又 可 由 Hall 定 
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理 推出 , 因此 它们 是 互相 等 价 的 命题 。 

本 题 证 明 的 技巧 是 值得 玩味 的 。 | 

. 55 设 4 Αα, .'', 41 Βι, Βα, -'', Β, 这 两 个 集合 
族 是 集合 5 的 两 个 划分 。 证 明 有 1, 2, την 的 一 个 置换 μι, 1. 
…，Jn 使 得 

AiNB; 4D, Α1ΠΒ. πῶ), …, ΑΒ 
当 上 且 仅 当 对 于 每 一 = 二 ,2,…., τ. ΒΘ Δι, Α,, --:, Α, 中 
的 任何 6 个 集合 不 包含 在 集合 族 Bj，Bs,，…，B, 中 的 一 1 个 
集合 的 并 中 。 

证 ΜΕ-ΒΗΙΧ, Ε, Υ», Χ--{Αι, ἀν, …， As} 了 一 
{B1, δ., τε, DB ABB;(A; 与 B; 有 边 相 连 ) 51 ΗΠ Α.ῃ 8! 
Oo | 

必要 性 ” 反 设 有 6 个 集合 4,，4;,,…，A4; 包含 在 Βικ) Βα 
Ότο κ, 之 中 。 由 于 δι, 8ο, »»:, Ἐκ 是 8 的 划分 , 因此 4. 
45，… Αἱ ΠΤ δι 均 不 交 。 车 用 (Χο) 表示 与 Χ 的 子 
1Ε Χο 中 结 扩 相 联 接 的 了 中 的 结 点 集合 , 那么 : 

[BU{As, Αμ, *…, Αι) | <E—1i<|{A,, A,, ''', «Αι 
因此 该 偶 图 没有 和 完全 匹配 ( 据 内 容 提要 9-6 之 4) 这 与 有 1，2,， 
ελλ, nn 的 置换 了 ,Yj A 站 BB ,Aa 站 Bi, …, ΑΒ), πα 
人 矛盾， 命题 的 必要 性 证 认 。 

充分 性 “ 设 集合 族 4:，4。，…，4,。 中 没有 并 个 集合 包含 在 
集合 族 Ρι, Βα, ''', Βι 中 的 & 一 上 个 集合 的 并 中 。 于 是 ,对 任何 
太一 [2 RW 和 名， δν, στη, nn) 的 任 一 
选取 ，A4;,，A4%,，…，4s 全 少 写 Bl1，B2,…，B， 中 的 6 个 集合 有 
ἌΣ, ΒΝ 

IE({A.,, Αἱ, --», Αι Ὁ) ο, 
据 内 容 提要 9-6 2 4, 倡 图 有 完全 匹配 
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{[4ι, ΒΛ], [As, ΒΑ], »'', [A,, Βι}} 

故 命题 的 充分 性 得 证 。 

评注 “ 当 题 中 两 集合 族 不 是 & 划分 时 ， 命 题 不 能 成 立 ， 如 
Α--------4.-----[Βι-------[Β,, 。 

9.54 ( 续 题 9.33) 假定 有 正 整 数 φ, 使 得 对 于 i=1, 2,…， 
% 有 | Αι] --ρ, | Bi;| 一 p。 证 明 存 在 1,，2,…, nw 的 置换 访 , ὃν στ, 
和 ,使 得 | 

ΑΠ Β.Π, ΑΠ BOG,*……, ΑΠ. Bj; 

证 ”由 于 41,…，4; 中 任意 % 个 集合 都 怡 含有 pb 个 元 素 
(ΒΒ Αι, …，4, 是 S 的 划分 )， 不 可 能 包含 在 Bl，…，B, 中 的 
一 1 集合 的 并 中 ， 因 为 后 者 只 有 2. (% 一 1) 个 元 素 。 4888 9.98 
结论 ， 存 在 1,2,…, nn 的 置换 广 各，…， 加 使 A414 站 Bi 天 0， 
ΑΠ Ρε, ..., ΑΠ Β; πε(θο 

5.95 τς 4 δι κ} ἘΠΕ 


1 2 9 ... γη, 
πι -1 γην -|- 9 m 十 3 ‘2m 
Αι 2m+1 2m 二 2 2m 二 3 3m 


(一 二 十 (σ-Τ)ην153 (σ--Ί1)}ην!-8 ο. rm 
而 ?Xm 钴 阵 如 虽 仍 以 1，2,…, 7?m 为 其 rm 个 分 量 ， 但 它们 
不 规则 地 处 在 各 个 位 置 上 。 证 明 , 存在 一 个 矩阵 五 的 列 变换 , 使 
得 4, 鼠 和 矩阵 的 各 对 应 的 列 至 少 有 一 公共 元 素 。 

证 矩阵 和 区 m 列 41,…，4 是 集合 二, 2, τν, Απ] 的 
一 个 划分 , Ἠ 4; 均 有 ?7 个 元 素 。 31 Β ἠποδὴ Βι, Ba…， Bn 
也 是 集合 {1, 2,…, τηυ} 的 一 个 划分 ， 诸 Βι 也 均 有 7 个 元 素 。 
据 题 9.3， 有 1,23,…, m 的 一 个 置换 方 , jp,，…, jm， 使 Α1ῃ 
ΒΟ, ''', «ΑΠ Bim 下。 这 就 是 说 ,适当 地 变换 B 中 各 列 的 
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位 置 ,可 使 4, ΒΆΡΗ ἩΒΕΡἩ-Λ3ΕΧι3ξο 

评注 “这 里 又 一 次 使 用 了 模式 化 归 的 方法 ， 使 问题 转化 为 
我 们 已 经 讨论 过 的 一 般 模 式 。 我 们 已 经 说 过 , 矩阵 问题 委 与 相 
异 代 表 系 问题 相关 , 因为 , 正如 本 题 所 体现 的 那样 , 矩阵 可 以 看 
和 作 一 个 集合 ( 行 或 列 ) 的 族 。 

9.35 设 匡 是 有 限 群 G 的 子 群 。 证 明 , 存在 正 整数 m 及 
元 素 21，%2,，"…， σπα, 使 得 

GG= HzU Hz U Hz = HUzH UU H 

πες ΗΠΑ, 而 且 互 的 全 体 左 、 右 陪 集 各 构成 G 
的 划分 ， 划 分 的 每 一 块 均 愉 有 | 五 | 个 元 素 ， 划 分 的 块 数 均 为 
[(α!/|Π| ( 记 为 m)。 因 此， 可 设 G 有 划分 {Παι, Ησα, ".., 
ση) 和 {yyH, yaH,…, ymH}, 有 

G= HriU HraU:U Hon=yB UysHU:L… UynH 
这 里 | Hzw|=|IyH|=|IHIU<i, j<m).。 

据 题 9.34, 适当 变换 γι, νο, στ. ym 的 足 码 ,可 使 Hz 站 yH 
BC(<o<m)。 ὕξεις σι Η, ΕΛΣ 3Η πι, Πσι-- 
Hw, %H =yH (Li<i<m)。 因 此 

G= HyiU HgsU:-.U Hy, =%H U zaH U .Uz,H 

评注 “有 关 的 代数 知识 可 从 任何 一 本 近世 代数 教科 书 和 一 
些 离散 数学 教科 书 中 找到 。 

*9.87 设 4=(gy) AL 和 2 jm) 为 一 nxn 非 负 实 矩阵 , Β. 
各 行 各 列 的 分 量 之 和 均 为 6， 即 


> (1-1, 2, σ΄“, τν) 
ε- 1 
νάμ--ῦ (ὁ ---1, 2, μα. πι) 
1-1 


证 明 . 存在 非 负 实数 ή, Wa, """, Us ΤΙ nxXn Ἡ ΠΒ Ρι, Ps,, ΝΣ 
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了 ,使 得 Α αἱ Pi 十 wsPs 十 … 十 ww 

证 大 4 中 有 一 行 (或 一 列 ) 全 为 零 , Π ΑΕΕ ( 因 4 
各 行 各 列 分 量 之 和 均 相 等 )， 此 时 命题 显然 成 立 〈 取 ωι---'.--υ, 
一 0)。 因此 可 设 4 各 行 各 列 至 少 有 一 个 非 零 元 素 。 对 4 中 非 
零 元 系 的 个 数 记 归纳 。 由 于 mm 关 mw 以 mn 为 归纳 基础 。 

1. m 一 n 时 ，4 中 各 行 各 列 都 恰 有 一 个 元 宗 ， 并 且 都 是 风 
因此 有 置换 矩阵 卫 , 使 

Α--ὐΡ 

2, 当 m>n 时， 设 对 一 切 非 零 分 量 少 于 m 个 的 矩阵 命题 

Re 
一 4j|Qy 天 0} (ὁ--1, 2, ''., πο), 即 5ι 113 1 1118332 

..-..- 我 们 断定 集合 族 ss，…，s% 满足 
Hall 条 件 , 因为 不 然 的 话 , 必 有 6 个 s$ 使 |ssUssU…Us|<<%, 
Ββ 5, δω, ο, Si 至 多 只 含有 8 一 工 个 标记 , [ΗΠΠ35 δι, 38 ba，…， 
第 多 行 这 太行 上 非 零 分 量 至 多 分 布 在 & 一 上 列 上 。 它们 按 行 相 
加 得 到 和 邓 ， 而 按 列 相 加 则 得 不 大 于 (一 1 的 和 ， 引 起 矛盾 。 
既然 1, …， 5 满足 Hall 条 件 ， 那 么 ss，ss，…，sns ΠΛΗΡΗ 
系 ， 设 为 广 , 知 …, 加 它 显然 是 1, 2,，…, n 的 一 个 置换 。 
另外 ， 据 si 的 定义 我 们 知道 @, 了 0， 二 1, 2,…, π)λο 作 置 
换 矩 阵 Γι (Oi), 其 中 Os 一 1, Ου 5-0 (11919), 8 υι--πιϊπ(αιῃ, 
ἄρῃ, ，Qnjs)o。 置 41 一 4 一 wwP1， 显 然 41 中 少 了 一 个 非 零 分 
量 ， 对 Αι 可 用 归纳 假设 , 设 A1=wsPs 十 waPs 十 … 十 uP Ἀπ 
A=uwPit waPat + us Poo 

评注 ”置换 矩阵 是 每 行 每 列 恰 有 一 个 分 量 为 1 的 (0,1) 方 阵 。 

9.38 设 9=<X, ΒΚ, > 是 一 个 图 ， χ 为 可 数 无 穷 集 ， Β. 
ἩΒ--αΕΧ, Ἡ(α) (一 {y1y 与 4。 有 边 相 联结 }) 是 有 穷 集 。 证 
ΜΗ, G 有 完全 匹配 (X 所 有 元 素 为 匹配 边 的 端点 )， 当 且 仅 当 对 
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88-- ΑΞ Χ, Ἔ 
|5(Α) | 55 [4] 
(Κ(Α) --{ν! 1564, 1% 与 x 有 边 相 联结 }) 
证 ”必要 性 是 显然 的 , 以 下 证 充分 性 。 设 革 ={w1,， σα, σα, 


ηλ απ ωχ, Χα--αι, αα), -»', Χιπίωι, Da, V0 
考虑 侦 图 全 的 子 图 一 (XY;，,， Υλί--1, 2, ..}ο 内 于 
ΙΡ(ΧΙ) ΙΧ, ὯΝ ΙΠ(ΧΩ|5|.Χι|, 5 故 诸 σι 均 有 完全 


匹配 。 在 这 可 数 无 穷 多 个 匹配 中 ，wi 无 数 次 与 了 中 元 率 相 联 
Ἡ, ΗΚ({αι}) 有 穷 , 故 7 必定 无 数 次 与 了 中 某 一 元 素 , 不 妨 
设 为 γι, 相 联 结 。 1Ε σι 与 负 相 联结 的 无 穷 多 个 匹配 中 ， 考 虞 
ο», [Π 38 za 必定 无 数 次 与 了 中 某 一 元 素 , 不 妨 设 为 yal(Yya wy1) , 
相 联 结 。 再 在 za 与 ya 相 联 结 的 无 穷 多 个 匹配 中 , 考虑 ws…。 如 
此 等 等 。 这 样 我 们 更 作出 了 一 个 完全 匹配 {[wi, yj]，[wa, νεὶ, 
ε.α 41, Το 

评注 ”本题 使 用 一 个 考虑 无 穷 集 合 问题 的 常用 原理 ， 无 穷 
多 个 元 素 分 放 在 有 穷 多 个 集合 里 ， 至 少 有 一 个 集合 中 含有 无 穷 
多 个 元 束 。 这 一 原理 应 用 广泛 ， Ηλ. 
Ramsey 定理 。 

"9.39 设 < 了 ,如 , 了 > 是 无 限 偶 图 (Χ, Υ 为 无 穷 集 )，M 
是 它 的 一 个 匹配 。 无 限 链 是 指 不 同 结 点 的 无 穷 序列 , 使 相 邻 结 
反 间 有 边 相 联结 。 关 于 妈 的 无 限 交替 链 7 是 指 一 无 限 链 2, 使 其 
第 一 三 .五 … 条 边 不 在 Ἠ 中 ,而 第 二 、 四 、 六 、…: 条 边 在 Μ 中 ， 
并 县 7 的 第 一 个 结 点 不 与 用 的 任何 边 相 交 。 (注意 ，? 是 无 穷 
序列 , 它 无 终点 ) 证 明 ， 如 果 存 在 匹配 λέ. 使 让 的 每 个 结 所 导 
Mi {ῇ--ἸΠΊΒ3Σ («Χ, 1, Υ͂» 的 完全 匹配 )， 并 且 存 在 匹配 
使 了 的 每 个 结 点 与 Ms 的 一 边 相 交 ， 那 么 存在 一 个 匹配 Μ, 使 
得 Η 恰好 联结 芝 和 了 的 所 有 结 点 。 
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证 图 9.14 中 实 线 表 示 Μο 的 边 , 虚线 表示 Λι 的 边 , Ἢ ΚΗ 
直线 表示 交替 链 。 


Χο ᾽ 


图 9.14 


设 Χο ΣΕΠ ΜΙΤ ||--ΜΙΛΗΠΕΗΗ 于 中 结 ` 点 的 集合 
车 Χο-- ὅ, 则 取 用 = 有 ;命题 得 证 。 车 Χο ὦ, 对 每 一 +E x 
作 关 于 ΜΗ: 的 交替 链 。 由 于 ΣΧ, 了 中 所 有 结 点 都 与 匹配 边 相 交 
(或 与 Μι 的 边 ,或 与 Ms。 的 边 ), 这 一 交替 链 为 一 无 穷 交 替 链 ,无 
穷 条 边 属于 Μι, 无 穷 条 边 属 于 Ma。 此 外 , ΧΙΙ ος Χο, 作 
出 的 不 同 交 替 链 之 间 没 有 公共 的 结 点 。 现 在 在 所 有 这 样 的 交 夫 
链 中 删 去 Ms 的 边 ,各 得 到 一 距 配 ,这些 匹 配 的 并 连同 不 在 那些 
交替 链 中 的 Was 的 边 仍 为 一 匹配 , 记 为 对。 现 证 M 中 的 边 联 结 
了 所 有 了 节 中 和 了 中 的 结 点 。 

首先 , 显然 Χο 中 结 点 都 是 Μ 中 边 的 端点 ; 而 Χ-- Χο 中 结 
点 由 于 全 部 是 Μ. 中 边 的 端点 , 因此 它们 或 者 仍 为 Ms。 中 边 的 端 
点 ， 或 者 成 为 交 蔡 链 中 Μι 的 边 的 端点 。 总 之 , Χ 中 结 点 全 为 
M 之 端点 。 
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另 一 方面 , 由 于 了 中 结 点 全 部 是 Μο 的 端点 ,现在 它们 或 者 
仍 为 Was 的 端点 , 或 者 成 了 交替 链 中 Μι 的 边 的 端点 〈 原 来 与 之 
相交 的 ΜΑ 的 边 被 删 掉 , 代 之 以 交替 链 中 Μι 的 边 与 之 相交 ) 。 因 
此 , Υ 中 所 有 结 点 是 ΔΙ 中 边 的 端点 。 

. 上 述 型 即 为 一 恰好 联络 Χ, Υ 的 所 有 结 点 的 匹配 。 

评注 ”利用 集合 论 的 一 个 基本 事实 , 本 命题 可 立即 证 得 . 

由 于 Μι 的 存在 , 可知 |Χ| «||; 由 于 Was 的 存在 ,可知 
IY1<1 肝 |。 据 集合 基数 基本 性 质 , ΠΤΙ ΧΙΙ, ΠΧ 
与 了 上 之 间 有 一 十 对 应 , 这 一 对 应 便 是 所 求 的 匹配 。 本 题 的 证 
有 明 思 路 便 是 从 上 述 基 本 性 质 的 著名 论证 中 获取 的 。 集 合 的 这 一 
基本 性质 可 在 集合 论 或 离散 数学 教科 书 中 找到 。 

9.40 试 举 一 例 说 明 , 存在 一 残缺 的 无 限 棋盘 (棋盘 四 边 无 

限 伸展 ， 黑 电 方 格 相间 


ΜΓ), 它 可 用 多 米 诺 骨 
2 牌 互 不 交 拱 地 覆盖 住 全 
2 了 了 | 部 的 白 方 格 ， 却 不 可 能 
ΠΝ 用 多 米 诺 骨 牌 覆盖 住 全 
{22 部 的 黑 方 格 。 
||| | 解 ” 残 缺 无 限 棋盘 


如 图 9.15 所 示 , 它 显然 

(用 影 类 示 疹 方 格 ， x 表示 残缺 方 格 ) 可 用 多 米 诺 上 骨牌 互 不 交 

图 9.15 搭 地 才 盖 住 全 部 和 白 方 

格 ， 但 至 少 有 一 个 黑 方 格 ， 它 不 可 能 用 多 米 诺 骨 牌 来 履 
πο 


评注 “ 纵 观 整 章 的 问题 ， 大 致 可 以 说 是 两 类 ， 第 一 类 是 对 
Hall 定理 .二 部 图 完全 匹配 存在 充 要 条 件 的 直接 应 用 。 这 类 问 
题 的 解法 ， 往 往 是 从 问题 中 提取 有 关 定理 中 所 需要 的 概念 和 性 
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δι, ᾱ “4” 定理， 可 以 说 是 模式 化 妇 的 方法 。 第 二 类 是 有 次 
Hall 定理 中 Hall 条 件 、 二 部 图 匹配 的 进一步 讨论 。 这 类 问题 
的 求解 不 仅 要 求 正 确 理解 有 关 概 念 和 定理 ， 还 要 对 它们 的 起 观 
背景 有 一 定 的 认识 。 至 于 这 类 问题 的 解法 , 很 难 一 概 而 论 , 但 有 
一 点 是 可 以 肯定 的 , 归纳 法 在 这 里 大 有 用 武之 地 。 
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第 十 章 组 合 设计 


内 容 提要 


组 合 设计 是 组 合 学 中 内 容 非常 广泛 的 一 个 分 支 ， 其 中 心 内 
容 是 使 用 组 合 论 的 方法 构造 % 个 事物 的 某 种 排列 ， 使 之 满足 特 
定 的 性 质 。 通 常 解 这 类 问题 是 非常 困难 的 。 但 经 过 人 们 长 期 研 
究 , 在 某 些 方面 ,诸如 魔方 , 拉丁 方 和 区 组 设计 等 方面 , 已 获得 了 
较 完 满 的 结果 。 并 在 实验 设计 、 编 码 技术 等 方面 获得 了 应 用 。 本 
章 仅 就 这 三 方面 作 一 些 基本 概念 和 构造 法 介绍 。 特 别 是 区 组 设 
计 ,我 们 只 介绍 其 中 两 个 有 名 系统 一 Steiner 系统 和 Kirkman 
系统 , μι ΤΉΝ, 不 作 过 多 的 展开 。 

10- 魔方 

1、 魔 方 和 魔 和 

用 人 ?个 整数 1 2, -.., 地 构造 一 个 %xn 数 组 ( 即 矩 阵 ), 使 
得 数组 的 每 行 元 素 之 和 ,每 列 元 素 之 和 .每 条 对 角 线 元 素 之 和 部 
等 于 s, 则 称 该 数组 为 阶 魔方 , 称 s 为 魔 和 。 

一 般 说 来 , n 阶 魔方 是 不 唯一 的 。 但 是 任何 ΡΑΣ, ΒΕ 
和 s 一 计 %n( 忆 十 了 总 是 常数 。 

2. 构造 方法 

业已 证 明 除 二 阶 魔方 不 存在 外 , 对 任何 w> 工 都 可 以 构造 一 
个 nn 阶 魔方 。 但 构造 方法 大 都 很 复杂 ， 也 不 唯一 。 下 边 介绍 的 
一 个 较 阐 便 方法 是 十 七 世纪 由 Loubere 发 现 的 ， 可 惜 它 仅 对 坷 
数 阶 魔方 有 效 。 他 是 依次 把 整数 1, 3, …, mw 写 在 mxm 数 组 的 
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n2 个 位 置 上 。 基 本 方法 是 : 先 在 顶 行 ( 即 第 一 行 ) 中 间 写 上 1] 在 
填写 一 个 整数 之 后 ， 下 一 个 整数 就 填写 到 其 右上 角 位 置 上 。 当 
右上 角 的 位 置 不 存在 或 已 填写 过 数 时 , 按 下 述 规则 修改 。 

(1) 当 达 到 项 行 时 , ΑΕΤΟ τι 行 ) 接 在 顶 行 之 上 。 

(1) 当 达 到 最 右 列 时 , 认为 最 左 列 接 在 最 右 列 之 右 。 

(11) 当 欲 填 位 置 上 已 被 占用 或 达到 项 行 最 右 列 时 , 下 一 个 
数 填 在 它 前 一 个 数 的 下 边 。 

10-% 有 限 域 和 有 限 几 何 

有 了 有限 域 和 有 限 几 何不 是 组 合 数 学 的 组 成 部 分 。 但 出 于 构造 
n 阶 正 交 拉杆 方 ， 要 涉及 这 两 个 领域 的 一 些 符 号 、 定 义 和 结 论 ， 
所 以 我 们 要 路 作 说 明 。 

1. 有 限 域 的 常用 符号 及 重要 结论 | 

1) 2 表示 定义 在 {0, 1, 2, τε, n 一 1}(% 是 质数 "上 的 模 . 
加 法 和 模 τι 乘法 所 组 成 的 域 。 

2) 了 [2 表示 系 数 在 域 了 中 的 以 ZZ 为 变 元 的 多 项 式 集合 

3) degf (2) 表示 多 项 式 f(2) 的 次 数 。 特别 地 ,了 (2) ---ο-- 
(ο 是 常数 ), deg f (2) --0, (2) --0, 则 定义 degf(2) = 一 co。 

4) FF[Z;nj 是 [Z| 的 子 集 , 它 表 示 了 [2 中 所 有 次 数 小 于 
n 的 多 项 式 集合 。 

5) 定义 10.1 若 f( 恕 是 了 [如 中 的 一 个 nw 次 多 项 式 ， 它 
不 能 分 解 成 两 个 非常 数 多 项 式 , 则 称 它 为 既 约 多 项 式 。 

6) 定理 10.1 设 f(2) 是 n 次 既 约 多 项 式 ， 在 F[2，; κ 
定义 模 卫 (2) 加 法 和 模 了 (2) 乘 法 ， 则 了 F[2Z， 中 构成 一 个 域 。 
是 域 Ρ 的 扩 域 。 

7) 定理 10.2 如 果 耳 是 有 限 域 ,那么 存在 一 个 质数 Dp 种 
一 个 正 整 数 %, 使 得 |F| 一 2 反之 对 每 一 个 质数 2? 和 正 整 数 
存在 一 个 域 , 具有 人 个 元 素 。 
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2， 有 限 几何 

1) ἘΧΊΟ.; 设 五 是 一 个 域 ， 称 偶 对 (mw |), α, ψΕΡ, 
为 点 。 称 1 一 {(2, ) |(α, υ) δὲ ου Γάψ-- ἐ--θ, 6,d,eEFP 且 c,d 
不 同时 为 0 为 直线 、 记 所 有 点 构成 的 集合 为 乡 所 有 直线 构成 
的 集合 为 艺 。 如 采 终 中 的 点 和 -2 中 的 直线 满足 以 下 性 质 . 

Αἱ; 两 点 确定 唯一 的 一 条 直线 ; 

Α.. 过 直线 外 一 点 能 且 仅 能 作 一 条 平行 线 ; 

4as， 和 存在 4 个 点 ,其 中 没有 任何 3 个 点 是 共 线 的 。 
那么 , 则 称 乡 和 和 组 成 了 一 个 仿 射 平面 , 记 作 4P(F)。 

2) 定理 10.3 车 了 是 一 个 具有 个 元 素 的 有 限 域 ， 则 仿 
射 平面 4P(F) 满 足下 列 性 质 . 

(1) 乡 中 有 人 个 所。 

《这 ) 分 中 及 二 n 条 直线 。 

(11) 每 条 直线 过 ?个 点 。 

(iv) 每 个 点 上 有 "二 1 条 直线 。 

3) 平行 类 。 设 直线 的 一 般 形式 为 

2 十 0y 十 6 一 0 
则 .4 中 清二 条 直线 可 分 成 十 工 类 ， 

(1) ΕΗ, 大 一 般 形 式 中 必 =0， 由 于 e0， 方 程 可 化 成 
w% 一 bb 的 形式 。 其 中 可取 也 中 寿 一 个 元 素 。 所 以 这 类 直线 共 
% 条 。 

(4) 水 平 类 (斜率 为 零 类 ), 车 一 般 形 式 中 ,0c 一 0, 方程 可 化 
成 y=%# 的 形式 。 类 似 地 , 这 类 直线 有 nn 条 。 

(iii) 非 零 斜率 类 , 190, a0, 则 方程 可 化 成 y=mw 十 h 
(μα) 的 形式 。( 其 中 四 关 0) 显 然 斜率 为 το 的 直线 有 条 ( 因 
h 有 %% 种 选择 )。 因 此 共有 mn 一 1 个 非 零 斜 率 类 ,每 类 中 有 nn 条 
直线 。 


. 三 有 2 和。 


105 拉丁 方 

1. 定义 

定义 10.8 Πδ--ίαι, α», -.', 0r} 构 造 一 个 nxn 数 组 ,使 
得 S 的 每 个 元 素 在 数组 的 每 一 行 和 每 一 列 上 都 出 现 ， 则 该 数组 
叫做 一 个 τε 阶 拉丁 方 。 

为 叙述 方便 , 通常 取 S={1, 2, …, n}。 

定义 10.4 两 个 %% 阶 拉杆 方 4= (gjy)，B= (bi) 称 作 是 正 
交 的 , 如 采 并 置 组 数 4 和 恕 形成 一 个 新 数组 CO = (οι), 6i; = (αι, 
δ), κ ὑ--1,2,».., mn 和 和 j 了 一 1，2,…, τ. ΗΟ ΗΠ ΘΕΟ) 
全 不 相同 。 

2. 7% 阶 正 交 拉丁 方 的 构造 和 重要 结论 

以 下 陈述 中 的 2 都 表示 质数 ,t 表示 正 整 数 ,不 再 声明 。 

1) n= 一 p(n 之 3) 时 的 构造 法 。 

a) 代数 方法 。 蕴 含 在 以 下 定理 中 。 

定理 10.4 /εγ' πε“ 3ὰ ΡΕ, αὲ Ε 的 元 素 是 oo=0, αι, 
02,“…，0n_1 一 二 。 构 造 数 组 - 119, "τν, «μα 如下; 

一 《CH 
ὁ, 10, 1, 2. ... n—1 
k=1, 2, -.,α--1 

那 末 μι, 43, την, να 是 两 两 正 交 的 % 一 1 个 % 阶 正 交 拉 丁 方 
(证 明 见 题 10.24) 。 

Ὁ) 有 限 几 何 法 。 | 

作 2 个 元 素 的 域 δ, 构造 仿 射 平面 4P(F), 取 m 一 1 个 非 
等 笠 率 类 .yy 一 mw 十 hbCmi 天 0 是 常数 ，% 是 变 元 ,$=1, 32, - 
n 一 1)。 下 面具 体 说 明 如 何 根 据 这 些 非 零 斜 率 类 ， 作 出 mn 一 1 个 
拉杆 方 Γι, Ια, τηε, 上 Li, 使 这 mn 一 1 个 拉丁 方 是 两 两 正 交 的 ,( 正 
交 性 的 证 明 见 题 10.20) 
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设 [7 ---{αρθθ, αι, ἄρ, --", ἂν απ 1), ΕΤΗ 18 µε} 1 
愉 了 上 。 两 坐标 轴 的 刻度 依次 为 ao 01,…, 0m-1， 其 中 oo 在 原 
点 。 作 邑 条 垂直 类 直线 和 到 条 水 平 类 直线 ， 它 们 在 平面 上 产生 
个 交点 。 这 些 交 点 形成 一 个 方 阵 ， 它 对 应 于 一 个 nxXmn 数组 ， 
每 一 交点 对 应 于 一 个 数组 元 素 。 

我 们 把 非 零 斜率 类 yy = 一 202 二 中 的 m 条 直线 ， 按 照 及 的 不 
同 选取 依次 编号 为 1, 2, …, n。 第 纪 条 直线 与 每 条 水 平 线 相交 
于 一 点 , 有 "个 交点 , 分 布 在 m 行 上 。 第 之 条 直线 与 每 条 垂直 线 
相交 于 一 点 ， 有 %* 个 交点 , 分布 在 %w 列 上 。 但 第 条 直线 只 售 % 
个 点 , 所 以 , 它 与 焉 直线 相交 的 % 个 点 就 是 与 水 平 线 相交 的 % 个 
点 。 因 此 这 % 个 点 分 布 在 每 一 行 和 每 一 列 上 。 我 们 记 这 些 点 对 
应 的 数组 元 素 的 值 为 让 遍历 1, 2，-… πο 因为 这 mm 条 直 
线 属于 一 个 平行 类 , 因此 , 每 条 水 平 线 或 垂直 线 与 之 相交 不 会 有 
重 迭 交点 , 因此 所 标记 的 数组 元 素 不 会 重 迭 。 这 样 , 就 正好 得 出 
一 个 拉丁 方 上 i。 

2) n 一 pr*p2'…pr (Pr 之 3) 时 的 构造 法 。 

这 个 构造 法 蕴含 在 以 下 定理 中 。 

定理 10.5 车 已 有 一 对 πι 阶 正 交 拉丁 方 和 一 对 ns 阶 正 交 
拉丁 方 ， 则 可 构造 一 对 %=n*ns 阶 的 正 交 拉杆 方 。( 证 明 及 构 
造 方法 见 题 10.28) 

显然 , 先 应 用 定理 10.5 到 2 2, 再 应 用 它 到 (2 22 108, 
如 此 以 往 £ 一 1 次 , 即 可 构造 出 一 对 % 阶 正 交 拉丁 方 。 

9) 没有 2 阶 和 6 阶 正 交 拉丁 方 (所 以 ,上述 要 限制 0328, 
即 不 能 有 一 个 ρ 2), 除 此 以 外 ,所 有 正 整 数 %， 都 存在 一 对 正 
交 n 阶 拉丁 方 。 

10-4 Steiner 系统 及 Kirkman 系统 

1. 问题 的 提出 
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1850 年 , R. Τ. Ῥ. Kirkman 提出 以 下 数学 游戏 : 一 位 女 教 
师 带 她 班 上 的 15 个 文学 生 散 步 。 她 把 她 们 排 成 五 行 ， 每 行 三 
人 ， 准 备 以 这 种 队 形 连续 散步 七 天 。 但 为 了 大 家 能 普遍 交谈 , 18 
天 都 重新 编队 , 使 得 已 在 同一 行 中 的 任何 两 人 ,今后 不 再 排 在 辣 
一 行 中 。 试 问 这 样 的 计划 可 能 吗 ? 车 可 能 , 应 怎样 编队 呢 ? 

此 类 问题 常 称 之 为 上 Kirkman 女生 问题 。 

2. 一 般 形式 的 数学 抽象 

定义 10.5 设 有 %? 个 元 素 的 集合 及 ={a1, 4s,…, αὐ), ΒΝ 
Χ 的 元 紊 组 成 6 个 二 重组 ,构成 三 重组 集 S, 即 

δ'--{(αῃ, αι, αφ), (Gn, ἄρ, ἄμ), **} 

使 得 . 

(Ὁ 于 的 任何 一 对 元 素 (@:，6@w) 恰 出 现在 5 的 一 个 三 重组 
中 

(2) 把 8 的 个 三 重组 划分 成 “二 ~ ρα 
每 个 元 素 恰 在 每 个 子 集 的 某 个 三 重组 中 出 现 一 次 。 

满足 条 件 ( 的 三 重组 集合 S， 称 之 为 ! 阶 St3iner 三 重组 
系统 , 简称 2 ΜΙ Steiner 系统 。 | 

满足 条 件 (1) 和 (2) 的 三 重组 系统 称 之 为 阶 Kirkman 系 
统 。 | 
(4) ο μὲ Steiner 系统 存在 的 充 要 条 件 是 2 一 6n 十 1 或 v= 
6n 二 + 33。 
(Ὁ) ο 阶 KKirkman 系统 存在 的 充 要 条 件 是 v=6n-+3。 " 


题解 及 评注 
10.1 用 Loubere 方法 分 别 构造 一 个 7 阶 和 9 阶 魔方 。 它 
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们 的 魔 和 是 多 少 ? 
解 7 阶 魔方 的 魔 和 是 7x50/2=175。9 阶 魔方 的 魔 和 是 
9x 82/23 二 369。 构 造 的 7 阶 麻 方 和 9 阶 魔 方 如 下 : 
-30 39 48 1 10 19 28 


38 47 7 9 186 27 29 
46 6 8 17 26 35 37 


10.2 验证 不 存在 2 阶 魔方 。 
解 ” 假 定 其 存在 , 其 形式 为 


α ὃ 
σα 
因此 有 α-- ὅ --ᾱ--ο, 于 是 推出 3 一 o, 这 是 一 个 矛盾 ， 
10.9 证 明 任何 一 个 3 阶 魔方 ,数字 5 必 处 在 中 间 位 置 上 。 
由 此 推出 性 有 8 种 3 ΡΕ Το 
解 3 阶 魔方 的 魔 和 是 巧 。 假 定 一 个 8 阶 魔方 是 
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α ὁ ο 
[ 6 1 
ς h k 


那么 有 
5 十 6 十 8 一 15 | (1). 
0 十 6 十 C 一 15 (2) 
ἆ--ο-- [- 15 (9) 
α--ἀἆ--ᾳ-15 (4) 
十 了 十 天 一 15 (5) 
(Ὁ -- 2) (9) -- (4) 一 (65) 得 
3e 一 15 
所 以 ο-- ὃ 


因为 ο--δ, 必 有 有 ot k=0+h=c+g=40+f=10, 即 与 ο 同 
行 、 同 列 、 同 对 角 线 上 的 一 对 数 必 为 (1, 9), Θ, 8)，(3， 7)， 
(4, ϐ) ο 


车 4 一 9, 则 应 有 
b+c=d+g=6 (6) 


但 满足 (6) 式 的 8, ο, ὦ, 9 不 存在 ,所 以 gw 到 9。 
同 理 ,c 关 9, 99, 有关 9。 即 9 不 能 排 在 四 角 上 。 
若 5 二 9, 则 及 =1, 魔方 有 以 下 形式 ， 


α 9 ο 
σα 1 ᾖἆ 


于 是 ,4,6 必然 取 2,4 或 4,2, ϱ, ὁ 必然 取 6, ὃ εξ 5,6, ὦ, 了 必然 


取 7,3 或 3,7。 得 出 
2 9 4 4 9 2 
ΠΗ 
6 1 8 8 1 ϐ 
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这 就 是 说 2 一 9 时 恰 有 两 种 形式 的 魔方 .类 似 地 ,= 9j=9 和 /= 

9 时 也 都 恰 有 了 两 种 形式 的 魔方 。 于 是 恰 有 8 种 形式 的 3 阶 魔方 。 
评注 这 8 个 不 同 的 3 阶 魔方 , 实际 上 可 由 上 述 一 种 形式 ， 

通过 若干 次 交换 第 一 列 与 第 三 列 ,或 把 方 阵 旋转 905 得 到 。 
10.4 能 用 下 面 不 完全 方 阵 填 成 一 个 4 阶 魔 方 吗 ? 


2 3 
4 


解 答案 是 否定 的 。 因 为 魔 和 为 34, 车 可 填 成 4 阶 魔方 . 


2 3 αυ 
4 7 ο + 
α ye 关 Δε 
ὁ 5 - - 


则 wy 一 29, a+ 0-28. αν κ 中 的 大 者 应 满足 >| 2 |--1δι 


α, 5 中 的 大 者 应 > ο -14。 而 4&，0，w，V 委 16。 Έα, ψὶ 
可 选 16, 13 或 15, 14, 


απο, 18 16, 19, 则 gw, 5 不 能 选 16, 12, 也 不 能 选 13, 15, 
当然 不 能 选 14, 14。 因 此 w, y 不 能 这 样 选 。 
现 设 z, y 选 16, 14 那么 gw ὁ 可 选 16, 12。 但 5 不 能 选 作 
16, 因为 大 yy 一 14( 或 15), 则 p+g=4( 或 3), 而 2, 3, 4 已 填 入 
位 置 ,不 可 能 再 选 。 于 是 只 有 下 述 两 种 形式 ; 
2 3 15 14- 3 14 "η 


4 ο ᾳ + ' 4 7 ο + 
1 wp x κ | | 6 ο κ * | 
[19 5 κ κ 
(DD ο αι 
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对 于 (1)， 村 知 Pp 十 gq 一 34 一 12 一 144=8， 则 p, 7 可 选 1 Τι 
苦力 二 1， 则 7 十 8=34 一 3 一 41=30, 不 可 能 。 若 = 则 ?十 1 一 
34~1 一 4 一 29, 也 不 可 能 。 

对 于 (ID) ,可 知 p+g 一 34 一 12 一 15 一 ?7， 则 p, 9 可 选 1 6。 
类 似 的 论证 , 也 可 否定 这 种 情况 ， 

再 无 其 它 可 能 的 情况 , 于 是 证 得 前 边 的 结论 。 

10.5 构造 一 个 4 阶 魔方 。 

解 4 生 阶 魔方 之 魔 和 是 84. Π[ΡΙ Βξ πὰ 

15 10 3 6] 
4[5 16] 9 
1411. 9! 7 
1 8 18 αἱ 

这 个 4 阶 魔方 具有 非常 “好 ”的 性 质 . 

(1) 四 角 上 数 之 和 为 34，(15+6+1+12=34) 

(2) 任何 相 邻 两 行 两 列 所 组 成 的 2 阶 子 方 阵 中 的 4 个 数 之 
和 为 34。 例 如 ， 

5 16]. 
[μα 


(5) 任 一 个 三 阶 子 方 阵 的 四 角 上 数 之 和 为 34。 例 如 ， 
4 5 16 
14 11 2 
1 8 18 


(4) 任 一 个 等 腰 梯 形 子 阵列 的 四 角 数 字 之 和 为 84。 例 如 ， 


LN 
[DA - 
1 


(6) 任何 主 、 副 对 角 线 上 4 个 数 之 和 为 34。( 如 图 10.1) 


图 10.1 


(6) 行列 可 以 任意 平移 , 构成 新 的 魔方 。 即 可 反复 地 把 第 
工行 移 到 第 4 行 的 下 边 , 第 1 列 移 到 第 4 列 的 右边 。 因 为 行 、 列 
都 有 4 种 移 法 ， 所 以 共 可 得 到 16 种 不 同 的 魔方 (包括 原来 的 一 
个 )。 


评注 具有 上 述 6 种 性 质 的 4 阶 魔方 还 有 : 


15 10 5 4 14411 5 4 
6 3 16 9 7 2 16 9 
12 18 2 7 12 18 3 6 
1 8 11 14 L1 8 10 15 


没有 上 述 对 称 性 质 的 4 阶 族 方 个 数 更 多 ， 因 而 要 计算 m 阶 魔方 
的 个 数 非常 困难 。 弃 以 , 通常 只 考虑 构造 ,而 不 考虑 “计数 ”。 

除 4 阶 魔 方 具有 上 述 儿 种 对 称 性 质 之 外 ， 其 余 的 5 阶 、7 
阶 、8 阶 等 族 方 也 都 具有 自己 的 特殊 性 质 。 

10.6 构造 一 个 6 阶 魔方 。 

解 


"32ο 


28 4 3 31 35 105 
36 18 41 24 li 1 
τ 23 12 17 22 30 
8 13 26 19 16 29 
5 20 15 14 25 32 
27 83354 6 2 9 
10.7 证 明 把 一 个 阶 魔方 中 的 每 一 个 整数 & 换 作 宫 十 
1--ᾱ, 仍 可 得 到 一 个 τι 阶 魔方 。 
WE 设 αι, ορ, ---, ον 是 该 魔方 中 的 某 一 行 (或 列 ， 或 对 角 
线 ) 上 的 % 个 数 , 则 有 


> m=n (n+1) /2 
于 是 Dnt+1—a) 一 n(nm2 十 二) -- δα. mn(m +1) /2 
=1 t=1 


这 说 明 仍 是 一 个 τ 阶 魔方 。 

10.8 一 匹 马 从 8x8 国际 象棋 盘 上 任 一 格 开始 连续 地 跳 ， 
使 棋盘 上 每 一 格 都 恰 走 到 一 次 ， 最 后 回 到 原来 位 置 上 。 马 所 走 
的 这 种 路 线 称 之 为 马 步 图 。 若 在 起 点 格 上 圭 寺 每 跳 一 格 , 就 把 
于 一 个 自然 数 填 入 此 格 。 这 样 把 工 到 64 3Η ΜΗ 64 个 格 于 
中 。 试 问 这 样 标示 的 马 步 图 能 否 形 成 一 个 8 阶 魔方 ? 

解 ” 构 造 一 个 马 步 图 是 较 容易 的 , 上 且 不 止 一 种 方法 , 也 不 止 
一 种 结果 。 而 且 一 旦 得 到 一 个 马 步 图 , 因为 它 是 一 条 封闭 曲线 ， 
可 任 选 一 格 作 为 起 点 。 但 是 构造 一 个 马 步 魔 方 是 极其 困难 的。 
经 过 大 量 地 研究 ， 有 人 才 给 出 一 个 近似 的 马 步 魔方 ( 如 下 页 )。 
并 叹息 “就 能 证 明 此 题 有 解 或 无 解 ? 恐 无 其 人 也 ! 

这 个 马 步 图 的 每 行 每 列 上 8 个 数 之 和 都 等 于 厅 和 260。 但 
主 对 角 线 上 8 个 数 之 和 是 256， 次 对 角 线 上 8 个 数 之 和 是 264. 
都 与 魔 和 相差 4。 
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68 26 37 84 11 8 59 933 
38 96 62 25 60 28 10 了 
109 存在 一 个 2 阶 ( 有 2 圈 格 子 ) 的 魔 六 边 形 蚂 ? 即 排 列 
数 1，2,…, 7 在 下 边 的 六 边 形 数组 的 各 格子 中 , 使 得 所 有 9 11” 
上 的 数 ( 个 数 不 等 ) 之 和 都 相同 , 这 可 能 吗 ? 见 图 10.2。 
解 回答 是 否定 的 。 因 为 若 存在 魔 六 边 形 ， 设 其 忠和 为 s。 
则 在 三 个 水 平行 上 有 : 


所 以 8 一 一 一 
它 不 是 一 个 整数 。 


图 10.2 图 10.8 
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评注 还 可 以 如 下 证 明 。 ΓΈ, ΠΜΙΠΕΙ 10.3 所 示 ， 有 
0 二 jz 二 8 和 46 十 y=s, 立即 得 到 w=wy。 这 是 一 个 矛盾 。 

10.10 上 题 的 继续 。 若 在 上 题 的 魔 六 边 形 的 外 侧 再 加 上 
一 圈 ， 构 成 一 个 3 阶 的 麻 六 边 形 。 如 图 10.4 所 示 ， 问 能 把 数 
1, 2, …，19 填 入 其 中 的 每 一 格子 ， 使 所 有 的 15 行 上 数字 之 和 
都 相等 吗 ? 还 存在 着 其 它 阶 的 魔 六 边 形 吗 ? 


图 10.4 


解 ”答案 是 肯定 的 。 其 结构 如 图 10.5 所 示 。 设 魔 和 为 8 
Β ὅν-- Σ6, 所 以 s=38。 

经 研究 发 现 , 除 了 只 有 一 个 格子 的 一 阶 情况 外 , 只 能 构造 8 
βῆ Βὲ;ς 2172, 而 且 8 阶 魔 六 边 形 也 只 有 图 10.5 所 未 的 一 种 形式 
《不 考虑 对 称 旋 转 的 情况 )。 ” 
首先 说 明 第 一 个 结论 。 设 n 表示 围绕 中 心 格 的 图 数 ， 即 阶 
数 产 1。 于 是 n=0 时， 只 有 一 个 格子 。%n=1 时 ， 有 7 个 格子 。 
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% 一 2 时， 有 19 个 格子 …… 由 魔 六 边 形 的 结构 不 难 发 现 , 每 向 外 
扩张 一 圈 ， 新 增加 的 格子 数 比 原 来 的 外 圈 上 的 格子 数 多 6。 所 
以 ,nm 十 4 阶 族 六 边 形 的 格子 总 数 m 是 
m= 二 1 十 6 十 2X6 二 3X 6 十-… 十 6% 

一 十 6( 王 十 2 十 3 十 … 十 匈 ) 

一 3n*? 十 3n 十 1 
1,2, »'',πυχηι κ” 

Σό-Σ ην (την -- 1 = 二 (3m 十 3n 二 1) (8n2+ n+ 9 

而 mn 十 1 阶 魔 六 边 形 共 有 2m 十 1 个 “水 平行 "(从 每 向 外 扩张 一 图 
增加 两 个 "水 平行 的 事实 得 出 ), 因此 , ΒΕΤΟ ΜΗΝ κε 


(2n+1) 8— (9η)  8η-- 1) (3n2 二 30 十 2) 


ο 必定 是 个 整数 ,所 以 有 
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(2n+1) ἃ (3na 十 3n 十 1) (ϑηδ-- 3n+2) 


也 就 有 (2-1) | (392 二 30 十 十 (302 十 82 十 2) 


因为 3op2 -3p 十 于 一 (20 二 1) (αν 1-1) 十 9 
3m2 二 3n 十 2= (2n 十 1) (7 十 二 γα" 1 
να] (2n+1) |n2 (m+1) 
但 地 与 2% 二 1 互 质 [ 注 ], 因 而 有 
(2n+1)| (m+1) 
于 是 
(2n 二 1) 14(w? 十 1) (车 4 可 整除 5, 当然 a 可 整除 40) 
而 4(m+1) = (2n+1) (Qn—1) 十 5 
于 是 (2n+1)|5 


这 是 具有 mn 十 1 阶 魔 六 边 形 的 必要 条 件 。 满 足 这 个 条 件 的 
只 有 9%=0 和 m=2。 这 就 说 明了 第 一 个 结论 。 

现 说 明 第 2 个 结论 。 只 须 把 1 到 19 这 419 个 数 反 复 重 排 ， 
逐一 检查 。 但 无 须 作 191 次 重 排 。 例 如，1 和 2 决 不 能 排 在 外 
图 的 角 上 ，19 也 决 不 能 放 在 中 心 位 置 ……, 经 过 类 似 地 分 析 , 排 
除 掉 大 量 的 禁止 排列 ,有 人 发 现 上 只 有 70 种 可 能 的 情况 。 再 将 这 
70 种 情况 逐一 检查 ，( 工 作 量 也 很 大 ， 可 用 计算 机 来 完成 ) 发 现 
只 有 图 10.5 所 示 的 一 种 结构 。 | 

10.11 试 分 别 构造 一 个 5 阶 和 6 阶 的 拉丁 方 。 并 对 任何 
%, 找 出 构造 一 个 % 阶 拉杆 方 的 一 般 万 法 。 

解 ” 下 边 是 一 个 5 阶 拉丁 方 和 一 个 6 阶 拉丁 方 。 

[ 注 ] 证 明 (2n 十 1) 与 πὸ 互 质 , 可 用 反 证 法 。 若 ᾱ] (911), 4n2, 且 4>1， 


1! αἱ (2π--1)(΄π--1), di4n2, 
于 是 ᾱ | ἁπᾶ-- (2}ι-1-1) (25.--1) --]ς 1Χ3ὲ-- 7118356 


| 2 3 4 5 
5 1 2 3 4 
| 4 5 1 2 3 
3 4 5 1 2 
2 3 4 5 1) 
ΓΙ 2 83 4 5 6 
6 1 2 3 4 5 
5 6 1 2 3 4 
4 5 6 1 2 3 
3 4 5 6 1 2 
2 3 4 5 6 1. 
一 个 % 阶 拉丁 方 可 以 是 
τα. 2 3 . . ϱ 7 
πι 1 2 n—1 
nl1] πα 1 2 nC—2 
2 9 4 γι 1. 
10.13 在 Zi 中 计算 
(a) 一 3; (Ὦ) --11. (ο) 19-17: 
(ὦ 5-12 (ο) 8η (Ὁ τπτ 
(α) 8 δ. (1) 7x6; (1) ΟΧ12: 
() 577: (κ) 2/9. (1)1/8, 


解 (α) 一 3 即 3 的 加 法 道 元 。 因 为 3+16 一 19==0， 所 以 
-8--16, 
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(d) ὃ-- ιδ-- --9--10. 

(9) 3 表示 3 Η2εΙλ1άσοο 因为 3x13=1, 所 以 37 =13， 

(Ὁ 因 7x1i=1, 所 以 =11。 若 心算 算 不 出 11, ἩΓΗ͂ 
哆 儿 里 得 算法 求 出 ; 

(ο) ϑχδ--15. 

(8) 7x6=42=44. (Ὁ 5x12=60=3, 

(9) DB/7=Dx7 =DX11=D5=17, 

(κ) 2/9:- 2χ9 Ξ2χ17--54--15. 

(1) 1/8=1x8 71=8 1=12, 

评注 ”严格 地 说 我 们 不 能 写成 3 十 16=19,7x6~42 等 。 因 
为 这 里 的 十 ，X 运算 是 指 在 Ζιο--{0, 1, 2, …，18} 中 模 19 的 
加 法 和 乘法 。 而 19, 和 2 不 是 Ζιο 中 的 元 素 。 但 是 为 了 易 懂 起 
8, 我 们 在 这 里 稍微 马虎 一 点 ， 认 为 是 先 作 一 般 加 法 和 乘法 , 然 
后 再 把 结果 值 对 19 取 模 。 以 下 几 题 , 也 作 类 似 地 处 理 。 

10.18 设 了 =R( 实 数 域 )。 并 设 2Z2 二 2Z+2 是 有 R[2Z]j 中 的 
多 项 式 。 证 明 2 十 Z+2 在 BRB[2] 中 是 既 约 的 。 并 在 具有 通常 
的 多 项 式 加 法 和 乘法 模 和 十 Z 十 2 的 域 [2; 21 中 , 算出， 

(a) (2Z+3) x (ZC—1); (b) 235 

(0) (278) (ὦ 657 

(ο) (34 十 2)/(2G3 十 3) 。 

解 ”因为 方程 芭 十 4 十 2 一 0 在 实数 域 中 无 根 ， 所 以 25η- 
2-2 Ἐξ Βα 4442 7|41ο 

(a) (2Z+3) x (GZ 一 --32531-2--8 

--2(7" 7-2) --2--ἵ 
一 一 人 4 一 ( (8 Ζ᾽-2--2) 
(Ὁ) 25----2--9 


«4385 


(ο) 因为 


2»--ἆ-ἑ2-(-1-2-1) 2-59) + -- 


4 
ο (7. 2 αρ οσα) 97 
帮 有 ”1 一 (2? 十 2 二 2) 一 一 (地 2 一 子 )(22+3) 


| oy av 4 ο .. 
所 以 (24 二 3) πα 1 τπτ “+7 
1 
(ἆ) 因为 9. 一 = 
所 以 5 于 一 二 


5 
(ο) Θ2-2})/(322 1-8) = (37+2) x (221-89) τ᾽ 


1 
(ή 2 1 7. 3. 
ή.» (-ῃτΖ»ητ) 


or 1 σοι 3 
ΙΝ τό 11 “+ 本 
6 Ν 5 14 5 -~ 
一 “一 | 一 一 ”... rr 二 an 
本 (25-21-32) - π 和 十 二 多 十 


评注 ”可 以 证 明 一 个 2 次 或 3 次 多 项 式 是 既 约 的 ， 当 且 仅 
当 它 无 根 。 但 对 一 个 高 次 多 项 式 ， 结 论 不 成 立 。 例 如 ，f (2) = 
21-3-9733 11 3ς ἄχ πὶ ην 2918, 但 f(2) 可 分 解 为 F(2) = 
(22 廿 上 (522 十 切 ， 因 而 它 不 是 既 约 的 。 可 见 判 断 一 个 多 项 式 
六 (2Z) 是 否 是 既 约 的 , 只 有 (2) 不 超过 8 次 时 , 才能 用 求 根 法 判 
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10.14 11 Ρ--2, Ζ}-2Ζ--1.Β. Ζ.[ΖΤημῇ---ἡ- 45 ΠΠ πὸ. 
证 明 该 多 项 式 在 Ga[2 中 是 既 约 的 。 并 在 具有 通常 多 项 式 加 法 


和 乘法 模 和 全 十 和 二 1 的 域 Za[2Z; 3] 中 计算 ， 
() (2311) --(21--7-1): 
(Ὁ) Z x (23+2+1), 
(ο) (23--1) κ(23-2): 
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πα τὴν ἁμὲ 


(Ὁ 1) 
(ο) (23--7-.1)71. 
( (ΟΖ ΕΠ/(25-- 7--1)ο 
这 个 域 中 一 共有 和 多少 个 元 素 ? 
解 ” 只 要 证 明 2 十 Z 十 1 在 Za 中 无 根 。 因 为 了 =4s, 所 以 
Z 只 能 取 0 和 1。 
ή 7-0 ΗΝ, 23--2Ζ--1--1ᾳ 
当 儿 = 时 , 83 十 2 十 1=1 十 1 十 1=1 ( 模 分 。 
都 不 为 0, 所 以 Zi 十 Z 十 1 在 Zs 中 无 根 , 它 是 一 个 既 约 多 项 式 。 
(α) (23--1) 十 (Ga 十 下 十 人 --(232-.23)--7-- (1 1-1) 52 
(系数 作 模 2 运算 ) 
(Ὁ) Z x (2Z3+2Z+1) --25-- 212 
--(2Ζ5 52-11-6511 (1 2.9 1-- --ἲ) 
23.1 (88 Z3 填 8 十 1) 
(ο) (25-11) χ (2Z2+2Z) 一 和 4 十 Ga 十 G8 十 了 
--7(25-.7--1) + (23-.2--1) 十 下 二 一作 十 工 
(d) 因为 ”GZ8 二 了 十 1 一 (Ga 十 你 ) x (2+D) 51 
故 有 Ίκ(25-- 7-1) -Ι- (232) κ(-1) 
所 以 (Z+1) 1. 73-27 
(ο) 用 待定 系数 法 求 (4 人 十 和 二 天 一 。 设 
(23--2 --1) x (GDG 1-0) =1 
展开 后 , 并 对 公 十 和 十 1 取 模 , 得 
QZ (23 二 了 十 二 十 (十 DG 十 和 十 二 十 (8 十 0 
十 06 十 《十 十 6) =1 
Βµ (δ ο) Ζ”--οὔ -Γ(α--ὅ --ο) 一 工 
比较 系数 后 得 α--1, 6 一 0, c=0, 所 以 
(2Z2+ 2--1) 12 


ο 44.1 ο 


(f) (7-1) /(23--7--1) (7-1) κ(23--27--1):1 
--(7--1) χ25-- 25-23 
--(23--27--1)--(21--2--1) 一 2 十 G 十 1 

ZaL2;3 引 的 任 一 个 元 素 都 可 写成 wo 十 4 和 十 ba 和 的 形式 ,而 

系数 ασ», αι, α)ξΕ Ζρ--{0, 1}, 所 以 城中 不 同 元 素 共有 2 一 8 个 。 
它们 是 ， 
0, 1, 2Z, 1+Z, 11525 735, 7-23, 1152-23 
评注 注意, 在 Zs 中, 因为 1+1 一 0, 1----1, 所 以 
ὔ-γζ--0, 23--27350, … 
10.15 确定 一 个 Gas[2] 中 的 2 次 既 约 多 项 式 , 因而 构造 一 
个 有 9 个 元 条 的 域 。 在 这 个 域 中 找 出 4 一 。 
解 设 4) -7"- 1, (ο) 1, ΓΩ) =2, f(2)=2, 
j 2) 在 ZasL2]j 中 无 根 。 因 而 它 是 一 个 既 约 多 项 式 。 
因为 Ζο[2, 中 的 元 聚 形 如 ao 十 aa 和 GZ。 其 中 ;co，xaE{0， 
1, 2], 因而 Zs[2Z; 3 中 有 9 个 元 素 , 它们 是 : 
0, 1, 2, 2, 26, 1-2, 11522, 2152, 81532 
8 οὐχ - οὐ" γὔ-- ο -οἴι, 故 2r1=27。 
10.16 Ἡς (2) - 25-74. ἸΕΒΗ͂ (2) Τε Ζ1ι[Ζ1Η: 8, 
一 个 既 约 多 项 式 。 从 而 构造 一 个 具有 121 个 元 素 的 城 ， 并 在 该 
域 中 计算 . | 

(a) (3+7Z2) x (3 十 42); (b) (2--97)”3. 

(ο) (4+52)/(2+832), 

解 用 42=0, 1, 2, ..., 10 分 别 代 入 了 (2Z) 中 有 ; 

f0)=4, 45, f(2)=10, f(3)=5 

f(4)=2, «(6-ι, f(6)=2, f(7) 一 5 

f(8)=10, f(9)=6, f(10)=4 

结果 都 不 为 零 。 即 f(2) 在 Ζει 中 无 根 , 它 是 一 个 既 约 多 项 式 。 
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记 了 =Lu, 了 LZ; 41Η ΓΣΙΣΣΤΡΊΠ ao 十 0 00, αι Ἔ 
4 所 以 域 了 512; 3]( 模 233 734) ημας 121 个 元 素 。 

(a) (3+72) x 5-42) --6--142 5192-3873 
--6--427--67Σ (811 运算 ) 
--β(2»--21-4) 一 2G 一 18 
---97-.186 (ΒΕ 752-14) 

-θΖἠ-4 (8 11 15} 

(bj 因为 2Z? 十 ZZ 十 4= (4Z 1-55) x (82 十 2) 十 5，5 一 一 9 

所 以 922254) --θ(47-8) χ (82-93) =1 
82-92) -1----0(42 1-5) --82--10 

(ο) (4--52)/(3:-82} = (4-52) x (8259) 1 
~ (4+52) κ (821-10) --4022 15897 十 40 
-η7»-57--Τ--Τ(231-2 1-54) --(θ2--1) 

一 9Z 十 1 | 

10.17 Με 1 4 σος ἠ πὲ Ε, 3 Επ} ΑΡ(ΡῚ 
上 的 所 有 直线 的 平行 类 。 

解 ” 在 Za12] 中 选 定 一 个 既 约 多 项 式 1(2) --Ζ᾽--23-1, 
于 是 ΖαὶΖ, 2] 对 模 f(Z) 加 法 和 乘法 是 一 个 域 。 因 为 该 域 中 的 
元 素 均 有 4 十 02 的 形式 ， 而 4%,，5? 取 自 Za， 于 是 域 中 有 4 个 元 
素 , 它们 是 0, 1, Ζ, 1 Γζο κ 22126, 23 即 是 所 求 的 域 。 

记 了 ={0, 1, 2, 112}, ΑΡ(Ρ) 中 有 46 个 点 20 条 直 
线 。 这 些 直 线 的 分 类 情 总 是 ， 

(1) 垂直 类 ，2=0, w=1, 0 一 和 0 一 十 GZ 

(2) 水 平 类 ,y=0, 1, y=2, /--1--2Ι 

(3) 1 斜率 类 .y=s, ψ--α--1, ν--α--2, γ--51-(11-2}; 

(4) Z 斜率 类 ,y=Zw,， y=Zw 二 1 y= Το. ὔ, ν--Ζα-- 
(1+2); | 
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(6) (α--2)4ΗΞΕΖΕ: 42), gy 一 (十 2Z)wt+1， ψ-- 
(1 --2)α--ζ, y= (1+2)2+ (1+Z2)。 
10.18 试 确定 仿 射 平面 4P(2 的 所 有 直线 的 平行 类 。 
解 ”因为 4 是 一 个 域 , 是 一 个 质数 , 则 Zi= {0, 1, 2,»'., 
一 二 。A4P(Zrw) 中 的 点 和 直线 的 一 般 形式 为 
ΚΒ. (α, ὁ) σα, ΕΖ 
直线 .w=t ές 2 
或 y= 二 mw 十 6 πε, ὃς Ζῃ 
因此 4P(Z%) 中 的 直线 共 分 8 十 个 平行 类 ， 每 个 平行 类 有 条 
直线 。 它 们 是 : 
ΠΗ 2. w=t, το, 1, .…, £—1; 
水 平 类 ; y=0, ὃ--0, 1, ..., ὢ --ᾱ: 
1 斜率 类 y=w 十 6, 5=0, 1,…., hp 一 1; 
2 科 率 类 ; οσο, 0 一 0 1, .一 1; 
(F 一 十 冬 率 类 ;y= (Ef 一 1)w 二 6b, 8 一 0， 工 ,8 一 1 | 
10.19 (Ὁ) 求 4P(Z7) 中 平行 于 直线 y=3z+T4 且 过 点 
(2, 5) 的 直线 。 
(2) 求 4P(Z11) 中 平行 于 直线 y==9w+6 且 过 点 (3, τ) 的 
直线 。 
(9) 求 4P(Zo[Z; 8]) 中 平行 于 直线 y=Zw 二 2? 且 过 点 
(2, ZZ 十 了 的 直线 。 域 Za[Z; 3 引 中 的 模 多 项 式 是 
(2) --2!-Ζ-1 
解 (1) 因为 所 求 直线 要 平行 于 y=3z 二 4， 即 它 和 y= 
32 十 4 同属 一 个 平行 类 。 设 该 直线 方程 为 y==3w 十 5, 用 点 (2, δ) 
的 坐标 代入 , 求 ?8， 则 
b=3x2+5 


所 以 0 一 -1=6 
即 直 线 y==3%m 十 6 为 所 求 。 
(2) 类 似 于 (14) 的 过 程 , 很 容易 求 出 直线 为 
η 2 

(9) 设 所 求 直 线 方程 为 V= 一 Zz 十 2， 用 点 (2 2-1) 的 坐标 

代入 后 | 
(2--1)--251-0 

所 以 b= (ὔ:-1) --2.--1-ι-ζ--23 

ΗΕ εφ Τα (1 -ὔ 二 和) 为 所 求 。 

10.20 证 明 根据 仿 射 平面 ΑΡ(Θ) Επ- 1 个 非 零 亿 率 类 。 
ϱ/Ξ- μα, πι, ᾧ--1, 2,，…:,，% 一 二 。 作 出 nn 一 14 个 拉丁 万 
111, Ἡρ, ''', να 是 两 两 正 交 的 。 这 里 |F 了 | ==n。 

证 ”在 {2a，Lo， …， 忆 -雨中 任 取 两 个 拉丁 方 上 ;和 上;, ὅτε 
{ο 若 太 和 万 不 正 交 , 则 并 置 L; 和 工 ; 后 ， 有 茶 个 偶 对 (7?, s) 将 
至 少 出 现 两 次 。7 是 构造 拉丁 方 上 ;时 选用 的 直线 号 ，s 是 构造 
上 ;时 选用 的 直线 号 。 这 就 意味 着 斜率 为 m; 的 类 中 第 ”条 直线 
y 二 Ww 十 br 和 mm; 类 中 第 s 条 直线 y= 二 mw 十 hs 相交 于 两 个 不 同 
点 ， 这 是 一 个 予 古 。 所 以 ,上 ;与 上; 正 交 。 

10.21 设 Za 和 Za 是 两 个 2 阶 正 交 拉丁 方 ， 


1.9... τι 
pi ῥο, “'', κ 

Ἔτι 次 置换 。 ἜΠΗ ο 把 Τι ΗΕ, 845 13 μὰ 
δι, 18 2 换 成 2 … 18 α ΑΠ ὁ,, 1ΒΞ} ΙΤ Πιο ἹΕΒΗ͂ ιν 3 
与 Ἡρ 正 交 。 

证 τι 与 不 正 交 那么 我 们 把 Τη ΤΙ 199218, 会 有 某 
偶 对 (%, )) 在 不 同位 置 上 同时 出 现 。 因 而 当 我 们 把 二 和 工 ,并 
置 时 , 会 有 偶 对 (7, 办 在 相应 的 不 同位 置 上 同时 出 现 。 这 里 + 是 
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[5 ἐν --ὁ 的 整数 。 但 这 与 Ια 和 上 s 正 交 的 事实 矛盾 。 

10.22 证 明 两 两 正 交 的 nn 阶 拉 丁 方 个 数 不 超 过 % 一 1 

个 。 
证 ” 设 Γι, Πο στ, Τα 是 两 两 正 交 的 πι 阶 拉丁 方 。 我 们 要 
证 明 kn 一 i。 

根据 上 题 的 结果 ， 一 个 拉丁 方 通过 置换 wp 的 变换 不 影 啊 它 
和 其 它 拉丁 方 的 正 交 关系 。 因 此 , 我 们 总 可 以 找到 一 个 置换 , 使 
一 个 拉丁 方 的 第 一 行 (或 第 一 列 ) 成 为 1，2, …, α 的 顺序 形式 。 
这 样 的 拉丁 方 称 为 标准 化 的 。 

为 了 证 题 方 便 ， 我 们 认为 以 上 二 ， ζα,ἀ--., Τι Ἡβ ΚΕ} {8ο 
因为 经 过 标准 化 后 , 不 影响 它们 之 间 的 正 交 关 系 。 

把 两 个 标准 化 的 拉丁 方 并 置 后 , 所 得 第 一 行 是 偶 对 (1, Ὁ, 
(2,2),，…，(n, mn) 。 现 在 考虑 L1，L 上 2, στ, Lx 中 第 2 行 第 一 列 
位 置 。 这 些 位 置 上 没有 一 个 可 以 是 1， 因 为 1 已 在 它们 的 第 一 
行 第 一 列 中 ， 剩 下 的 只 有 9 一 上 个 数 可 填 。 如 果 8>9 一 二 则 根 
δ Β 8 36 ΠΕ ΞΕ, 必 有 两 个 拉丁 方 151 上 ; 填 相 同 的 数 训 它们 并 置 后 
有 全 纺 偶 对 ,但 在 第 一 行 中 已 有 电力 偶 对 。 这 与 一 和 -已 是 正 
效 的 矛盾 。 因 此 ,8&<m 一 1。 

10.28 利用 仿 射 平面 , 构造 3 个 4 阶 拉丁 方 , 使 其 两 两 正 
3ξ. 

解 ” 利 用 题 10.17 中 的 仿 射 平面 和 它 的 非 零 斜率 类 直线 及 
图 10.6, 并 对 1 斜率 类 的 4 条 直线 编号 如 下 : 

1. y=% 2. y=2+1 
3. Φ--Φ-2Ζ 4, ο) τα-- (1-2) 

在 这 些 直 线 经 过 的 点 上 填写 出 它们 的 编号 ， 把 这 些 编号 依 
照 它们 在 4P(F) 中 的 位 置 , 相应 地 填写 在 4x4 方 阵 Τη ΠΗ, Τι 
就 是 一 个 4 阶 拉 丁 方 。 | 
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γ 


4;y=x+ (1-2) Ἢ 
,. 


(1 十 2 小 一 一 一 7 一 一 一 


| 上 一 一 -小 
| ， 上 
| 
双 
| 3 |. 
ZS 
I I | 
Πο Το, | | | | 2.ν--χΕ1 
8, Ξ«Τ2 | | | 
tL 02 κ η ρα 
! | 
1 


εξ 10.6 
4 3 2 1- 
3 4 1 2 
Αα 1 4 8 
1 98.4. 
把 2 斜率 类 的 直线 编号 为 ， 
1. y=Z% 2. |) {9-1 
3. y=Zw+Z 4. y= ζω-- (ii+2) 
再 作 闪 似 于 图 10.6 的 一 个 平面 ， ἘΠΕῚ βῆ ἵν ΤΣ Ca。 
-4 9 9 | 
3 1 2 4 
Ls = | 
2 4 3 τα] 
1 8 4 2 


后 , 把 人 L 十 2 斜率 类 的 直线 g ~ “12γα,ψ-- (--Ζγα’- 
一 (1 十 2)w 十 2，Yy 一 (十 Z)w 十 (1 十 2Z) 依 次 编号 为 1， 2,8, 
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4ο 用 同伴 的 万 法 ， 得 到 一 个 拉丁 方 3ο 


4 1 83 2 
3 2 4 1l 
Ls 一 
2 3 1 4 
1 4 2 8| 


由 题 10.20 可 知 , 这 3 个 4 阶 拉丁 方 是 两 两 正 交 的。 

10.24 证 明定 理 10.4 一 一 作 ”= ϱ' ον σι Ἀπ Ρ, Ὦ Ρ 
的 元 素 是 wo 一 0, αι, wxa，，… α. 13 1ο 构造 数组 CU 上 a,…, 上 ,1 如 
下 : 

Ly,= (αὖθ 

其 中 gg 一 oo 十 op ὁ, 10, 1, 2, ..., τ-1, b=1, 2, »'', π-- 
1, 那么 μι, Ι2, στ, νι 是 两 两 正 交 拉丁 方 。 

证 ΛΓ Γι, Γη, …， 几 是 拉丁 方 。 若 不 然 ， Lx 中 第 纪行 
有 两 个 元 素 相同 , 设 a alp Βῇ αχ-αιἼ-α;--αχ"α,Ἴ-αχο [ή αι-- 
αν, 所 以 I=h。 

若 Lx 中 第 2 询 有 两 个 元 素 相 同 ， 设 αἲ) αυ, Ββ αι" 0 十 
αμα Os 十 Cjo 则 αιίαι--αι) 一 0。 所 以 Ωμ --αι, h=%, 

再 证 两 两 正 交 。 符 Ly ΤΙ Τι (9* 有 ) 不 正 交 , 则 存在 

(αὐ), αἲρ) -'(αξ, αἲΏ) 


即 
αρ.σι--αιπαρ.αι--αι (1) 
αμ” αι-ἵ-αιπίαι.αι--αι (2) 
18318 (αρ-- αν) αι-- (ας — αν) "αγ 


Η Τ αι αι, 所 以 αι--α,, ὁ--}» 1 λ.(1) ΤΝ. 
αι--αι, }-- 6ο 
10.95 用 代数 法 解 题 10.28, 
解 已 知 和 4 元素 域 由 以 下 两 表 定 义 ; 


ο 4.4.8 。 


为 符合 拉丁 方 常见 形式 , 我 们 用 4 表示 0, 用 工 表示 工 用 2 
表示 2, 用 3 表示 1+2。 按 上 二 表 , 计算 定理 10.4 中 的 a 钨 。 
了 标准 化 , αι 按 4, 1, 3, 8 次 序 , αι 按 1 3, 8, 4 次 序 , αι 按 1, 9, 


3 次 序 , 计算 得 
"1 2 3 4 
| 4 8 2 1 
Li= 
3 4 τι 2 
2 1 4 5. 
~ 1 2 
2 1 
ματα 8 
3 4 


1 2 8 4 了 
3 4 1 2 
2 1 4 3 
4 8 2 1 
Α- 

3 

1 

2 


---- 


评注 用 几何 方法 和 代数 方法 所 得 的 结果 表面 上 会 不 一 
致 。 这 是 几何 法 中 编号 和 代数 法 中 计算 次 序 不 协调 所 致 。 但 只 要 
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都 把 它们 化 成 标准 型 , 结果 是 一 致 的 。 所 以 两 种 方法 是 等 效 的 。 
10.26 用 有 限 几 何 法 构造 出 4 个 两 两 正 交 的 5 阶 拉 丁 
方 。 
解 用 Zr 作为 5 元 素 域 。4P42a 中 的 生 个 非 零 和 斜率 类 是 : 
c1L，4/ 一 2 十 下 
02. 0 一 20 十 在 
οἳ. y=3z+E 
ο. γ--42-|- 
ο 类 中 的 直线 是 y=w, y==w 十 1, wy 一 0 十 3， 一 0 十 3，w 一 


” ΄ 
Ζ ΄ 
上 ， ν΄ ΄ 
΄ 2 ΄ 7 / 
‘Se (4 ο) ΟΦ,’ 6 
5 ΄ 


λα 
4 


6 
“΄ ΄ ς΄ / ΄ 
ς΄ ΄ ” ΄ ΄ 
Ῥ ά ο ών αὐῳ΄ ος” 2. 
x Α΄ ” τ», 
Ζ Ρ ” 2 
/ OA ολλ (ΘΝ. «ο ο ᾠὼΦ 
’ A ; 


΄ ’ 
” 1» 6 ῥ᾽ ν᾽ 
/ / DE ΘΒ. Ὁ 2 
ς΄ 4 / ” 
΄ Ζ 
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vw 十 4， 依 次 编号 为 (1)，(2)，(3),，(4)，(5) 。 于 是 对 应 于 民 类 


的 拉杆 方 由 图 10.7 给 出 。 


σι 


ΒΗ 
Li= 


μα 5 605 η» 
δι -: κ 65 ην 
. οι - δ5 ο) 
ο α σι -- 


同 理 可 作出 对 应 于 οὐ, οῦ, oc4 的 拉丁 方 ， 


Γ6 3 1 
Γκ ο ες 
Ls=| 3 1 4 
2 5 3 

1 4 2 

-5 2 4 

4 1 8 
Ίμ-- 8 5 2 
2 4 1 

1 8 5 

-5 1 2. 

4 5 1 

Τι 8 4 5 
2 83 4 

1 2 3 


ri 


大 


| 


| 


| 


σοι ἵ 15 ο π5 αρ σι ” δ) Ὁ 65 ΕΙ” ὁι πι 5ο 


10.27 用 代数 法 构造 6 个 7 阶 拉 丁 方 ,使 其 中 任 一 对 都 正 


交 。 
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了 10.4 中 的 公式 很 容易 得 到 


解 


一 


已 1 一 


也 3 一 


452». 


1 2 3 4 5 6 7 
6 7 1 2 3 4 5 
4 5 6 7 1 2 3 
Ίκ- ο 3 4 5 6 7 1 
7 1 2 3 4 5 6 
5 6 7 1 2 3 4 
3 4 5 6 7 1 3 
-1 2 3 4 5 6 7- 
7 1 2 3 4 5 6 
6 7 1 2 3 4 5 
7 =|5 6 7 1 2 3 4 
4 5 6 7 1 2 3 
3 4 5 6 7 1 2 
2 3 4 5 6 7 1 


评注 观察 上 述 6 个 7 阶 拉丁 万 ， 它们 都 有 一 个 规律 , 就 是 
第 工行 上 元 素 总 是 向 量 (1, 9, 8, 4, 5, 6, 7)。 其 余 各 行 都 是 把 
(1, 2, 8, 4, 5, 6, 7) 分 成 两 段 , 其 前 段 在 右 方 , 后 段 在 左 方 。 即 
是 (6 十 1 5 二 2 7 1,2,…, 从 ,对 某 个 6@=1,， 2, …, 6)。 
因而 由 此 似乎 可 以 总 结 出 一 个 规律 . 

构造 n 一 1 个 m 阶 两 两 正 交 的 拉丁 方 的 步骤 是 ， 

(Ὁ 工 ; 的 第 二 行 总 是 (1 2, …, Π)ο 

(2) 下 一 行 的 第 一 个 元 素 总 是 上 一 行 最 后 一 个 元 聚 加 上 % 
再 加 1, 若 结 果 值 大 于 wm, 则 把 结果 值 减 去 Πο 

(8) 车 2) 中 计算 出 的 值 是 j 则 本 行 上 的 % 个 元 家 就 是 向 
Β (1, jl τ, 1, 2, στι, j—1)。 

但 上 述 步 骤 仅 对 τι 是 质数 时 才 有 效 。 

10.98 先 分 别 构造 一 对 3 阶 和 5 阶 的 正 交 拉丁 万 , 然后 用 
它们 构造 一 对 15 阶 正 交 拉丁 方 。 


se 4S w 


解 ”因为 3 和 5 都 是 质数 ， 用 上 题 规 则 很 容易 构造 一 对 正 
让 拉丁 方 。 : 


1. 2 3 δ. 

2 83 4 5 1 

Bi=| 3 4 5 1 2 
4 5 1 2 3 

ασ ασ 2 ὃ 4 
Γι 2 3 4 5 
138 4 5 1 2 
Bs=| 5 1 2 3 4 
2 3 4 5 i 

4 5 αἱ 2 3 


/ 用 Αι 和 .Bi 构造 一 个 15x15 方 阵 O1 的 方法 是 ， 把 Oo; 分 
成 9 块 ,每 块 是 一 个 5x5 方 阵 。 用 Αι 的 元 素 标记 每 个 对 应 块 ， 
如 下 所 示 。 


1 | 3 3 


C1 一 2 1 3 1 
| 
| 


er es Hei Be i ii 


3 | 1|: 
| . 


然后 ， 把 方 阵 Bi 填 在 Ca 的 每 一 块 中 ， 但 是 Bi 的 元 素 在 
Ca 中 变 成 了 偶 对 ， 偶 对 的 第 一 个 分 量 是 块 标记 ， 第 二 个 分 量 是 
原 Bi 的 元 索 。 例 如 Ca 的 左下 角 标 记 为 3 的 块 变 成 : 
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(3, 1) (8, 2) (8, 9) (8, 4) Θ, δ) 

ο 9) (8, 3) (8, 4) (8, 6) (8, 1) 
(3, 8) 6, 4) 8, ὅ) 8, Ὁ (8, 2) 
，3) 
κ. δ) 8, 1) 6 2) (8, 3) (8, 4). 

最 后 ， 用 数字 1 334 5, 6,ἵ, 8,9, 10, 11, 19, 18, 
14, 15 分 别 代 替 序 偶 (1, Ὁ, Ω, 2), Ω, 9), (, 4), (, 5), 
(1, Ὁ, (2, 2), (2, 8), Ω, 4), (2,6), (8,1), (8,2), (9,5), 
5, 4), 3, 5) ,就 得 到 拉丁 方 O4( 见 图 10.8)。 

用 类 似 地 方法 , 由 4a 和 Bs 构造 出 男 一 个 16 阶 拉丁 方 0， 
( 见 图 10.9)。 可 以 证 明 Οἱ 和 0s 是 正 交 的 。 

评注 ”上述 方 法 可 以 概括 为 : 车 已 知 一 对 m 阶 正 交 拉丁 方 
Αι Ας 和 一 对 ns 阶 正 克拉 丁 基 B1、B。， 则 可 构造 一 对 nn 二 ni: na 
阶 正 交 拉丁 方 O01 03。 (ΕΞ 10.5) 构 造 过 程 是 : 用 Αι 和 Βι 


-1 2 8 4 δ ϐ 7 8 9 10 11 13 13 14 47 
ϱ 3 4 5 1 7 8 ϱ 1) 6 13 13 14 
3 4 5 1 3 8 910 6 7 13 14 15 
4 5 1 2 3 910 6 7 8 14 15 11 
5 1 2 3 410 6 7 8 9 16 1ἱ 13 
6 7 8 9.10 11 12 18 14 15 1 2 8 
7 8 910 6 13 13 14 15 11 2 3 4 
Οι- 8 9 10 6 7 13 14 15 11 198 3 4 5 
9 10 6 7 8 14 15 11 13 138 4 5 1. 
10 6 7 8 9 15 11 12 18 14 5 1 2 
11 1 13 14 13 1 3 3 4 5 6:1. 8 
12 13 14 15 11 3 3 4 5.1 τ 8 9 
13 14 15 11 12 3 4 5 1 3 ἃ ο 10 
14 15 11 12 13 4 5 1 8 9 10 6 
1511 12 13 14 δ 1 2 3 4 10 6 7 
| 10.5 


9485» 


心 BD ο 
oo 

ο ὦ οὦὁ « 
全 
避 ο 

人 

ο ου οὉν ο 


Οι 15 τι 19 18 14 


Ὁ [ Α το ἔπ ο5 δ Ὁ -: 5 
jt 
i 
5. 
τπ 
-- 
μα 
Ha 
| be 
Fa 
2 


- η. δῦ σοι ο σοι Ὁ - 


ῶ 
-ᾱ 
ορ 
«ο 
-- 
心 
- 
-- 
τ 
Ε1δ 
ἵ κο οι ὢ μιν - 
κά 
| 
| 一 
το ο 65 πο -οὉο 


Γι 
σι 
-= 
μη». 
ία 
(π 
μι 
到 
μα 

κ ο 


19 18 14 15 
14 15 1Ι 19 
图 10.9 


μα 
i 
| 


MD σι ο Γ᾽! κ -ᾱ 


7 

10 6 7 8 9 15 1 15 18 
6 
δ 


| 
5 


9 10 ο 


构造 01, 用 4s 和 Bs 构造 Ορο 118 Οἱ 时 , 把 Οἱ 按 4i 式 样 分 
Με, 并 用 Αι 的 元 素 标记 01 的 每 一 块 , 再 把 Bi 填 入 各 块 。01 的 
元 素 是 偶 对 , 其 第 一 分 量 是 块 的 标记 ， 第 二 分 量 就 是 Bi 填 入 时 
的 相应 元 素 。 用 同样 方法 构造 0a。 最 后 把 O01、Os 中 的 偶 对 统 
一 编号 ， 代入 Οι Oao 即 得 一 对 % 阶 正 交 拉丁 方 。 

用 上 述 方法 构造 的 Οι Ο; 为 拉丁 方 是 显而易见 的 。 现 证 明 
Οι. O03 是 正 交 的 。 痢 Οι ΟΣ 不正 交 , 并 置 O14 ΠΟ; ΣΠ, 
个 偶 对 (ee， 纪 出 现 两 次 ， 显 然 这 两 个 相同 的 偶 对 不 能 在 同一 块 
中 , 否则 Βι 和 Bs 不正 交 。 假定 一 个 偶 对 在 甲 块 中 , 另 一 个 在 乙 
块 中 。 设 甲 块 和 乙 抉 对 应 于 Αι 的 标记 分 别 是 ὃν δι, 对 应 于 Ας 
的 标记 分 别 是 ip、 各。 则 在 Οι 中 4 是 偶 对 (bs, πι) Ἠϊ (18, bo) 的 
编号 ， 在 Os 中 6 是 偶 对 (ba， bs) 3 ( 42, ἴα) 的 编号 。 根据 编号 原 
则 , 相同 偶 对 才 有 相同 的 编号 ,因此 δι-- δι, 说 一 各。 这 样 ,在 Αι 
和 4s 的 并 置 中 有 (ia， δο) 一 (91, Ja 。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 A 


-人 


与 Ας 正 交 。 这 就 证 明了 Οἱ 与 Os 正 交 。 
10.29 ”我们 希望 在 一 定 类 型 的 冬小麦 田 里 , 测试 不 同 份量 
的 水 和 各 种 化 肥 的 效果 。 假 定 有 种 水 的 份量 和 7 种 化 肥 要 测 
试 , 311 αἱ 种 可 能 的 水 和 化 肥 的 组 合 。 试 问 如 何在 一 块 正方 形 
的 地 里 , 设计 这 种 测试 实验 呢 ? 

解 ” 我 们 把 正方 形 的 地 均 分 成 吧 个 小 正方 形 。 让 水 和 化 
肥 的 2 种 组 合 分 布 在 这 吧 块 中 ， 每 种 一 抉 。 但 小 麦 高 产 与 否 
不 仅 取决 于 化 肥 和 水 的 份量 , 还 和 土壤 的 原 有 肥力 有 关 , 而 原 有 
肥力 不 可 能 在 整 块 地 上 都 很 均匀 。 为 了 使 土壤 原 肥 力 的 影响 最 
小 ,最 好 把 % 种 化 肥 在 2 块 土地 上 的 分 布 形成 拉丁 方 4, 把 mw 种 
水 的 份量 在 ww? 块 土地 上 的 分 布 形成 拉丁 方 B, 并 使 4、B 正 交 。 
例如 , 若 m=3,3 种 化 肥 用 α, δ, ο 标记, 3 种 水 的 份量 用 1, 2, 3 
标记 。 合 适 的 实验 设计 应 该 是 ; 


αἰ] δ] οἱ 3 8|1 (α, 9)](ο, Β)|(ο, 1) 
bic|a 1 |21|3 三 全 (ο, Ἱ)ιίο, 2)l(a, 3) 


ο | α | ὃ δἱ1 [ο (ο, 3)|(a, 1)|(δ, 9) 


评注 本 题 说 明 拉 丁 方 的 一 种 实际 应 用 一 一 实验 设 
计 。 / 

10.80 一 个 ”xn 数组 是 一 个 "xn 的 拉丁 矩形 , 它 的 元 素 
取 自 {1, 3, …, 人 对， 而 且 没 有 任何 元 素 可 在 某 行 或 某 列 中 重复 
出 现 。 显 然 <m。 而 且 当 <m 时 , 总 可 以 在 这 个 xm ΤΆ 
形 上 添加 wm 一 7 行 ， 使 之 构成 一 个 % 阶 拉杆 方 。 试 分 别 把 下 列 
3x6 拉丁 矩形 和 3x7 泣 本 矩形 Ta 扩充 成 6 阶 和 7 阶 的 拉 
丁 方 。 并 给 出 由 一 般 形 式 的 xnm(r<m 由 拉丁 矩 形 , 扩充 成 % 阶 
拉丁 方 的 方法 。 
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[1 ο 4 6 5 2 
ΓΣ 


τ» ὧι 
μα. κ 
i 
tL 


[i 2 3 4 5 6 7 
5 


Ls=! 3 4 1 7 6 2 
2 5 7 1 3 4 6 


解 ὑχδ-{1, 2,…, W 叶 ， 对 ?Xn 拉丁 矩形 的 每 一 列 构造 
一 个 集合 Αι(ώ--1, 2, .'', mn) ,使 得 
Αι--8-{ἑ| 41638 1 71138} 
从 Αι, 4», .'', Αν 中 选 出 其 相 异 代表 系 
B= {01, δα, ""°， ὃν) 《有 序 的 ) 
并 把 2 从 4 中 删 去 。 然 后 把 有 序 集 妃 作 为 xm 和 矩形 的 一 
个 扩充 行 。 上 述 步骤 重复 %n 一 ”次 , 便 可 得 到 一 个 mn 阶 拉 丁 


方 。 
例如 ,对 1“, 构造 的 集合 是 . 
A1={2, 4, 6} As= {1, 2, δ) 
As—{2, 5, 6} Α.--{1, 3, 4) 
ΑΟ Ξ-{1, 8, 6} Ae={3, 4, 5) 


选 出 相 异 代表 系 B1 一 {2, 1, 5, 8, 6, 412, 
41 一 {4，6} As= {2, δ) 4A,={2, 6} 
Αἱ-,4 4= 人 3 4={3, 引 
再 选 出 相 异 代表 系 Ba 一 {4, 3, 6, 1, 8, δ}, 之 后 
Αις- {6} 43 一 {5} Απ 一 {2} 
Αι--{4] As = 11} Ας--ἰ8] . 
最 后 选 定 的 相 异 代表 系 Βε--{6, 5, 9, 4, 1, 8}, ΤᾺ ΙΓ τς 
为 14. ΙΙ. 
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Γ 1 3 4 6 5 2 
| 3 4 1 5 2 6 
万 二 5 6 3 2 4 1 
2 αἹ -ὅ 3 6 4 
4 2 6 1 3 5 
6 5 2 4 1 8. 
扩充 Za 所 用 的 步骤 由 表 10.1 所 示 。 
表 10.1 扩充 Za 的 步 又 
步 次 41 4 As 4. 
1 {4, 5, 6, 7} {1, 3, 6, 7} | {2, 4, 5, 6} | {2, 8, 5, 6} 
2 {5, 6, 7} {3, 6, 7} {2, 5, 6) 
8 {6, Τ) {3，6} {9, δὶ 
4 {6} {3} {2} 
步 Ἂ As Απ 所 选 的 相 异 代表 系 
1 {1, 2, 4, 7} | {1, 2, 8, 7} | {1, 3, 4, 5) { {4, 1, 6, δ, 3, 7, 5} 
9 {1, 4, 7} {1, 2, 3} {1, 3,4} | {5, 7, 2, 6, 4, 3, 1} 
3 {1, 7} ΠΗ 2} 195, 4} {7, 6, 4, 5, 1, 2, 8} 
4 {7} ο πρ... {4} {6, 3, δ, 3, 7, 1, 4} 
了 as 扩充 为 Lo, 结 井 为 κα ΜΙ 
"1 2 8 4 5 6 7- 
3 4 1 7 6 5 2 
2 5 7 1 3 4 6 
Li4 1 6 3 2 7 5 
5 7 2 6 4 3 1 
7 6 4 5 1 2 3 
.6 3 5 2 7,.,1.4 
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利用 Hall 定理 和 7 Χα 拉丁 矩形 的 性 质 很 容易 证 明 上 述 
方法 对 任意 的 ”和 ?<% 是 正确 的 。 这 是 因为 每 一 Αι πι-- 
ουδ, 而 每 一 f=1, 2，…， τ, Ἡπδι, δα, .'', 入 的 任意 选取 ， 
1 委身 区 0 加 < 和， 在 4U4U…U4 中 的 每 一 元 素 最 多 重 
δὲ πι-- 次。 所 以 

(0υ--γ) ΙΑ) A4; UU A, | 
5 Αμ] --|Αι.ἱ ---.--- | 4;|=E(n 7) 


即 Hall 条 件 | AiU Ai UU A; | Ξε 
满足 , 因而 每 一 步 必 能 选 出 41，4s,…，A， 的 相 异 代表 系 。 
10.81 证 明 


(a) 2 阶 Bteiner 系统 存在 的 必要 条 件 是 v=6n+i 或 2 一 - 
6n 二 +3, 

(b) ο 阶 太 irkman 系统 存在 的 必要 条 件 是 2=6m 十 3。 

证 


(a) (D ο ο 


中 含有 三 个 偶 对 , 欲 使 每 个 偶 对 恰 在 某 个 三 重组 中 出 现 一 次 , 于 
是 三 重组 个 数 2 满足 | 


νυν 


wv—1) 
ΒΡ 一 一 一 


(2) 并 的 任何 元 素 w 可 与 和 的 另外 2 一 1 个 元 素 配 成 
(也 个 含 “的 偶 对 。 每 个 含 的 三 重组 含有 两 个 含 z 的 偶 
对 。 因 此 含 的 三 重组 个 数 ” 满足 


4 一 荆 


一 


因此 Ό 必须 是 一 个 奇数 。 
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ον πι 
条 件 , ΗΤΧΙΕΚ υ--8} 或 4 一 1=3%, 对 某 个 整数 。 
1 0.9, 大 必 是 奇数 。 设 8=2 十 工 则 
Ὁ--8ξ--8(ηι-|- 1) --0γι--8 
敬一 1 二 3k, 不 必 是 偶数 。 设 8 一 2 则 
0 一 35 十 1 一 3(2m) +1=6nt1 
村 是 集合 XX 存在 Steiner 系统 的 必要 条 件 是 
-{ n=1, 4, ... 
le6nt3 n=0, 1, 9, … 
这 里 ?= )Χ]ο 
(b) Kirkman 系统 是 Steinezr 系 统 的 特 珠 情况， 所 以 
Kirkman 系统 的 阶 数 不 能 越 出 »=6n-+1 或 a=6nm 十 3 的 范围 。 
但 Kirkman 系统 中 的 三 重组 还 贷 满足 “能 划分 成 2 二 个子 
Ξε, {43 Χ 的 每 一 元 素 恰 在 每 个 子 集 的 某 个 三 重组 中 出 现 一 
次 。 这 意味 着 ; 
--- 是 整数 (3) 


可 ”是 整数 ὁὂ 
一 6 二 时, (2) 显 然 不 满足 。2==6n 十 3 时 ， 
- --------------(ϑγ--1) Ο-π--1) 


ΗΠΙΑ 2} πὰ (8π}-1) ΓΕ, 每 个 子 集 食 (2n 十 了 个 三 重组 。(1) 
和 和 (2) 都 满足 , 所 以 v 阶 Kirkman 系统 存在 的 必要 条 件 是 
VW=6n 二 3 
评注 ”正如 提要 140.4 中 指出 的 ,它们 不 仅 是 必要 条 件 , 而 
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且 是 充分 条 件 。 但 后 者 的 证 明太 深 且 宛 长 ， 我 们 只 好 割爱 。 此 
外 Steiner 系统 和 Kirkman 系统 还 有 其 它 性 质 。 我 国 著 名 已 
故 数学 家 陆 家 闵 在 这 方面 作出 了 完整 的 结果 ， 深 受 中 外 学 者 钦 
[[.- 

10.82 试 分 别 构造 一 个 7 了 阶 和 18 阶 的 Steiner 系统 。 

解 对 于 7 阶 的 
Steiner 系统 可 用 一 个 几 
何 图 形 表 示 。 图 10.10 中 
每 条 直线 或 圆 所 穿 程 的 三 
个 点 恰 组 成 一 个 三 重组 。 
于 是 7 阶 的 Steiner 系统 
ΕΗ ὃ --π(τ--1)/θ-- τ1-Ξ 
重组 构成 ,它们 是 : 

1.2. 4), (2, 8, 5) 
(3, 4, 6), (4, δ, 7) 
(2, 6, 7), (1, 8, 7) 

耕 仍 使 用 几何 图 形 去 构造 19 阶 或 更 高 阶 的 Steiner 系统 ， 
会 遇 到 不 可 克服 的 困难 。 这 里 只 给 出 一 个 结果 ， 因 为 至 今 未 找 
出 简易 的 构造 方法 。 

13 μὴ Steiner 系统 由 5=13(18 一 4)/6 一 26 个 三 重组 构成 ， 

(4, 2, 1), (5, 3, 2), (6, 4, 8), (7, δ, 4) 

(8, 6, δ), (9,7, 6), (0, 8. Τ), (0. 8, 1) 

(9, 8, 1), (10, 9, 2), (13, 7, Ὁ, (ο 5, 1) 

(11. 6, 1), (15, 6, 2), (12, 7, 2), ΩΙ, 8, 2) 

(13, 8, 3), (12, 9, 3), (11, 7, 3), (13, 10, 4) 

(12, 8, 4), (11, 9, 4), (13, 9, 5), (12, 10, 6) 


中 和 后卫。 


图 10.10 


«απ 10, δ), (18, 13. 11) 

评注 上 述 给 出 的 13 阶 Steiner 三 重组 系统 是 用 填 表 法 
而 得 到 的 。 这 种 方法 是 本 书 主 审 人 方 世 昌 先生 首先 提出 的 。 
用 这 种 方法 可 以 作出 任何 v 阶 Steiner 系统 (=6n 十 3 或 
v 一 6n 十 1)。 遗憾 的 是 这 种 方法 投 述 起 来 很 元 长 , ΒΕ ΤΊΒΙΒ, ᾱ. 
儿 不 全 给 出 。 

如 果 不 用 特殊 的 方法 ， 构 造 一 个 高 阶 的 Steiner 系统 是 非 
常 困 难 的 。 但 是 , 如 果 已 知 一 个 b 阶 Steiner 系统 和 一 个 包 阶 的 
Steiner 系统 , 却 可 以 很 容易 地 构造 一 个 v2.w 阶 的 St3iner 系统 0 

10.33 斌 利用 3 阶 和 7” 阶 的 Steiner 系统 构造 一 个 2341 阶 
Stsiner 系统 。 并 给 出 如 何 由 一 个 % 阶 和 一 个 ww 阶 Steiner 系 
统 ,构造 一 个 v.w 阶 的 Steiner 系统 的 一 般 方法 。 

解 设 人 ={6, 5b, ο), 了 = 入, 2, 8, 4, 5 6, 7}, Χ Η 
Steiner 系统 9; -- {(α, co) 的 Stieiner 系统 Sa={(1,2,4)， 
4.8.7), (1, 5, ϐ), (3, 8, δ), (3, 6, 7), (8, 4, ϐ), (4,5,7)}, 


作 数 组 0 如 下 : 
αι ὦ) ds as ds Qe απ 
a ba bs δι bs be | 
1 C3 6 Οἱ C5 06 Οἱ 
| 1 2 3 4 5 6 : 
“| 9 10 11 19 13 a 
5 16 17 18 19 90 αἱ 
即 C 的 每 -- 行 对 应 Χ 的 一 个 元 素 , 每 一 列 对 应 了 的 一 个 元 素 。 


然后 用 1 至 7， 8 至 14, 15 至 21 分 别 玫 示 ἅτ Ἅ αι, 01 2: 07， σι 
至 07: 这样 得 到 一 个 具有 3x7= 引 个 元 罕 的 集合 Z= 刀 , 3, 


…, δν ἆ [ἡ Steiner 系统 尽 的 8= 全 关 29 -90 个 三 重组 由 
以 下 玫 部 分 组 成 ; 


Cy 


+ 


«463 « 


(Ὁ Z 的 每 一 列 构 成 一 个 三 重组 。 刀 ， 
(1, 8, 15), (2, 9, 16), (3, 10, 17), (4, 11, 18) 
(5, 12, 19), (6, 13, 20), (7, 14, 21) 
(2) 2 的 每 一 行 上 对 应 于 了 的 每 个 三 重组 的 位 置 ， 产 生 5 
的 一 个 三 重组 。 即 . 
5 171. Ω, 2,4) α, 3, Ὁ, (i, δ, 6), (2, 8, δ) 
( 6, 7), 8,4. 6), (4, 5, 7) 
第 271. (8.9, 11), (8, 10, 14), 8, 132, 18), (9, 10, 12) 
(9, 18, 14), (10ο, 11 18), ΩΙ. 12, 14) 
第 811, (6, 16, 18), (15, 17, 91). (16, 19. 90) 
(16, 17, 19), (16, 20, 21), (ΟἿ, 18, 20) 
(18, 19 21) | 
(8) 对 应 8a 的 每 一 个 三 重组 (r,s, ϐ), 9818 Ζ 的 三 列 组 成 
一 个 3x3 数组 。 例 如 , 对 应 于 (4 2, 4) 选 定 ; 


这 个 数组 每 条 对 角 线 上 的 3 个 数 ,构成 5 的 一 个 三 重组 。 6 
条 对 角 线 , 共 得 6 个 三 重组 , 它们 是 . 

(1, 9, 18), (4, 8, 16), (2, 11, 15) 

(4, 9, 15), (1, 11, 16), (2, 8, 18) 
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因为 Ss 中 共有 7 个 三 重组 , 所以, 它们 可 以 产生 S 的 7x6 
一 42 个 三 重组 。 除 上 述 已 写 出 的 6 个 三 重组 外 ， 另 外 的 36 个 


三 重组 分 别 是 ， 
对 应 于 


ΒΩ, 10, 21), ，(7， 
17), (8, 8, 21) 。 


对 应 于 


有 (1，12，20) (6, 
19), (6, 8, 20)。 


对 应 于 


有 (2, 10, 19), (6, 
11), (8, 9, 19) ο 


对 应 于 


有 (2, 19, 21), ΟἿ, 
20), (6, 9， 21) ϱ 


对 应 于 


Ἢ Ὁ, 11, 20), (6, 


1 8 了 
8 10 14 
15 17 21 
8, 17), (3, 14, 15), (7, 10, 15), (1, 14, 


1 5 6 
8 12 13 
15 19 20 
8, 19), (5, 18, 15), (6, 19, 15), (1, 18, 


2 3 5 
9 10 12 
16 17 19 


9, 177, (8, 12, 16), (6,10, 16), (2, 12, 


2 6 7 
9 19 14 
16 90 91 
9, 90), (6, 14, 16), (π, 18, 16), (3, 14, 


3 4 6 
10 11 18 
17 18 20| 
10, 18), (4, 18, 17), (6, 11, 13), (8, 18, 


«4555. 


18) 7 (4, 10, 20) Ω 


| 4 5 7 

对 应 于 a 12 | 

18 19 21 

有 (4, 12, 21), (7, 11, 19), (5, 14, 18), (7, 12. 18), (4, 14, 
19), (5, 11, 91). 

上 边 列 出 的 所 有 三 重组 , 就 构成 了 21 阶 Steiner 系统 。 

对 于 一 般 情 况 。 设 αἱ, 2,…, ο), Υ--{1, 3, ».., 0), 
ZZ 一 {1, 3, ''', υ"ιυ], 把 的 元 素 按 以 行为 主 的 顺序 排 成 一 个 
υΧω 的 数组 。 


(5 一 二 2 十 工 Πο κε VU 


那么 vw 阶 Steiner 系统 S 的 三 重组 由 下 列 三 部 分 构成 ， 

4) 对 于 的 每 一 列 , 比如 第 列 ， 如果 人 j 8) Β. Χ(Β 
Steiner 系统 中 的 一 个 三 重组 (以 下 简称 为 Χ 的 一 个 三 重组 )， 
那么 (srr， Yjr ， ὃνν) δὲ 2 的 一 个 三 重组 。 2 的 这 妊 的 三 重组 共有 

ο 个 

(2) 对 于 如 的 每 一 行 ,比如 第 了 行 ， 如 果 (， 5. 们 是 了 的 
一 个 三 重组 , 那么 (gir, διε, ἔμ) Β: Ζ 的 一 个 三 重组 。2 的 这 样 的 
天 重组 共有 ο. ba 一 了 人 一 二 个 

(3) 如果 G, j, 8: 莹 的 一 个 三 重组 ， (r,s, 四 是 了 的 一 
个 三 重组 , 那么 由 3x3 ΕΜ; 
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Vir Mis Φε 
Bir Vis Yijt 
ὃν Cks 名 1 


的 每 条 对 角 线 上 的 三 个 数 构 成 Z 的 一 个 三 重组 , 36 Ίο ΈΠ 
左 : 


(%iy, oj, ὄχε), (δη, lcs) δι), (%is, gjt, ὄχε), 


(ση, 1) γη) Ρ (zir， Ysy ο), (gis, 1η, gynt) 


2 的 这 样 的 三 重组 共有 6B4+ δωσω τν 个 。 


这 三 部 分 三 重组 个 数 之 和 人 恰 是 
υω(ω-- 1) (w— 1) Ν υω(ω- 1) | vw (:υ -- 1) 
6 0 6 


-πιω-Ὀώω-Ό-ω-Ὁ-ίω-Ὁ] 
- ποτε 1) . 
评注 ”知已 知 1， Va, ***, Ὃν 阶 的 一 个 Sieiner 系统 ， 反复 
利用 上 述 方 法 ， 可 以 构造 一 个 0 二 0109…wvy 阶 的 Steiner 系统 。 
特别 地 , 车 已 知 一 个 阶 的 Steiner 系统 , 很 容易 构造 一 个 中 阶 
的 Steiner 系统 , χΚΠΗ Κ2:1 是 整数 。 
10.84 试 给 出 一 个 16 阶 Kirkman 系统 。 (Kirkman 女 
生 问 题 的 原型 。) 
解 ” 我 们 把 一 个 15 阶 Steiner 系统 划分 成 (3n 十 1) =7 个 
(nm 一 2) 子 集 。 每 个 子 集 含 (2n 二 1) =5 个 三 重组 , 且 使 原 集 合 
中 每 个 元 素 都 在 每 个 子 集 的 某 个 三 重组 中 出 现 一 次 ， 即 得 
Kirkman 系统 , 它们 是 ， 
Ti={(1, 2, 8), (4, 8, 19), (6, 10, 15), (6, 11, 19), 
(7, 9, 14)} 
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Ts={(1, 4, 5), (8, 8, 10), (8, 18, 14), (6, 9, 158), 
(7, 11, 19)} 

Ts={(1, 6, 7), (2, 9, 11), (3, 12, 15), (4, 10, 14), 
(5, 8, 18)} | 

T,={(1, 8, 9), (9,19, 14), (8, δ, 6), (4, 11, 16), 
(7, 10, 18) 

Ts={(1, 10, 11), (2, 18, 15), (8, 4, Τ), (5, 9, 12), 
(6, 8, 14)} 

Te={(1, 19 198), (2, 4. 6), Θ, 9, 10), (5, 11, 14), 
(7, 8. 15)} 

T={(1, 14 15), (2, 5, 7), (8, 8, 11), (4, 9, 18), 
(6, 10, 12)} | 

10.55 试 给 出 一 个 9 Κκπιαη 系统 。 


解 “ 可 把 一 个 9 阶 Steiner 系统 分 成 二 一 4 个 子 集 , 得 
到 : 


Si={(1, 2, 8), (4, 5, ϐ), (7, 8, 9)} 
Ss={(1, 4 7), (2, δ. 8), (8, 6, 9)} 
Ss={(1, 5, 9), 6,6 7), (8, 4. 8)} 
Sis={(1, 6, 8), (2, 4, 9), (8, 6, 7)} 
这 是 小 型 的 下 irkman 女生 问题 , 即 9 个 女生 , 每 天 散步 排 
成 3 行 , 每 行 3 人 , 相继 和 4 天 的 散步 编队 计划 。 
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第 十 一 章 最 优化 问题 


内 容 提要 


本 章 介 绍 具 有 组 合 论 外 表 的 一 些 最 优化 问题 的 理论 和 算 
法 , 但 不 包括 图 论 和 线性 规划 中 的 最 优化 问题 , 因为 它们 虽 属 组 
合 数 学 , 但 都 已 发 展 壮 大 , 从 组 合 数 学 中 分 离 出 去 , 独立 成 为 一 
门 学 科 , 已 有 专 书 讨论 。 

11-1 稳定 指派 

1. 稳定 指派 的 意义 

稳定 指派 , 亦 称 稳定 匹配 或 稳定 结合 , 是 偶 图 匹配 问题 的 简 
单 推广 。 它 的 意义 可 用 以 下 数学 模型 表述 。 

设 有 mn 个 男孩 Μ--{πνι, πιο, ---, τος] 和 和 % 个 女孩 ={g1 
93, ''', θεῖο 每 个 男孩 对 每 个 女孩 按 他 对 她 们 的 喜爱 程度 分 成 
等 级 1，2, …, ιο 而 没有 相持 的 ， 即 任何 男孩 不 能 把 两 个 女孩 
排 成 同样 等 级 或 不 对 某 个 女孩 安排 等 级 ; 每 个 女孩 对 每 个 男孩 
也 同样 给 出 等 级 而 没有 相持 情况 。 一 种 指派 就 是 男孩 和 女孩 的 
完全 罗 配 (有 即 每 个 男孩 者 有 一 个 女孩 作为 其 伙伴 )。 如 果 一 种 指 
派 中 存在 两 个 男孩 4 和 和 6, 他 们 分 别 被 指派 与 女孩 4 和 号 结合 ， 
但 是 & 资 欢 妃 胜 于 4,， 同时 如 喜欢 5 胜 于 2， 那 末 这 梯 的 指 沽 
就 是 不 稳定 措 派 。 如 果 一 个 指派 , 它 不 是 一 个 不 稳定 指派 , 则 称 
这 个 指派 是 稳定 指派 。 

稳定 指派 问题 ， 一 般 用 选择 等 级 矩阵 描述 。 选 择 等 级 窍 阵 
是 一 个 %x% 和 矩阵 4， 它 的 每 一 个 元 素 ar 一 (ww， 功 是 一 个 偶 对 ， 
其 中 必 是 0 对 的 评价 等 级 , 9 是 9; 对 mm 的 评价 等 级 。 
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算法 11.1 根据 选择 等 级 矩阵 求 稳 定 指 派 ,步骤 如 下 . 

1) 对 每 一 个 女 护 σι(ὸ--1, 3, .::, %)， 建 立 一 个 等 得 接受 
队列 ιο 28Η, 每 个 队列 虱 空 。 

2) 对 每 一 个 男孩 m4(% 一 1，2,…, 9)， 按 照 他 的 第 一 选择 
9j 使 之 处 于 gf 的 等 等 授 受 队列 Ω, 中。 

3) 若 各 等 待 队 列 均 不 空 ， 则 算法 结束 。 此 时 着 αι. 队列 中 
有 mi 等 待 接受 则 (my，g9w) 被 配对 。 否 则 

4) 在 同一 队列 Q; 中 若 有 多 于 一 个 男孩 在 等 待 接受 ， 便 投 
οι 对 他 位 的 评价 等 级 , 保留 一 个 等 级 最 高 者 而 拒绝 其 他 人 。 

5) 凡是 第 4) 步 上 被 拒绝 接受 的 人 ， 按 他 的 下 一 选择 等 级 
继续 排队 等 竺 接受, 并 转 第 9) 步 。 

这 个 算法 是 正确 的 , 理由 是 ， 

a) 算法 会 终止 。 因 为 队列 8Q; 一 旦 有 人 就 不 再 变 空 。 而 每 
个 男孩 最 多 只 能 进行 "次 选择 , 算法 每 进行 一 次 循环 , 至 少 有 一 
个 男孩 的 可 选择 次 数 要 减 1， 所 以 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 , ἘΞ 
也 只 能 持续 到 有 男孩 进行 了 % 次 选择 ， 因 为 那 时 该 男孩 已 遍历 
所 有 女 护 ,所 有 队列 Θι 就 不 会 是 空 。 故 算法 总 可 终于 。 

b) 算法 终止 时 所 得 的 指派 是 稳定 的 。 假 定 在 此 指派 中 , α 
已 指派 给 4, 5 已 指派 给 B， 但 5 喜欢 4 性 过 B。 那 未 算法 的 
某 步 上 ,5 选 4 而 被 4 拒绝 ， 因 为 4 喜欢 另 一 个 人 胜 过 2， 最 
后 4 得 到 gc， 肯定 gc 胜 过 被 4 拒绝 的 一 切 人 , 包括 5。 ἡκα-- 
指派 是 稳定 和 的 。 

由 此 可 得 出 结论 ; 稳定 指派 总 是 存在 的 。 

定理 11i.1 延期 接受 算法 所 得 的 稳定 指派 是 对 男孩 最 优 
μΗ (ἸΕΒΗ͂ Πα βῆ 11.10), 

所 谓 对 男孩 最 优 古 指 在 每 一 稳定 指派 中 ， 与 每 个 男孩 结伴 


.4)Ὄ0ο 


ον ἦς κ 


的 女孩 的 等 级 都 不 会 超过 延期 接受 算法 所 确定 的 女孩 的 等 级 。 

如 有 果 把 延期 接受 鼻 法 中 男孩 和 女孩 交换 角色 ， 即 让 女孩 执 
行 选择 功能 , 男孩 执行 拒绝 功能 , 得 出 的 稳定 指派 , 是 对 女孩 最 
优 的 。 

11-2% 核心 分 配 

1. 核心 分 配 的 意义 
“核心 分 配 问题 可 用 商人 作 商 品 交换 的 模式 描述 。% 个 商 
人 每 人 带 一 件 商 品 在 市 场 上 作 交 易 。 每 个 商人 对 每 件 商 喇 给 出 
评价 等 级 且 假 定 没有 相持 情况 。 在 市 场 上 作 了 一 些 物 物 交换 之 
后 , 茶 些 商品 更 换 了 主人 , 但 仍然 每 人 持 有 一 种 商品 这 种 mn 个 商 
下 的 重新 分 配 便 称 之 为 一 个 分 配 。 如 果 分 配 后 不 存在 下 述 情 
况 : 可 能 有 小 于 m% 个 商人 集合 5, 在 & 的 范围 内 , 他 们 按照 对 商 
操 的 评价 等 级 互 易 某 些 商品 之 后 ， 使 得 每 一 个 人 都 得 到 比 原 来 
分 环 后 更 为 满意 的 商品 。 则 称 这 次 分 配 是 一 个 核心 分 配 。 

核心 分 配 问 题 与 稳定 指派 问题 类 似 ， 也 用 商人 对 商品 的 评 
价 等 级 列 成 的 %x% 和 矩阵 4 描述 。 所 不 同 的 是 ， 这 里 商品 完全 
是 被 动 的 ， 因 而 评价 等 级 矩阵 的 元 素 是 单 值 而 不 是 偶 对 。 和 矩阵 
第 5 行 第 j 列 的 元 素 ow 代表 商人 7T, 对 商人 Ty 原来 持 有 的 商 
HI 的 评价 等 级 。 例 如 


κο 


τι ο τα 


Πιο 1 8 
-al3 2 1 
πρι 2 3 1 


ΠΗ, σιο--1, ΑΛ Τι 对 商人 2 的 商品 评价 等 级 是 1， 余 类 
推 。 注 意 这 里 2 既 表 示 商 人 ， 又 表示 该 商人 的 商品 ， 以 下 都 遵 
守 这 一 约定 。 

2a。 求 核心 分 配 的 算法 
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ο πο. πα 
由 下 述 算法 可 知 至 少 存在 着 一 个 核心 分 配 。 算 法 的 核心 思想 是 
简单 的 ,首先 , 每 个 商人 都 把 手 伸 向 他 所 最 喜欢 的 商品 (也 可 以 
伟 向 自己 原来 的 商品 )。 先 让 可 以 轮转 获得 最 佳 商品 的 人 获得 
最 佳 商品 。 例 如 ， 甲 认为 乙 的 商品 最 好 ， 乙 认为 丙 的 商品 最 好 ， 
两 认为 甲 的 商品 最 好 ， 则 甲乙 再 就 构成 一 个 轮转 。 若 甲 认为 自 
已 的 高 品 最 好 ， 则 甲 本 身 也 算 作 一 个 轮转 。 这 些 轮转 中 的 商人 
获得 最 佳 商品 后 就 不 再 参加 交易 。 那 些 未 得 到 最 佳 商品 的 商人 ， 
则 按 他 们 对 剩 下 的 商品 的 喜欢 程度 , 再 利用 上 述 方法 , 使 其 中 一 
些 人 得 到 现 有 条 件 下 的 最 佳 商品 。 如 此 以 往 ， 直 到 所 有 的 人 都 
得 到 尽 可 能 满意 的 商品 。 在 算法 中 这 一 想法 可 用 图 论 的 术语 来 
ΠΕ, 一 个 轮转 就 相当 于 一 条 有 向 基本 回路 。 

算法 11.9 

1) Ἑοςκ- 1, Νρ- {Zi Το, 27， 这 里 1 了 3，…， 
7,} 是 商人 的 集合 。 

2) 作 有 向 图 Di。 Ds 以 用 一 和 一 (1 Ni 的 元 素 为 顶点 。Z 
中 存在 有 向 边 《T;, TJ》 当 且 仅 当 在 MM 范围 内 T 了 ,对 的 商品 评 
价 最 高。 

3) 由 于 D; 的 每 一 结 点 有 出 度 1， 根 据 图 论 知识 ，D; 中 至 
少 有 一 条 基本 回路 。 设 构成 此 回路 的 顶点 集 为 Wu， 记录 下 Νι 
组 成 的 回路 后 ,从 Ds 中 删 去 这 个 基本 回路 , 因为 在 基本 回路 上 
的 所 有 商人 已 得 到 各 自 的 最 佳 商品 。 

4) 如 果 Ἡ- Νις ο, 和 Wi,，Ns,…, Ns 组 成 的 诺 回 路 ， 
即 得 一 核心 分 配 。 否 则 , Ἐξ < 二 1, 然后 转 第 9) 步 。 

这 个 算法 是 正确 的 。 首 先 它 显然 能 够 正常 终止 。 其 次 ， 可 
以 证 明 终止 后 所 得 的 分 本 是 核心 分 配 。 不 护 设 算法 终止 之 后 所 
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πα, Πη-. 


HH 


μα 


得 的 基本 回路 是 Wi Να, -.', Μρο 13 8 ὺς Νο, 则 存在 最 
小 下 标 j, 1<j<p, 使 SNN; 到 多。 于 是 
SCNo— Ni— Νι----.-- δι | 

设 T 了 ,是 SNV; 中 的 任 一 商人 ,根据 上 述 算法 , 他 在 算法 的 第 9 
次 循环 中 得 到 No 一 Wi 一 人 as 一 … 一 Wi 中 的 最 佳 商 品 ， 因 而 也 
是 8 中 的 最 佳 商品 。 因 此 , 通过 在 S 中 进行 交易 , Τι 不 能 改进 
他 的 所 得 。 根 据 定义 , 上 述 算法 得 出 的 分 配 是 核心 分 配 。 

119 Ηἱίσπσοοξ 运输 问题 

1. 了 itcehoook 运输 问题 的 意义 | 

同一 种 商品 分 布 于 m 个 供应 站 8，sa "δι, 各 站 的 存 贮 量 
分 别 是 ἄι, ὦ, ''', Gm 个 单位 。 今 要 把 这 些 商 品 运 输 到 "个 需 
ἈδΗ ἐν, ἐν, …， 加 它们 分 别 需 要 54，5s,…,b, 个 单位 。 假 定 

2 

设 从 第 “个 供应 站 到 第 了 个 需求 站 的 单位 物资 运费 是 ov 
每 一 供应 站 到 每 一 需求 站 的 单位 物资 运费 用 矩阵 O= (cu) 表 示 。 

从 第 “个 供应 站 运 到 第 } 个 需求 站 的 物资 数量 是 wm; 个 单 
位 ， 每 一 供应 站 运 到 每 一 需求 站 的 物资 数量 用 矩阵 κ παρα 


示 。 ἜΤ 2jj 满足 以 下 条 件 ; 
(1) v0 ὁ--1, 3, ..., πι, j=1, ἃ, «.., %, 


η 
(3) Ὃν ἅμ πᾶι 4 一 土 2, νο, 


(13) > {κ-1, 8, --., τος 
则 称 Χ 为 一 个 运输 计划 。 记 运输 费用 为 
σ.χ -> > Quy 
间 如 何 设 计 运 输 计 划 , 使 Ο«Χ 最 小 。 
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定理 11.2 至 少 存在 一 个 运输 计划 。 
这 一 定理 容易 证 明 。 ΜᾺ ἀ-Σλαι-- Ὁ δρ»0, 可 作 


aib 、 . 
μμ. ὅτι, 2, '.', m; 5-14, 2 δν, N 


< aib; αι κ . 
ΠΠ υπ > 二 一 «ὄν -παι ᾧ -- 1, 2, ..., αχ), 


mt - 
αιὸ ] . 
ToT Tab j=l, ἃ, .nn 


所 以 革 = (ww) 是 运输 计划 。 

2. 运输 计划 的 重要 性 质 
”任何 一 个 运输 计划 Χ, -都 可 以 用 一 个 二 部 图 ( 即 侦 图) 下 
示 。 方 法 是 作 结 点 s1，s2,…，sm 代表 πι 个 供应 站 ， 结 点 ὃν, ὃν, 
…， 如 代表 mn 个 需求 站 ， 从 结 点 $1 到 结 点 二 有 一 条 边 当 且 仅 当 
wzy 秦 0。 所 得 的 图 即 是 运输 计划 Χ 的 二 部 图 , 记 作 BG (XX )。 

定理 11.3 车 运输 计划 芋 =(wiy) 使 得 BG( 王 ) 含 有 一 个 基 
本 回路 , 那 末 有 一 个 运输 计划 了 , {815 ΡΩ(Υ̓} 78 |5| 18 Η ἴδ λὲ 
| OxY «ο. 

(1ΕΠΒ ΠΒ 11.20) ΜΙ. 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 求 最 优 运输 计划 仅 需 要 考虑 其 二 部 图 
没有 回路 的 运输 计划 。 

定理 11.4 当 供 、 求 量 m1，gs，…，am; 01，b2,，…，b 给 定 
时 ， 若 运输 计划 ΗΕ BG(S) 没 有 回路 ， 那 末 没 有 其 它 
的 运输 计划 能 具有 和 BG(X) 相 同 的 二 部 图 。( 证 明 见 题 11.29) 

这 个 定理 的 意义 在 于 , 结 尽 集 δι, 8ο, …，Sm; ὕι, ὅο, “'', ἐπ 的 
二 部 图 仅 有 有 限 个 , 因而 对 于 给 定 的 供 、 求 量 只 有 有 限 个 运输 放 
划 其 二 部 图 没有 回路 ， 这 样 我 们 可 以 在 有 限 个 运输 计划 中 寻找 
最 优 运输 计划 。 
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西北 负 规 则 一 一 求 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 的 方法 。 

设 供 、 求 量 为 6@1，Q2，*…，@m; 01，02,，……，bno。 构造 运输 计划 
Χ 一 (wij) 的 步骤 如 下 . 

1) 如 果 πι Γπ--2, 则 取 αι αιπ-θι, 结束 。 

2) 如 果 么 十 %>2， 则 先 求 矩阵 的 西北 角 ( 即 左上 角 ) 的 第 
一 个 元 素 局 11， 方法 是 

(1) Ἔ αι δα, 则 令 211 - ΩΙ, Ω1ο--θηα--'''--ῶιι--0, 并 把 
2 变 成 1 一 %1。 这 样 就 不 再 考虑 第 1 行 ， 剩 下 只 需 考 虑 供 、 求 
ἘΚ Ἢ αρ, αρ, . Om; ὄιτται, ὃς, “"', bn 对 应 的 (m 一 1) κ 1Η 
Κε. | 

(11) ον δι, η τν ο ο ου 
αι 变 成 αι Ὀιο ΗΕ ΕΕΣ 工 列 , 剩 下 只 需 考虑 供 、 求 量 为 
Ci 一 δι, ὦ», ”人 ὄρ, δα, “'', ὃν 的 对 应 ?mx (nn 一 1) 子 矩阵 。 

(iii) 行 αιξ- δι, ή 令 V11 二 Wi 风 19 πι win 一 0 ἯΙ 
X21 一 wat 一 … 一 wmi 一 0。 这 样 就 可 不 再 考虑 第 1 行 和 第 1 211, 51 
下 只 需 考 虑 供求 量 为 ce，ca "'', ἄπ δρ, 8,11, δε 的 对 应 (mw 一 4) 
x (π-- 1) Ἡ Ἀϊμεο 

ΧΡ ΓΆΕΕΕ, 再 用 上 述 方法 继续 构造 ， 如 此 以 往 ， 直至 结 
束 。 

例如 ,供应 量 为 5，3，5， 需 求 量 为 4 3, 6 时, 用 西北 角 规 
则 求 运输 计划 Χ- (αὐ) {Τε “ΠΡ. 
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ς 1 05.0 4 1 065310 
0 3 02 51... 
| ο 5 
6 ο ο 5 
0 2 4 8:0 
| 0 Ὢ 

| 0 
4 1 O50 41 οΟς8 10 
Ὁ. 0 5 ο Ὁ 55.0 
这、 9. 6. Ξ ἃ Ὁ 
0 5. δ΄ Ὁ 3. δ. 


容易 证 明 应 用 西北 角 规 旭 求 得 的 非 稚 ου 都 是 
(aii 十 dt 十 …… 十 cio) -- (bit byat "ot bjg) (11-1) 
Ἂ (bit Byatt δια) 一 (ca 十 0 十 十 Op (11-13) 
的 形式 , 这 里 ας {αι, α3, “'', ἄπ], δις {01, 82,*…, δα} Β. p<, 
0«&g<n。 
定理 11.65 设 革 = (ww) 是 一 个 运输 计划 ，24， ὠὰ, “'', ἀπ, 


ο, Va, ο Ὅν 是 分 别 对 应 于 每 个 供应 站 和 需求 站 的 任意 实数。 
加 有 果 对 ὃ --1, 2, --. Ὧν, ἠ--1, 2, 1. Τὸ, 满足 


αι VEO (11-8) 
那 末 Χ 的 耗费 满足 
σ.Χ»5 Wi ΕΣ bj (11-4) 


再 者 , 如 果 每 当 οι 0 时 , 还 满足 


ο47θο 


αι ο Ἢ (11-5) 

这 时 则 (i1-4) 式 取 等 号 。( 证 明 见 题 11.82) 
ΤΕ ΒΗ ΕΒ 性 在 于 : 如 果 我 们 能 根据 Χ, 找 出 αι, ὦ», … 
Um 和 υι, ος, 0 满足 (11-3) 式 和 (11-5) 式 ， 则 可 推 知 了 就 是 最 
优 运 输 计 划 。 这 是 因为 对 任意 运输 计划 Χ'-- (ἀρ, 由 (11- 多 式 有 


οκ Χ’ 一 δι < ομο >™ amt Ὁ δυο Χ 
ἐ--1 151 ἐ--1 j=1 | 


本 定理 的 道 定理 亦 真 : 如果 Χ 是 最 优 运输 计划 ， 那 末 存 在 
δι, Wa Um Ὅι, Ὅρ, “'',. Vn 满足 (011-3) 式 和 (C115) 式 
(证 明 见 题 11.84), 

根据 定理 11.8, ΑΕ 11.0 及 其 逆 定 理 ， 并 由 下 边 的 算法 
11.8, 能 保证 找 出 τι, Ἰέῃ, ““', Um Όι, Va ""“, ὃν, 并 得 出 以 下 定 
理 。 

定理 11.6 运输 计划 最 小 的 耗费 等 于 和 式 

Σας δι 
的 最 大 值 。 其 中 αι, ἡρ, --», έν υι, νο, “-', ὃν 满足 
νο ὁ--1, 2, οτε, Mm, ἠ--1, 2, “.', τι 

8. 求 最 优 运输 计划 的 算法 

算法 11.3 已 知 供 、 求 量 @1,， α;, 。…，ami ὄι, δ», ---, δ. 和 
单位 运费 矩阵 O= (es)， 求 最 优 运 输 计划 肝 。 并 暂时 假定 由 以 
下 步骤 也 和 3) 得 出 的 运输 计划 的 二 部 图 都 是 连通 的 。 

1) 用 西北 角 规 则 构造 一 个 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 
Χ--(αῃ)ο 

2) Ἠθλεϑξωι, ας, ον, ὠπἌ]υι, υρ, ...:, ὃν, 使 得 每 当 
αμ 0 ἴΝ ΒΕ’ 


Wi Vi= C0 
因为 BG( 福 ) 是 m 十 nw 个 点 的 连通 无 回路 的 二 部 图 , 它 恰 有 
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mW 十 NW 一 1 条 边 ， 对 应 地 有 十 %w 一 个 wv 到 0。 于 是 只 能 列 出 
mtn—1 88 
Wit Ὁ} = 0 

但 共有 mm 十 % 个 未 知 量 ， 方 程 组 的 解 不 唯一 。 我 们 可 设 w=0， 
然后 利用 方程 逐个 求 出 其 余 各 居 ， υ; 之 值 , 得 到 一 个 解 。 

3) 验证 和 修改 。 即 对 αὐ--0 ΡΤ ὑ, 1, 计算 eg 一 好 一 2 
如 果 它 们 都 满足 ου --αι-- 0/20, 那 末 根据 定理 11.5, 之 大 一 个 
最 优 运 输 计 划 。 

否则 ， 海 对 某 个 wi 一 0 有 ch 一 如 一 0<0, 则 对 二 ΗΕ ΥΕ 
下 列 修改 。 

(1) 在 ΒΩ(Χ)η ΠΠ 4“ψτ αι 60 -- (δις, ὅλο), 于 是 产生 一 
条 回路 Ύοτ- (tj,, δι, ὑπ, δι, ””-, bj, δι, ὃς) ο 

(1) Ἐκ δ--πιϊηία,,,, ΝΣ ij。 

(ii) 令 wiw, 一 8， 并 对 回路 Y。 上 其 余 各 边 (从 ww 起) 交替 
地 减 去 、 加 上 58。 这 样 可 删 去 Yo 的 某 些 边 产生 新 的 无 回路 的 二 
部 图 。 可 以 证 明 ( 见 题 二 .33) 新 二 部 图 对 应 的 运输 计划 的 耗费 
比 原来 的 减少 了 。 

因为 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 个 数 有 限 ， 于 是 反复 执行 
步骤 2) 和 3), 最 终 可 得 到 一 个 最 优 的 运输 计划 。 

s- 运 输 计 划 。 算 法 11:58 实际 上 不 能 执行 ， 因为 步骤 1) 和 
3) (iii) 得 出 的 运输 计划 的 二 部 图 有 可 能 不 连通 。 我 们 称 这 种 情 
况 是 退化 的 。 若 要 算法 11.8 实际 可 执行 , 应 在 步骤 1 和 8) (11) 
之 后 添上 以 下 语句， / | 

“ 若 所 得 的 Χ 是 退化 的 ,我们 改 供 、 求 量 为 gi 十 ns，, a, …， 
Wm ὅι 8, ὕρ τε, 0 十 5 Ο 照旧。 然后 转 步 骤 1)， 否 则 转 
步骤 2)。” | 

这 个 新 的 运输 问题 称 为 e- 运 输 问 题 。 求 得 的 运输 计划 为 8- 
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运输 计划 。s 是 可 以 任意 小 的 正 实 数 。 
原 运 输 问题 出 现 退 化 的 原因 是 求 wm; 的 过 程 中 ,使 某 个 
(11-1) 式 或 (11-2) 式 等 于 0。 换 言 之 ,出现 了 
αμα tg, δι, tbat δι (P<m, απ) 
的 情况 。 改 成 -运输 问题 后 , 运输 计划 中 不 为 零 的 wy 都 是 
士 [(ci 十 ci: 十 十 oo 一 (0 十 0 十 十 0 十 98) 
或 «Ἕτίαι ται" αι 十 08) 一 (0 十 07 十 … 十 bp 十 98 
形式 的 正 数 。 这 里 史 和夫 公 ，9<9s 
容易 看 出 ， 只 要 8s>0 取得 适当 小 , 上 式 不 可 能 等 于 0。 因 
此 , 痢 的 退化 不 会 出 现 , 这 样 算法 11.5 束 可 正确 执行 了 。 
另外 ,不 难看 出 , s~ 运 输 计 划 , 我 们 记 为 了 ,有 以 下 形式 
ρα αν 
这 里 s4 表示 πυχκτ εδ 4 的 每 一 元 素 乘 以 。 所 18 ΒΗ ἈΠ 
阵 。 当 XX。 无 回路 时 ， Χλ|5|18ο 51 天。 是 由 步骤 8) 求 出 的 
最 优 运输 计划 时 , 因 ο 可 以 任意 地 小 , 若 我 们 置 。 一 0， 即 得 原 运 
输 问 题 的 最 优 运输 计划 Χο 
τα 最 优 指派 问题 
1. 最 优 指派 的 意义 
该 2 是 大 于 工 的 正 整 数 , 假定 有 *%* 个 人 指派 给 ww 个 工作 。 设 
第 % 个 人 做 第 7 件 工作 的 速度 (或 效率 ) 是 cy。 每 个 人 对 每 一 工 
作 的 速度 用 7x7% 和 矩阵 Οσ--(ου)ῆέπι, 称 为 速度 矩阵 。 指派 用 
{1, 2, …，? 寺 的 一 个 排列 (如 ， 轨 ，，， 人 名 ) 表 示 , Ἐπ, ἐ 
人 做 第 名 和 件 工作 ,有 一 1 3, 9o 多 个 人 的 总 速度 定义 为 
οι tT Cois τετ θες, (11-6) 
问 怎样 指派 , 才能 获得 最 大 总 速度 。 | 
2, 最 优 指派 问题 的 性 质 及 解法 
最 优 指 派 问 题 可 以 看 作 是 ”个 供应 量 为 1 1 ο", 1 1 πα 
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个 需求 量 为 二 1, ο. 1 的 Hiteheook 运输 问题 。 因 为 给 定 一 个 
指派 (2 ga，…， 加 )， 即 可 构造 一 个 运输 计划 王 ， 使 汪 中 的 
Von 一 Tois 一 … 一 ui --1, 其 它 Φμ--Ὁ, 此 时 Ο.Χ ΗΒ (11-6)3δ ος 
之 ， 给 定 上 述 运输 问题 的 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 Χ, ἘΠΕ 
每 行 每 列 有 且 仅 有 一 个 1, 其 余 元 素 为 0。 设 第 于 行 的 :在 第 办 
列 , 因此 (六 ᾖρ, --", ἠε) 即 是 一 个 指派 。 

位 有 一 点 与 上 节 不 同 ,用 运输 计划 术语 来 说 , 上 节 求 的 是 最 
小 耗费 , 现在 求 的 是 最 大 耗费 。 所 幸 者 , 上 节 所 讲 的 性 质 和 人 算法 
区 可 应 用 , 只 是 定理 1.5 改 为 以 下 形式 。 

定理 11.7 设 互 = (ww) 是 % 个 供应 量 为 1, 1, ..', 和" 
个 需求 量 为 1，1, …, 1 的 运输 问题 的 运输 计划 ， 那 末 对 任意 实 
ἄχ WW ，U2， 2 20 υο, -'', υυἵΜΕ 

"Ἔρος (ὁ--1, 3, -.., πεή--1, 3. (17) 

Χ 的 耗费 满足 


Ο«Χ «Σω vj) (11--8) 
ΒΒ, 如 果 每 当 04 盖 (0， μ-Ἡ 
πι (1-9) 
ἃς, Χ 具有 最 大 耗费 
Ο.Χ --Σ(ωι οἱ) (11-10) 


算法 11.8 58) 步 检 验 ο) ιο) 18 ΤΕ, τα πα 
十 0; 一 065 是 否 非 负 豆 行 了 。 容易 看 出 ， 最 优 指 派 问题 都 是 ε-- 
运输 问题 。 

1.5 ΥΕΠΙΞΙΕΒ 

.瓶颈 问题 的 意义 

我 们 以 下 述 两 个 问题 为 例 引入 。 
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cv 


UT 


最 大 交通 流 问 题 | 

G 是 一 个 简单 连通 图 , 是 GG 的 边 集 , ως υ 是 侣 的 两 个 指 
征 的 点 。 可 把 G 看 作 是 连通 双 υ 的 交通 系统 。 对 每 一 边 6E€ 妇 
有 OO(e) 关 0 表示 边 e 的 容量 (在 道路 ε 上 任何 时 刻 交 通 流 量 的 
上 界 )。7 表示 从 人 到 4 的 一 条 基本 路 径 ( 项 本 链 )。 链 容量 Ο() 
定义 为 O(Y) -min σ(θ)ο ΠΒ 6’ E€7 且 Ole )=0(7) 则 称 。 是 


链 γ ΗΠΤΒΞΗ. 
问题 是 从 联结 和 ww 的 所 有 基本 链 中 找 出 容量 最 大 者 。 
设法 确定 从 到 4% 的 链 Ύο, 使 得 
OF0)= max O(7)= Μο; min Ο (ϱ) 
7 181 υ ΜΑ 5Ιυὴ οΕὟ 


114: Κ 是 分 离 % ἘΠ ν -- ΑΒ), 如 果 从 α 中 移 走 
Κ᾿ 中 的 每 条 边 , ΠΤΙ υ 处 大 不 同 的 连通 成 分 中 。 此 外 , αν κ. 
又 是 一 个 最 小 割 一 一 若 从 KK 中 删 去 任 一 条 边 ， 则 玉 不 是 一 个 
割 一 一 则 称 及 是 一 个 基本 割 。 

因为 到 "的 任 一 链 ? 都 有 (至 少 有 ) 一 条 边 在 分 离 双 和 。， 
的 一 个 基本 割 及 中 。 因 而 有 


Ο(γ}κπιιχό(θ)« min max O (e) 
eeK 下 是 分 离 .J βή- ΛΙ εΕΚ 
进而 有 (因为 对 任何 链 都 成 立 ) 
max O(7) < min max Ο(0) 
Y 古 一 条 4 到 的 基本 龟 再 证 分 高 2 和 了 的 一 个 赴 本 齐 。 eE 玉 
刘 
max min O(e) 


Υ δα 9) 5 ΑΕΚ εΕγ 


max Ο (ο) (11-11) 


< min 
{ν 是 分 离 寻 和 的 一 个 基本 齐 ες Κ 
最 小 高 度 问 题 
这 大 一 个 与 最 大 交通 流 问 题 对 偶 的 问题 。 其 中 0(e) 表 示 
11 6 的 高 度 ,0(7) 表 示 基 本 链 7Y 上 边 的 高 度 最 大 值 , 即 
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Ο(Ύ) -πιαχ Ο(6λ 
ες Ύ 


问题 是 如 何 确定 人 到 "的 一 条 基本 链 Ύ, 使 CO(7) 最 小 。 经 
过 类 似 地 推理 , 有 与 (11-11) 式 类 似 的 式 子 


min max Ol(e) 
ΥΕ - Φβιυ Κα εςεγ 


min Ο (9) (11-12) 


Κα ΓΚ ΟΉΝΕΚῊ εΕ ΚΝ 

πα ΕΠΕ: ΓΑ ---2ΕΙΠΙΒΙΛΗΗΙ 8, πα ἘΚΗ 41 Γ 
上 述 问 题 中 的 一 条 基本 链 Yo 和 一 个 基本 出。 使 (1-11)、 
(11-12) 式 相等 性 成 立 。 { 

2, 区 组 化 系统 

Ἐξ ΗΒ 的 边 集 , ww 和 %? 是 G 的 两 个 指定 的 点 。 儿 是 
如 的 子 集 族 。 

定义 11.1 P; 和 了 Ps 是 儿 的 任 两 个 元 素 ， 若 Pi 三 Ps， 则 
{15 Ε,, 3 Β.Π Γμή-- 125. 

例如 , 1 乡 表 示 联 结 公 和 ?的 所 有 基本 链 的 集合 , 则 2 Β 
总 的 一 个 杂乱 。 若 光 天 示 分 离 % 和 4% 的 所 有 基本 荐 的 集合 ， 
则 .2 也 是 召 上 的 一 个 杂乱 。 

定义 并 .2 设 儿 和 和光 是 加 上 的 两 个 杂乱 。 πΧ ΕΒ 
任何 划分 π--ἱ μι, ΕΒ] 

(1) 存在 一 个 PE 多 使 得 PE 柬 或 者 

(1) 存在 一 个 EX [813 Κε Β, 
两 者 有 一 成 立 但 不 能 都 成 立 。 ΠΙκ(Θ, %) 是 召 的 一 个 区 组 
化 系统 。 { 

通过 交换 上 述 定义 中 的 Βι 和 Βα, 可 以 看 出 , ἠππ(ό᾽, 2) 
是 也 的 区 组 化 系统 , 则 ( 光 ， 多 ) 也 是 吾 的 一 个 区 组 化 系统 。 

定理 11.8 设 加 是 有 限 集 合 ， 多 是 如上 的 一 个 杂乱 。 设 
(Σ΄ 是 由 如 的 所 有 具有 下 述 性 质 的 子 集 组 成 ， 
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(1) 每 个 子 集 与 乡 的 每 个 元 素 的 交 不 空 。 

(2) 每 个 子 集 是 具有 性 质 (1) 的 最 小 者 。 
那 末 , % 是 召 上 唯一 的 杂乱 ,使 得 ( 乡 ,， 关 ) 是 五 的 一 个 区 组 化 
系统 。 (1ΕΒΗ ΠΒ 11.43) 

例如 , 若 乡 是 联结 % 和 4% 的 基本 链 集 合 , 则 ο ἘΞ} ΒΝ ἡ ΠῚ 
υ 的 基本 割 集合 , (0, Xf ) 是 边 集 加 的 一 个 区 组 化 系统 。 

定理 11.9 καί, 党 ) 是 有 限 集 轩 的 一 个 区 组 化 系统 ， 7 
是 召 上 的 实 值 函 数 , 那 末 

max min f(e) 一 mmin max f(e) (11-13) 


《证 明 见 题 11.44) . 
算法 11.4 求 使 (11-13) 式 成 立 ， 即 n min Τ() ~max fe) 


的 PE 和 区 'EX 及 其 值 的 方法 。 
步骤 如 下 : 
1) 把 函数 值 (6) ο β1:Χ. 3} ἠνάν ᾿ ΡΞ ΗΕ ξ 
G1> 425» > am 
(假定 共有 πι 个 不 同 的 函数 值 。) κ 
2) 把 如 划分 为 {81，F2,…，Fm}， 这 里 ;= [0106 Β 
(6) --αι], ὃ--1, 2, -.', Mo 并 设 4o 一 他。 | 
ὁ) 找 出 足 标 也 使 FoU FiU PsU-… .UF 不 含有 多 中 的 
75Ξ, ΠΠ FoU FiU FaU… Ενα) ΡΕ ΒΒ θη; π κ 
Ρ', 显然 有 
01 αι 


且 
max min f (ο) > (1-14) 


4) 因 Ρο’ PiU FsU…UFii 不 含有 尹 中 的 元 素 , 所 以 ， 
在 Εν) νι) εν. UZ ΠΗ ο 的 一 个 元 素 Κ/σο ΠΕΝ 
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μα 


ΡΕ Ρο} Εις) ιν Ἠλε ΚΕΙ) FicaU…UF,( 否 则 与 
(Θ» 4) 是 种 的 一 个 区 组 化 系统 矛盾 )， 这 得 出 

| max f (6)=at 

Β | 

min max fle) «αι (11-15) 


9. ΤΟΠ’ Κα 

把 %m 个 人 安排 到 一 个 流水 生产 线 的 n 个 工作 岗位 上 。 设 第 
2 个 人 对 第 了 个 工作 的 处 理 速度 是 cs。 每 个 人 对 每 一 工作 的 处 
理 速 度 用 速度 矩阵 OC= (ew) 表示 。 整 条 生产 线 的 进度 等 于 该 生 
产 线 上 速度 最 慢 的 人 (瓶颈 ) 的 处 理 速度 。 问 题 是 如 何 确定 人 对 
工作 的 指派 , 使 生产 线 速 度 最 快 。 设 ὃν, δο, ---, ἐν 是 一 个 指派 ， 
生产 线 能 够 进 和 了 的 速度 是 Ch C2ia, τν Cn, 中 的 最 小 者 。 我 们 
的 目的 是 求 Μι 


aX min όμι 
13, αι τ ΤΠΚ 1 κ Ίςῃ 


νε 到 。 

这 个 问题 可 以 看 作 瓶 颈 问题 , 用 算法 二 .4 求解 。 这 里 代表 

须 指 派 问题 的 图 G 是 一 个 及 ,,, 完全 二 部 图 。 结 点 是 $1, ου 

…, (ΣΕ ΑΛ) ΤΗ δι, ἐς, …, ἐν Φε nn 个 工作 岗位 )。 每 个 
si 到 每 个 妇 有 一 条 边 , 其 容量 为 6y。 设 多 是 指派 的 集合 , 每 个 指 
派 是 具有 条 边 的 G 的 一 个 完全 匹配 。 容易 看 出 ρα Ἡ Εμ 
一 个 和 杂乱， 根据 定理 11.8,， 只 要 找 出 符合 定理 中 两 个 条 件 的 Ὦ 
的 子 集 族 2, (5, %) 便 是 刀 的 一 个 区 组 化 系统 。 我 们 这 样 地 
构造 .和 的 元 素 Κ. 

任 选 两 个 集合 4 {δι, 80, ελλ δι] 和 AoC έι, ο, -'', ὑπ] 
使 |4i| -十 |4s| 一 wn 十 1, Ἑ | 
τος Κ-ίο|ο 是 一 个 端点 在 Αι, 另 一 端点 在 4s 的 边 } 
让 Αι, «Ας 凯 历 所 有 不 同 选 法 , 就 得 出 .入 的 所 有 元 素 。 
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ἜΣ δὴ ἘΚΕΑΧΗΕΡΙΕΗΗ Οἵ 是 符合 定理 1.8 中 两 个 条 件 的 。 
因此 定理 11.9 中 的 等 式 : 


max min ση, min ον 
| κ. .- 十 μα μι 464, 
成 立 。 这 样 便 可 应 用 算法 11.4 求解 。 
题解 及 评注 
11.1 给 出 一 个 2x2 ΓΙ {55 它 仅 有 的 两 种 不 
问 的 指派 都 是 稳定 的 。 
A B 


μη 2) (2, | 
δια, Ὁ (1, 2) 

第 一 种 指派 : < 对 4, 5 对 B。 

种 二 种 指派 : a 对 B, 5 对 4。 

弓 果 &, 5 代表 男孩 , 4, B 代表 女孩 。 第 一 种 指派 中 每 个 
男孩 都 得 到 第 一 选择 。 第 二 种 指派 中 每 个 女孩 都 得 到 第 一 选 
择 。 因 而 两 种 指派 都 是 稳定 的 。 
评注 稳定 指派 问题 也 常常 表述 为 人 对 工作 的 指派 ， 即 每 
个 人 ( 共 m” 个 ) 对 每 件 工作 (共和 件 ) 都 根据 其 爱好 程度 给 出 选择 
等 级 。 每 件 工作 (实际 上 是 管理 员 ) 对 每 个 人 都 按 其 胜任 该 工作 
的 程度 给 出 选择 等 级 。 一 个 指派 是 每 个 人 都 分 配给 一 件 工 作 。 
下 边 有 关 稳 定 指派 的 例题 , 大 多 以 人 对 工作 的 指派 为 模型 的 。 

11. 假定 在 人 对 工作 的 择优 指派 问题 中 ， 某 人 & 把 某 工 
作 4 排 在 第 一 级 ， Π 把 6 也 排 在 第 一 级 。 证 明 在 任何 稳定 指 
派 中 , 必 将 w 指派 给 4。 

证 ” 反 证 法 。 假 定 在 一 个 稳定 指派 中 ， 指派 给 工作 B， 而 
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茶 个 人 指派 给 下 作 4。 显 然 6 认为 工作 BB 的 级 别 低 于 4。 同 
Ἠ ΑἈ ομηρία γα Να 53Κ ΑΠ ΘΒ, Α λα 
ο, 因而 这 个 指派 是 不 稳定 的 。 
1.5 对 于 给 定 的 选择 等 级 和 矩阵 和 一 个 指派 ， 试 描述 如 何 
判定 该 指派 是 不 是 稳定 的 。 
解 Ἡ ΜΗ ίσια, ma 一 04， Wa，…，Wn}。 依 
次 考察 πι 一 1,，2,…nr。 营 在 指派 中 ，m; 指派 的 是 ww， 则 在 
和 矩阵 第 纪行 从 左 至 右 逐 个 考查 是 否 有 wn， 把 wx 排 的 等 级 比 
wy 高 。 寿 有 ， 则 考察 ws。 如 果 在 指派 中 me 指派 给 wr 且 wi 排 
mm 于 me 之前， 则 说 明 该 指派 是 不 稳定 的 。 否 则 继续 考察 。 若 
最 终 找 不 到 不 稳定 点 , 则 该 指派 是 稳定 的 。 
例如 , 给 定 的 选择 等 级 矩阵 是 
ml(l, 3) (2, 4) (3, Ὁ (4, 4) (5, 3)- 
.Ra (ο, 3) (4, 1 ϐῷ, 5) ὦ, 9) (1, δ) 
πο] 1, 4) (C3, 5) Ω, 2) (4, 2) (5, 1) 
ma | (2, 9) (4, 2) (6, 4) Ω, 5) (3, 2) 
ms LC2, 1) Ω, 5) (3, 3) (5, 1) (4, 48). 
指派 是 mi υι), (πυρ, 9), (ms, 4), (Ma, Wa), (σης, ws)。 ΤΠ 
在 考察 到 ms 时 发 现 wi 喜欢 m5 胜 过 mw， 而 ms ἘΚ ἋΚ 1νι ΒΕΠ 
Ws5, 殷 以 指派 中 (ms, ws) 是 不 稳定 点 , 整个 指派 不 稳定 。 
11.4 对 于 下 边 的 选择 等 级 矩阵 ， 试 找 出 所 有 的 稳定 指 
派 。 
141 Wa 103 
πι[α, 8) (3, 3) (3, 1] 
8, Ὁ Ω, 3) Ω, 3) 
Ρ 2) (8, 9 Ω, | 
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κ 共有 3 个 稳定 指派 , 它们 是 : 

1) (ηνι, Ww1) ， (ma, Wa) ， (πια, 104) 

2) (παπι, Wa), (Ma, 09), (Ma, υη) 

3) (πει, ια), (πια, 101), (ma, Wa) 

容易 验证 它们 都 是 稳定 的 ， 并 且 也 容易 验证 别 无 其 它 指派 
是 稳定 的 。 

11.5 设 人 对 工作 的 择优 指派 问题 中 ， 选 择 等 级 矩阵 具有 
如 下 形式 。 试 证 明 至 少 存 在 ”个 稳定 指派 。 

m1 TC, νη) (2, n—1) (3, n—2) 9 (η, 1) 

πιο ία, Ὁ ,nn) 8, 5-1} ... (mn-1, 9) 


πουν. αἱ (3, π--2) (4, Ῥ--8) (δ, π--4) 9 (8, π--1) 
mn | (9, π--1) (8, π--θ) (4, 0 一 3) «.. (1, πλ) . 


证 ”以 下 % 个 指派 都 是 稳定 的 ; 
1) (οι, οὐχ), (ms, 09), σσ, (Mn, 10.) 
2) (σοι, 9), (ma, 109), ως (σον, 101) 


3) (mm, 9), (m2, 104) ， σ᾽; (ση, 109) 


π) πι, οι), (πια, οι), τε, (η, Wn_1) 

这 是 因为 第 名 =1， 2，…，9) 个 指派 中 ， 每 个 人 都 获得 他 
的 第 了 级 选择 , 每 件 工作 都 获得 它 第 nw 一 5 十 1 级 选择 ,而 等 级 拭 
阵 中 各 侦 对 的 两 个 分 量 之 和 是 n+1。 车 指派 中 有 侦 对 (a,，4)， 
(2，B)， 则 或 者 把 4 排 得 比 B 高 ， 或 者 B 把 5 ΒΗΒΗ, σα 高 ， 
二 者 必 居 其 ~-。 所 以 指派 是 稳定 的 。 

1.6 用 延期 接受 算法 ,对 下 列 选择 等 级 矩阵 , 求 出 一 个 稳 
定 指派 。 


ο 487 ευ 


α αι, 3) (2, 8) (3, 3) (4, 3)- 
p| (1, 4 (4, 1) (8, 3) (2, 2) 
ο) (2, 2) (1, 4) (3, 4) (4, 1) 
| αἱ cd, Ὁ (C2, 9) 8, 1) Ω, 4). 
解 ” 算 法 的 执行 过 程 可 用 表 11.1 表示 。 
表 Ἡ 1 
队列 | 第 一 步 * | 第 二 步 | 第 三 步 | 第 四 步 | 第 五 步 | 第 六 步 


ο. | πο | {9 {a} | fad | Ὁ {0} 
0» {ο} ο ο αν | Ὁ.) | 人 
Ὁ | α | ο .. ο. ασ. go 
Wp { | ba {2} {5} {2} {2} 


* 这 里 的 一 步 指 算法 执行 一 次 循环 。 下 同 。 
结 采 (CO) ὦ, D), (ο, Α), (ἆ, Β) 是 一 个 稳定 指派 。 
1.7 证 明 上 题 中 的 选择 等 级 矩阵 , 恰 有 一 个 稳定 指派 。 
证 ”假定 上 题 的 指派 是 人 对 工作 的 指派 。 因 为 构造 稳定 指 


表 Ἡ 9 


派 的 算法 是 让 人 先 挑选 工作 的 , 正如 内 容 提 要 指出 的 , 这 样 所 得 
的 指派 是 对 人 最 优 的 。 如 果 反 过 来 , 让 工作 先 挑选 人 , 用 同样 的 
方法 将 得 到 一 个 对 工作 最 优 的 稳定 指派 。 其 执行 步 又 如 表 11 .3。 

得 到 的 稳定 指派 和 上 题 的 绪 果 相同 。 

这 就 意味 着 同一 个 稳定 指派 既 对 人 最 优 , 又 对 工作 最 优 。 因 
而 只 有 这 唯一 的 一 个 稳定 指派 。 若 不 然 ， 则 存在 另 一 个 稳定 指 
派 , 不妨 设 其 中 5 不 是 对 0, 而 是 

(α, ΧΑ) 和 (ο, ο) 
因为 原 指 派对 人 最 优 , 所 以 < 应 把 C 排 在 闷 之 前 。 又 原 指派 对 
工作 最 优 ， 所 以 C 应当 把 α ΤΕΕ e 之 前 。 这 样 含 有 (c, 对) 和 
(6, Ο) 的 指派 是 不 稳定 的 。 得 出 了 矛盾。 

1.8 用 延期 接受 算法 对 下 列 选择 等 级 矩阵 ， 求 一 个 稳定 
指派 。 


al (Ll, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 8) 


解 ” 为 了 位 化 书写 形式 , 如 果 & 出 现在 某 队列 中 , 则 表示 α 
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被 拒绝 。 算 法 的 执行 步骤 如 表 11.8 所 示 。 

得 到 的 稳定 指派 是 (&@, Ο), (ὦ, D), (ο, 4), (ἆ, Β) ο 

11.9 证 明 用 延期 接受 算法 对 一 个 %Xn 的 选择 等 级 矩阵 
求 其 稳定 指派 最 多 用 ww? 一 2%w 十 2 步 。 并 验证 题 芋 .8 恰 达 到 这 
个 上 界 。 

证 算法 至 少 执行 一 步 。 在 执行 的 某 一 步 上 ， 若 有 人 被 拒 
” 绝 ， 则 算法 将 要 增加 一 步 。 所 以 算法 执行 的 步 数 不 超过 拒绝 总 
次 数 加 1ο 内容 提要 已 指出 , 延期 接受 算法 总 可 以 构造 出 一 个 稳 
定 指派 , 因而 同一 个 人 最 多 被 拒绝 一 1 次 。 但 我 们 可 证 明 最 多 
只 有 一 个 人 被 拒绝 % 一 1 次 ， 而 其 余人 最 多 被 拒绝 % 一 2 次 。 匣 
不 然 . 有 w ὃ 两 人 都 被 拒绝 了 % 一 1 次 ,而 最 终 得 到 稳定 指派 

ία, Α), (ὦ, B),... (Ὁ 
则 我 们 交换 (1) 中 的 Α 8, 所 得 的 指派 
(α, Β), (ὦ, 4)... 

仍 是 稳定 的 ， 因 为 在 (了 中 4 对 4, 5 对 B 的 评价 等 级 都 是 
n 一 一 最 坏 的 选择 。 交换 不 会 破坏 稳定 性 。 但 这 和 应 用 延期 接 
受 算法 所 得 的 指派 对 人 是 最 优 的 矛盾 。 

这 样 , 算法 所 用 步 数 最 多 

1 十 (1-1) ἠ- (η--1) (ι--9) 一 02 一 29 十 2 

本 题 得 证 。 

题 11.8 中, n==4， 最 多 执行 人 一 2 x 4 十 2 二 10 步 。 而 该 题 
恰 用 了 10 步 。 因 而 它 恰 达 到 这 个 上 界 。 

1.10 证 明定 理 霸 .1 一 一 延期 路 受 算 法 所 得 的 稳定 指派 
是 对 男孩 最 优 的 。 | 

证 ”如果 存 在 一 个 稳定 指派 , 它 指派 一 个 女孩 4 给 一 个 胃 
χα, 我 们 说 4 对 w 是 合适 的 。 现 证 明 “ 根 据 延 期 接受 算法 ， 即 
算法 1.1, 得 出 的 指派 中 , 没有 男孩 被 合适 于 他 的 女孩 所 拒绝 .> 
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对 算法 执行 步 数 作 归 纳 证 明 。 

二 1 时， 假定 a, ὁ 都 选 Α, 4 喜欢 % 而 拒绝 9， 我 们 断言 
4 对 5 是 不 合适 的 。 若 不 然 ， 有 一 稳定 指派 ,， 它 指派 5 给 4, 而 
把 a 指派 给 另 一 女孩 。 但 4 是 % 的 第 一 选择 ; 而 4 喜欢 & ΠΕ 
ὁ. ΜΗ, 指派 是 不 稳定 的 ， 得 出 矛盾 。 歼 m= 上 时， 命题 成 立 。 

ἐξ τυ--; 时 命题 成 立 , 须 证 % 一 4 二 1 时 命题 也 成 立 。 和 基础 
步 的 证 法 类 似 。 假 定 在 十 1 步 ,4 喜欢 & 而 拒绝 6， 我 们 证 明 
4 对 5 是 不 合适 的 。 若 不 然 ， 有 一 稳定 指派 ， 它 指派 0 给 44, 而 
指派 α 给 另 一 女孩 。 但 根据 算法 , α 最 喜欢 Α, 除了 那些 不 合适 
的 即 已 拒绝 过 他 的 外 ; 而 4 喜欢 & 胜 过 2。 因 此 , 指派 是 不 稳定 
的 ， 得 出 矛盾 。 根 据 归 纳 原 则 , 上 述 命题 成 立 。 

又 男孩 选择 女孩 是 按 等 级 次 序 的 , 根据 上 述 命 题 , 立即 得 出 
指派 给 男孩 的 女孩 是 他 所 能 得 到 的 女孩 中 最 好 的 , 证 毕 。 

11.11 能 否 把 延期 接受 算法 推广 到 mm 个 人 和 和 % 个 工作 的 
情况 , 这 里 ποπ πιο | 

解 1} ΛΕΒ Πο Ἠ πμ Ἄηρε, ΠΕ 
目 条 件 改 成 , 如 果 没 有 人 被 拒绝 , 则 得 到 一 个 稳定 指派 。 但 这 里 
的 稳定 指派 是 指 每 个 人 都 分 配 到 合适 的 工作 ， 而 不 理会 罗 一 各 
件 工 作 没 人 去 做 ， 并 用 与 内 容 提要 中 相似 的 方法 可 证 明 对 和 尾 一 
个 mxn (m 志 0) 的 选择 等 级 矩阵 总 存在 一 个 稳定 指派 。 

11.12 把 稳定 指派 的 理论 推广 到 下 述 入 学 问题 : % 个 考生 
和 πι 个 招生 院 校 , 第 了 个 学 校准 备 招 站 0 个 学 生 。 每 个 考生 可 
申请 到 这 m 个 院 校 中 的 一 些 或 全 部 院 校 去 ， 且 按 其 志愿 ， 对 其 
所 申请 的 院 校 给 出 优先 顺序 ， 同 样 每 个 院 校 把 申请 到 该 校 的 考 
生 亦 给 出 录取 优先 顺序 , 当然 , 对 某 些 认为 不 够 录取 基本 条 件 的 
学 生 , 即使 学 院 招生 名 额 未 满 也 允许 不 接收 。 男 外 还 假定 考生 对 
欲 进 入 的 院 校 ， 院 校对 可 考虑 录取 的 考生 所 给 出 的 优先 顺序 是 
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没有 相持 的 。 

解 ” 首 先 我 们 定义 稳定 指派 ， 一 个 稳定 指派 是 指 没有 下 述 
情况 的 一 个 指派 : 学 生 a 分 配给 学 校 4, 但 是 4 更 喜欢 ,同时 B 
认为 w 合格 而 或 者 B 的 招生 名 额 未 满 , 或 者 已 满 但 认为 a 优 于 
分 配给 B 的 某 个 5。 

算法 的 总 构想 和 延期 接受 算法 大 体 一 致 ， 不 过 选择 等 级 要 
增加 co 一 级 。 考生 对 他 未 申请 的 学 校 的 优先 数 是 oo， 学 校对 
不 够 录取 基本 条 件 的 考生 的 录取 优先 数 也 是 co。 另外 在 算法 中 
增加 一 个 淘汰 队列 , 不 妨 设想 它 也 是 一 所 学 校 , 它 的 招生 定额 是 
%， 且 不 拒绝 任何 人 ， 它 对 学 生 的 评级 是 任意 的 。 而 学 生 对 淘汰 
队列 的 评级 都 是 m 十 1。 算法 如 下 . 

1) 每 个 考生 都 处 于 他 第 一 选择 的 学 校 队列 中 等 待 接受 。 

2) 每 个 学 校 , 首先 拒绝 那些 认为 不 符合 基本 条 件 的 等 待 接 
受 考 生 ( 如 果 存 在 的 话 )。 车 等 待 队列 中 余下 的 人 数 n 多 于 该 
校 的 招生 名 额 οι 的 话 ， 那 么 该 校 就 按 录 取 优 先 顺 序 拒绝 其 中 的 
πι σι 个 人 而 让 其 中 gi 个 继续 等 待 接受 。 

3) 如 果 在 第 2) 步 中 没有 任何 考生 被 拒绝 ， 则 把 各 校 等 待 
接受 的 考生 指派 给 该 校 , 算法 结束 。 否 则 

4) 对 第 2) 步 上 被 拒绝 的 每 个 人 ， 按 他 下 一 个 最 高 选择 等 
级 继续 排队 等 待 接收 , 并 转 第 9) 4. 

这 个 算法 是 正确 的 , 原因 是 . 

1) 算法 会 终止 。 因 为 学 生 人 数 有 限 , 每 个 学 生 可 转 校 的 次 
数 有 限 , 故 可 转 校 的 总 次 数 有 限 。 而 算法 每 执行 一 次 , 可 转 校 总 
次 数 至 少 减 1 故 算 法 会 终止 。 

2) 算法 终止 时 所 得 的 指派 是 稳定 的 。 假 定 在 此 指派 中 
等 9 个 人 已 指派 给 学 校 4，2 已 指派 给 学 校 B， 但 53 喜欢 4 胜 
过 B, 屠 末 在 算法 的 某 步 上 , 5 选 4 而 被 4 拒绝 ,肯定 5 的 等 级 
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比 不 上 等 9 个 人 。 故 这 一 指派 是 稳定 的 。 

由 此 得 出 , 稳定 指派 总 是 存在 的 。 

此 外 , 还 可 汤 言 “本 算法 所 得 稳定 指派 对 学 生 是 最 优 的 .证 
明 如 下 ， . 

首先 要 指出 ， 如 果 拒 绝 的 原因 是 学 校 评 某 考生 为 oo, 那么 
该 校 不 合适 于 该 生 是 明显 的 。 所 以 以 下 证 明 中 不 再 论述 这 种 情 
况 ， 仅 讨论 优先 数 是 有 限 的 情况 。 我 们 对 算法 步 数 作 归 纳 证 
明 。 

一 工时 , 假定 4 被 4 所 拒绝 我们 汤 言 4 不 合适 于 a。 车 
不 然 , 有 一 稳定 指派 , 把 α 指派 给 4, 而 现在 等 待 4 接受 的 学 生 
中 至 少 有 一 名 不 在 4 的 接收 名 单 上 ， 不 妨 设 5 为 B 所 接收 。 
但 4 是 5 的 第 一 选择 , 而 4 评 欢 5 胜 过 4a， 因此 指派 是 不 稳定 
的 。 得 出 矛盾 。 故 % 一 + 时 命题 得 证 。 

δὲ wb 时 命题 成 立 。 必须 证 %=k 十 1 时 命题 也 成 立 。 假 
设 在 6 十 1 步 ,4 拒绝 了 α, 我 们 证 明 4 不 合适 于 a。 车 不 然 , 有 
一 稳定 指派 把 α 指派 给 4, 而 现在 等 待 4 接受 的 学 生 中 至 少 有 
一 名 5 不 在 4 的 接收 名 单 上 ， 不 妨 设 5 为 B 所 接收 ,但 4 是 
的 最 高 选择 , 除了 已 拒绝 他 的 学 校外 。 而 4 喜欢 8 胜 过 a, 因此 
指派 是 不 稳定 的 。 得 出 了 矛盾。 根据 归纳 原理 , 命题 得 证 。 

又 学 生 的 选择 是 按 等 级 次 序 的 。 根 据 以 上 命题 ， 立 即 可 得 
出 指派 给 各 学 生 的 学 校 是 他 能 够 得 到 的 学 校 中 最 好 的 。 证 毕 。 

11.18 证 明 如 果 一 个 商人 评价 自己 的 商品 高 于 其 他 所 有 
人 的 商品 ， 那 么 在 任何 一 个 核心 分 配 中 ， 他 都 获得 他 自己 的 商 
品 。 

证 设 商 人 总 数 是 %w。 当 m=1 时 显然 为 真 。 现 设 mw>>1 并 
设 商 人 了 评价 自己 商品 高 于 其 他 人 的 商品 。 若 有 核心 分 配 4, 
使 了 没有 闭 得 自己 的 商品 ， 则 可 作 和 集合 S={T}, 1S|<n, πῇ Τ 
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把 目 己 的 商品 分 配给 自己 ,比分 配 4 要 好 。 这 和 4 是 核心 分 配 
ΖΒ ἐκ. ΕΒΕ. 

评注 ”这 里 的 证 明 不 能 用 算法 1.2 所 构造 的 核心 分 配 来 
验证 。 这 是 因为 核心 分 配 不 唯一 , 而 算法 仅 给 出 其 中 的 一 个 。 

11.14 构造 一 个 交易 问题 的 例子 , 使 得 其 中 每 一 个 核心 分 
配 怡 好 有 一 个 商人 获得 他 的 第 一 选择 。 

解 以 下 8 阶 选 择 等 级 矩阵 

了 1 Γον ΤΊ 


[1 2 8 
ol 2 8 
πει Ἱ 2 3 


是 符合 题 意 的 例子 。 这 个 例子 中 , 只 有 一 个 分 配 是 核心 分 配 , ΒΒ 
就 是 每 人 都 获得 他 自己 的 商品 。 当 然 ， 对 于 任意 的 % 也 可 构造 
类 似 的 例子 。 
评注 为 了 确信 上 例 中 只 有 一 个 分 配 是 核心 分 配 ， 可 反复 
利用 题 11.18 中 的 结论 。 : 
11.15 证 明 对 于 下 列 选择 等 级 算 阵 恰 有 两 个 核心 分 配 。 并 
指明 哪 一 个 分 配 是 用 算法 11.2 得 到 的 。 
| Ππι Τ. Τι 
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证 图 女工 给 出 了 几 个 分 配 的 形式 。 图 中 。 -一 >。 者 
示 商 人 心 获得 商人 的 商品 。 

其 中 (a), (5) 表 示 两 个 核心 分 配 , 而 (@) 是 由 算法 11.5 所 得 
到 的 。 其 它 任何 分 配 都 具有 (g) 的 形式 , 容易 验证 都 不 是 核心 分 
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ερ) (0) . (ϱ) 
图 11.1 


配 。 例 如 (6) 中 ， 若 令 δ-- το, Τε 保留 自己 的 商品 要 比 得 到 
2 的 商品 好 , 所 以 (o) 表 示 的 分 配 不 是 核心 分 配 。 

11.16 假定 一 个 商人 把 自己 的 商品 排 在 第 级 , 证 明 在 任 
何 核 心 分 配 中 ,该 商人 得 到 的 商品 不 低 于 级 。 

证 ”此 题 是 题 基 .13 的 一 般 形式 , 用 类 似 的 方法 可 证 得 。 

11.17 证 明 用 算法 11.2 所 得 到 的 核心 分 配 中 ， 至 少 有 一 
个 商人 获得 他 的 第 一 选择 。 且 证 明 可 能 存在 一 个 核心 分 配 ， 其 
中 没有 任何 人 获得 其 第 一 选择 。 

证 用 算法 11.2 构造 核心 分 配 时 , 作 有 向 图 Di, 而 Di 中 
至 少 有 一 个 回路 Wi 回路 Wi 上 的 所 有 点 所 代表 的 商人 将 获得 
其 第 一 选择 。 

题 世 .15 ΗΠ} 11. 1(δ) 所 示 的 核心 分 配 是 证 明 第 二 个 断言 
的 一 个 例子 。 

11.18 证 明 在 交易 问题 中 ,存在 一 个 核心 分 配 ， 其 中 每 个 
人 都 获得 他 的 第 一 选择 当 且 仅 当 用 算法 11.2 所 构造 的 有 向 图 
Di 是 由 两 两 不 相交 的 基本 回路 组 成 。 

证 “ 当 部 分 很 容易 证 明 。 因为 Di 由 两 两 不 相交 的 基本 
回路 所 构成 。 这 样 , 每 个 点 所 代表 的 商人 都 在 某 个 基本 回路 上 ， 
且 获 得 其 第 一 选择 。 显 然 这 是 一 个 核心 分 配 。 

τα” 部 分 。 因 为 每 个 商人 都 获得 了 其 第 一 选择 ， 所 以 每 
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件 商品 恰 有 一 个 商人 把 它 排 在 第 一 等 级 。 因而 用 算法 11.2 
构造 Di 时 , 每 个 点 都 恰 有 一 个 出 度 和 一 个 入 度 。 设 全 是 Di 中 
任 一 个 点 , 则 了 必 处 于 Di 的 一 个 连通 分 图 中 , 记 该 连通 分 图 为 
G， 且 它 有 1 和 1 和 个 点 。 由 于 这 个 点 相互 连通 且 每 个 点 恰 
有 一 个 入 度 和 一 个 出 度 , 因而 αι 是 一 个 基本 回路 , 且 不 与 Di 一 
Gi 中 的 点 有 边 相连 。 但 下 是 任意 的 , 这 就 证 明了 命题 。 

1.19 对 于 下 列 选择 等 级 和 矩阵， 用 算法 11.9 构造 一 个 交 
易 问 题 的 核心 分 配 。 


Ἶι Το το Τι 1s Te I 


Τι 3 i 4 7 5 6 
Το 1 6 4 3 2 7 5 
Πιο τ 3 5 1 4 6 
πι 4 2 7 τι 6 δ! 
Τί 1 3 4 2 5 7 6 
πι 2 4 i 5 3 7 6! 
πι 7 3 4 ὁ 1 6 5- 


解 ” 构 造 过 程 用 图 11.2(α) ~ (@) 所 示 。 

第 一 步 获 得 Νι, 如 图 11.2(q) 所 示 。 

第 二 步 获得 Ν., 如 图 11.9(δ) βῆ Πτα 

第 三 步 获 得 Νο, 如 图 Τ1.3(ο) 所 示 。 

第 四 步 获得 Νι, 如 图 11.2 (ὦ) 所 示 。 

最 后 得 到 核心 分 配 ，Ti 获得 Ts 的 商品 ，Ts 获得 Τε 的 商 
品 , Το 获得 Ti 的 商品 , Ts 获得 Τ 的 商品 , Ts 获得 Ts 的 商品 ， 
Το 获得 Ze 的 商品 ,Tr 获得 Ti 的 商品 。 

11.90 证 明定 理 二 .3 一 一 车 运输 计划 革 =(wis) 使 得 
BG( 玉 ) 含 有 一 个 基本 回路 ， 那 么 有 一 个 运输 计划 了 ,使 得 
BG(7) 不 含 回 路 且 耗 费 满足 ΟΚΥ «ΟκΧο 

证 ”假定 BG (XX) 含 有 一 条 基本 回路 7, 由 图 论 知 识 可 知 y 
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有 偶数 条 边 。 设 对 应 于 回路 的 边 的 运输 数 是 

μια, (μή, Ὅψμε, Ὅψ, -"', Wide «Ὅϊχῃ 
ΧΕ δι, δρ, ''', ἐμ Ἠῃ δα, ο, “'', 大 都 是 不 相同 的 。 对 应 于 这 些 
运输 数 的 单位 运费 是 

μη) Ον Οκ Ον “ss Οκ, Οἴχῃ 
| τς ϱπθοιω Γδμ ο tt On, οσοι -οιμ, 十 十 Co 比 ρα 
谁 大 , 在 大 者 所 对 应 的 运输 数 中 取 最 小 者 为 w 比如 说 p<9 则 
取 


α--τωἰτιζῶηη, ὤμῃ, “"', Win} 
μα Ἱ ἅ ΗΠ wis, σμμ, ''', wss Λ.Χ ΠΗ͂Ι οι ων στ ὥμῃ 
中 减 去 % 得 出 一 个 新 的 mx% ΕΕ, 记 为 2。 例如 ， k=3 时 ,2 
的 全 全 半天 下 


. σι τα Ld 
LZ=| «ου Wig τα Θα 


. πλω. Vi η τα 


因为 a 是 ws Ὅμ "''", «χι 诸 数 中 的 最 小 者 ， 这 得 出 数 v3 一， 
ii 一 0 "'', Όρια 都 非 负 且 至 少 有 一 个 等 于 0。 πα, ΒΖ 
的 每 一 行 或 者 与 了 的 对 应 行 相 同 , 或 者 从 对 的 对 应 行 通过 加 a 
到 一 个 运输 数 和 从 另 一 个 运输 数 中 减 去 a 得 到 ,这 得 出 对 每 一 
οσα, 2,…, πο, 第 纪行 运输 数 之 和 是 a:。 类 似 地 , 对 每 一 /一 二 
2 9 4 的 第 1 列 运 输 数 之 和 是 δ,ο 因此 ，Z 是 运输 计划 。 
Ἡλι, BG(Z) 比 BG (对 ) 至 少 少 一 条 边 , 因为 至 少 有 7 的 一 条 边 
不 是 2 的 二 部 图 的 一 条 边 。 运 输 计 划 2 的 耗费 是 
OxL =—=OxK +a(cnnt Cnnt "δρ 
--α(ομῃι--όιμ,"Γ + 034) 
--Ο«. Χ --α(ρ--σ) 
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因 p<9, 所 以 OxZ Ox 

如 果 BG(2Z) 没 有 回路 , 我 们 取 2 作为 了 YY。 如 果 8G(2) 还 
有 回路 , 我 们 用 Z Χ, 并 重复 以 上 论证 。 经 有 限 次 达 代 后 , 我 
们 得 到 运输 计划 工 , 它 的 二 部 图 BG (FY ) 没有 回路 , Β. 

OxY κοκ Χ 

1.91 设 供 应 量 为 2, 4, 5 需求 量 是 3, 4 4， 单 位 运费 
算 阵 为 O 运输 计划 革 。 试 确定 一 个 运输 计划 了 ,其 二 部 图 没有 
回路 , 且 使 得 耗费 O*Y «Ον. Χο 


2 8 1 1 1ο 
Ο-ιὸ 2 4| Χ-|1 2 1 
2 1 8 1 1 8 


κ 由 于 和 的 二 部 图 BG( 对 ) 中 有 回路 (参见 图 全 .3), 其 
中 一 个 回路 是 (δι, bi, 59, ἔα, δι), 它 对 应 于 ΑΧ 中 的 V11, «019, (224, 
wal 所 组 成 的 矩形 。 由 于 回路 上 对 应 的 单位 运费 
C11 十 C629 一 和 之 61g 十 Cm 一 6 
令 a 一 min (ῶ1ο, ὥρι) 1, 对 应 于 单位 运费 大 的 一 侧 减 去 α, 另 一 
侧 加 α, 即 ca 十 wa，2zla 一 ww，0aa 十 o wai 一 0, 得 一 个 运输 计划 及 '。 


「2 ο ο 
Χο 3 1 
1 1 8. 


其 二 部 图 BG (六 ) 仍 有 回路 (参见 图 11.4), [ΕΗ (5ο, ta, 88, 
ts，S2) ,对 应 于 之 和 中 的 ρα, ὤρα, 9, 23ao。 计算 

099-004 3- ὃ -- 6928+ 095 
令 απ πα (ολη, Φα) = 二 1( 因 两 侧 相 等 , 此 时 也 可 取 απ-παίη (zsas， 
zs3) 一 3)， 在 回路 上 交替 地 十 x， 一 得 到 一 个 运输 计划 了 。 了 了 
的 二 部 图 BG (了 ) 中 没有 回路 (参见 图 11.5)。 
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Ya3 13 58 要 
图 11.3 BG(X) κ 11.4 BG(X') 


Φ1 fi 


、 $a fa 
ΒΗ 11.0 ρα) 


2 0 0 
"| 4 | 
1 0 4 
计算 总 耗费 
COx* 友 一 2 十 3 十 0 十 3 十 4 十 4 十 2 十 十 9 一 28 
OxY 一 4 十 0 十 0 十 0 十 8 十 0 十 2 十 4 十 12 王 26 
可 见 ΟκΥκόοκΧ 
11.32 设 供应 量 ci，ca，…，cn， 需 求 量 δι, ὃς, .'', ὃς, 单 
位 运 价 矩阵 O= (οι), Χ 是 一 个 运输 计划 , 其 二 部 图 ΒΑ(Χ) 
连通 的 , Ν 是 天 的 非 零 运输 数 的 个 数 。 证 明 用 题 11.21 的 方法 
找 出 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 了 , 使 得 Ox 了 «Ο.Χ, 8η 
NWN 一 nm 一 nn 十 mn 一 0% 一 NL 十 1 ΚΤΕΛ, 
证 记 i= 六 一 m 一 nn 二 1。 设 第 多 次 应 用 题 11.21 1 
消去 回路 时 所 删 的 边 数 为 1 十 ad; 条 ， 则 所 得 运输 计划 的 二 部 图 
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ΞΕ 27 ΠΠ} αι 个 分 图 。 这 里 工 是 指 最 小 运输 数 w 所 对 应 的 一 
211, ἐμ 表示 和 此 边 同 时 被 删 去 的 其 它 边 的 数目 , ἀι5205 
我 们 证 明 应 用 题 11.21 的 方法 不 会 多 于 tt 次。 因为 如 果 已 
应 用 了 上 次 , 册 剩 下 的 边 数 是 
太一 GE 二 dr 上 上 da 十 … 十 d) 


不 妨 设 所 得 运输 计划 了 其 二 部 图 BG (了 ) (1) ΗΒ, 因 
为 | 

ζᾳ--ἆσ-ί-.''-ἰ-αι-- 1526 
所 以 NC-Fatdst…+d) <N—i-h+i=mt+n—h 


此 时 ΒΩ} ΗΕ, ΤΠΕ ἄι, ἀ», -.., ἄν 中 计 
数 的 那些 边 , 而 仅 删 去 每 次 在 1 中 计数 的 t 条 边 , 不 破坏 二 部 图 
的 连通 性 。 而 mn 个 结 点 的 最 小 连通 图 是 树 ， 应 有 mw 十 % 一 1 
条 边 。 从 BG( 节 ) 中 删 去 # 条 边 后 ， 只 剩 下 m+n 一 1 条 边 。 所 
以 此 时 图 中 己 无 问 路 。 再 把 加 上 的 员 十 ds 十 … 二 dt 条 边 删 去 ， 
当然 不 会 出 现 回 路 。 

故 应 用 题 坟 .21 的 方法 不 会 多 于 1 一 入 一 mn 一 n+ 次 先 代 。 
又 太守 Im 所 以 


Νο --πι-- τς Οι 一 和 一 多 十 二 


即 送 代 次 数 不 多 于 mm 一 m 一 n 十 1 次 。 

11.23 设 也是 一 个 运输 计划 ， 二 部 图 BG (了 Y) 中 至 少 有 
一 个 回路 。 证 明 有 无 限 多 个 运输 计划 ， 其 二 部 图 与 BG (了 ) 相 
同 。 

证 设 回 路 上 对 应 的 运输 数 为 οι, «Ὁἱι]α»Ὅίᾳ]ε ΟΝ α”“, μα, 
wuno 令 w 是 这 些 运输 数 的 最 小 值 。 那 么 在 这 些 运 输 数 上 交替 地 
加 上 、 减 去 ε, 其 中 0<s<ow 得 出 一 个 运输 计划 Χ', Χ’ 的 二 部 
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图 βα(Χ” 5 BG(Z) 全 同 。( 因 为 没有 增加 或 删 去 任何 边 ) 而 
这 样 的 的 实数 。 有 无 限 多 个 。 因 而 可 以 构造 无 限 个 所 。 
11.4 证 明 应 用 西北 角 规 则 得 出 的 运输 计划 = (ww) 


中 , ΠΕ ΗΗ wi 都 是 

(αιι -ᾶῃ---'. αι.) — (O05 + bs t+ bi) (1) 
或 . 

(δι τι) --(αι--αι + t+ i,) (2) 


的 形式 。 这 里 osE {αι, αλ, ''', ἄπ], δικς {ὃι, δα, -'», δι), Εἰ 
0<p<m, θΟ--φ--η 

证 ”对 供应 站 和 需求 站 数 之 和 mr 十 % 作 归 纳 。 

m 十 n 一 2 时 , wi1 一 01 一 了 y, 显然 真 。 κ 

友 小 于 mm 十 % 时 命题 为 真 ， 现 证 mr 十 % 时 也 真 。 根 据 西 北 
角 规 则 , 有 三 种 情况 ， κ / : 

(4) σι «ὖι, Ἡσιι--αι, αιχ-Ό, 7 一 2 8, ».., n。 余 下 下 
考虑 的 供应 量 为 αν», τν", ἄμ, 需求 量 是 b1 -ὖι-- αι, δα, ο", On 的 
于 和 运 答 问题 。 因 为 加 一 +m<m% 二 % 根据 归纳 假设 , 其 运输 计 
划 的 各 分 量 οι 都 有 (1) 或 (2) 形式 (对 子 运 输 计划 而 言 )。 用 
δι--αι {ΕΕ η: δι, ἘΚ ΒΗ [π, 原 运输 计划 的 各 分 量 ίση, 包括 211, 
者 有 (了 或 (2) 形 式 。 可 见 这 种 情况 命题 成 立 。 

网 理 可 证 (1) αι» δ. ἈΠ (13) αι--ὖι {θ ἸΗ͂ δία ἐκ 45 ΚΠ 8 

证 。 

1.25 对 下 述 供应 量 和 需求 量 的 运输 问题 , 应 用 西北 角 规 
则 去 确定 其 运输 计划 。 

(a) 5,6, 7 和 4 4, 8. 

(b) 1, 1, 1, 1, 1,5 和 和 2, 2, 2, 9 ὃς 

κ (ο) 


«602. 


(0) 


， 试用 东北 角 规则 求解 。 


11.26 对 题 11.25 


解 (8) 


(b) 
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ομωΦο 99 ο 
ο Ἅ κ.κ... 
ϱὐιωϱος Ὁ 
ΠΙΟ Η 3 5 
ΘΡΙΟΟΟΘΦΟΦΟ ΤΠ 


ο 
ο 


11.97 证 明 用 西北 角 规则 所 构造 的 运输 计划 , 其 二 部 图 不 
会 出 现 回路 。 

证 ”对 供求 站 个 数 之 和 mm 十 nw 作 归纳 证 明 。 

m 十 % 一 2 时 , 显然 真 。 

假定 小 于 mn 时 命题 成 立 。 用 西北 角 规则 构造 σιι ΒΗ, 
Ἔ αι--δι, 则 令 V11 αι, 并 用 ὃι-- ὃι--αι 代 蔡 0。 这 时 供应 站 
δι 形成 一 个 孤 悬 点 , 而 剩余 的 m 一 1 个 供应 量 和 % 个 需求 量 。 由 
归纳 假设 ， 用 西北 角 规则 构造 的 运输 计划 Χ’ 其 二 部 图 是 无 回 
路 的 。 而 把 孤 晤 点 σι ἨΗΑΚ1Η {5ι, 妖 ) 添 加 到 Χ’ μὴ --. ΒΒ ΕΙ Πι, 
就 形成 了 运输 计划 Χ 的 二 部 图 。 因 这 条 和 孤 悬 边 不 会 使 下 的 二 
部 图 形成 回路 ， 故 命题 成 立 。 若 m1>>01, 用 类 似 的 方法 可 证 明 。 
在 4 一 04， 则 可 形成 两 个 孤 悬 所 δις 下 ἩΠ-4“ΠΕΙ31 (5, ἐι), 而 
剩 下 m 一 二 个 供应 量 和 %* 一 1 个 需求 量 。 由 归纳 假设 , 可 构造 其 
二 部 图 无 回路 的 运输 计划 Τε Χ’ ΠΡ ΕἸΠΗ͂ δι η ὑι Λε 
其 联结 边 , 即 得 运输 计划 ᾱ 的 二 部 图 , 显然 也 无 回路 。 

纤 上 所 述 , 永 证 明了 命题 。 

11.28 求 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 还 可 以 用 下 述 方法 . 
在 单位 运费 矩阵 0O= (οι) 中 选 最 小 的 cj 所 对 应 的 vw 来 填 入 ,只 
要 该 zy 前边 未 曾 处 理 过 。 填 入 的 规则 是 ， 
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(1) 车 @<b, 令 wy 一 mm 第 了 行 其 它 未 填 元 素 全 填 0, 并 把 
b; 改 为 0b; 一 Qio | 

(2) Τ᾽ αι, 3 oo 一 0 38 列 其 它 未 填 元 素 全 填 0, ἪΡ 
αι 改 为 αι -- 

(38) Ἔαι-ὀ. 8 κ... 第 ὁ 行 和 第 / 列 其 它 ἘΠΕ 
部 填 0。 

重复 以 上 方法 ， 直至 全 部 填 好 为 止 。 

试用 这 一 方法 , 求 供应 量 为 6, ἵ, 8, 9， 需 求 量 为 5, ὅ 
10, ΗΕ 


σι 65 19 
, ἔθ ο σι πι. 
ΒΞ 99 τ Νε 
έ 


的 其 二 部 图 无 回路 的 运输 计划 Χα … 
解 、 处 理 次 序 及 结果 如 以 下 矩阵 所 示 。 


κ. 4 ϐ * 0 1 5 0 
+ * # (© 0 ο α τι 
Ὁ - .. 15 0 0 8 
* (5) * .ji LO 4-0 5 


评注 “这 一 方法 是 西北 角 规 则 的 推广 。 其 优点 是 使 算法 
11.9 的 迭代 次 数 明显 地 减少 。 当 然 也 可 以 不 按 ou 的 大 小 来 填 ， 
但 效果 不 好 一 一 达 代 次 数 不 能 减少 是 易 错 。 - 

11.29 ”证 明定 理 11.4 一 一 当 供 、 求 量 @1, α», ---, ἄπ δν 
ὅν, ''', δν 给 定时 ， 若 运输 计划 Χ ΠΗ͂ BG( 了 ) 中 没有 回 
路 , 那 末 没有 其 它 的 运输 计划 能 有 和 了 G(Z) 相 同 的 二 部 图 。 

证 根据 逆反 律 ,我 们 只 须 证 明 二 部 图 不 同 , 则 运输 计划 也 
不 同 。 换 言 之 , 了 的 运输 数 由 Χ 的 二 部 图 以 及 供 : 求 量 艺 ， αν, 
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"λε, Ώῃι δα, ὃρ, στη, ὃν 唯一 地 确定 。 我 们 对 mr 十 ww 作 归 纳 证 明 。 
ποτ 2Η, Φιι--αι--ὖι, 结论 真 。 
现 设 mw 十 n>>2。 因 为 BG(X) 没 有 回路 , 根据 图 论 知 识 , 必 
有 一 个 孤 悬 点 和 一 条 孤 悬 边 。 我 们 不 妨 设 对 应 于 第 一 个 供应 站 
的 结 点 3 是 弧 悬 点 ， 联 结 οι 到 第 一 个 需求 站 志 的 边 是 孤 悬 边 。 
右 不 然 , 可 通过 重新 编号 得 出 。 这 样 ia 一 … 一 Za 一 0 而 运输 计 
划 有 


11 0 0 

2}. Vag 29η 
δ -- 

Tmi Ὅμα Dn 


Wal Voaag *** Van 

μι Wma mn 

那么 Χ’ 是 对 应 于 供应 量 为 Za “'"', πι, 需求 量 为 01 一 @1, δα,»'', 

bs 的 一 个 (m 一 二 xn 的 运输 计划 。BG( 肝 是 从 BG( 且 ) 中 删 

去 $1 及 其 联结 边 得 出 , BG (XY) 无 回路 ,， BG (ΧΑ) 当然 也 无 回路 。 

nm 一 十 nn 二 mm 十 n,， 1 ΠΕΠ 94 5 

| Ἐν, ἅ΄ 的 运输 数 是 唯一 确定 的 。 所 以 

4 的 运输 数 是 唯一 确定 的 。 这 就 证 
明了 定理 。 

11.90 设 运 输 问 题 的 供应 量 为 
8,0, δ, 需求 量 为 2, 4, 5, 6。 试 确 
定 一 个 运输 计划 ,或 证 明 它 不 存在 , 其 

图 11.6 二 部 图 如 图 11.6 所 示 。 
解 在 3x4 年 阵 中 , 先 填 入 相应 于 二 部 图 中 无 边 的 运输 数 


s 506 。 


0, ἘΠΕ ΛλΗ--ἸΜΈΙ ΡΠ ΝΑΣ ΜΑΛΑΚΗ Εώ, 3518 
改 供 、 求 量 。 重复 这 一 步骤 直至 全 部 填 好 。 结果 如 下 ; 


Ὁ ο 8 018 

| 

2 ϱ 9 43864 
4. 


2 6 
2 

评注 ” 填 表 法 与 西北 角 规 则 不 同 ， 它 必须 按 二 部 图 给 定 的 
形式 来 填写 非 零 运输 数 。 根据 定理 11.4, 车 二 部 图 无 回路 ， 则 
运输 计划 是 唯一 的 或 不 存在 ( 见 题 
11.31) 。 若 有 回路 ， 可 先 填写 那些 非 
回路 的 边 和 不 存在 的 边 所 对 应 的 运输 
数 。 至 于 回路 部 分 ， 只 要 使 对 应 于 剩 
余 供求 量 符合 条 件 即 可 。 通 常 有 多 于 
一 个 运输 计划 可 满足 给 定 条 件 。 落 运 
输 数 限 定 为 非 负 整数 ， 则 对 应 的 运输 
计划 只 有 有 限 个 。 而 运输 数 可 以 是 非 
负 实数 时 , 可 以 在 无 限 个 运输 计划 。 了 

. 11.81 重 解 上 题 , 但 二 部 图 改 为 图 攻 .7。 

解 ” 对 应 的 运输 计划 是 不 存在 的 ,因为 揣 和 如 仅 接 受 si 的 
货物 , 其 需求 量 为 如 十 bs 一 2 十 5 一 7， 而 3s 的 供应 量 为 一 3, 小 
于 7。 又 运输 数 不 可 为 负数 。 所 以 运输 计划 不 存在 。 

11.89 证 明定 理 1.5-- 一 设 且 ~(wy) 是 一 个 运输 计划 ， 
ΣΣ vn 是 分 别 对 应 于 每 个 供应 站 和 逢 求 
站 的 任意 实数 。 如 果 对 多 =1,，2,…,，m, ἠ--1, 2, .…,% 满 足 

Ui VEC ΙΙ (1) 


* ΒΟΥ͂ 。 


ᾗρ κ 的 耗费 满足 


ΟΧΙ Wits +™ διοι (2) 
j=1 }παὶ 
再 者 , 如 果 每 当 αι 时 , 还 满足 
| Wi Όρπ- Ci | (5) 


则 (2) 式 取 等 号 。 
证 μΜω, ο) ΕΕ, ΠΕ 


4131 7 nt 2 
ος 4 一 之 >2 Cotes 2 ὦ (ο. 十 Vy) Ὁ} 
ἐ--1 j=1 =1 j= 


ο]. 


92 αι ΕΣ 风力) 


即 (2) 式 成 立 。 
ο ο ο ο 
时 有 zu 一 0, 记 以 


| Hi « 1 
οκ Χ 2 2 υ/δ) 


成 立 。 
11.95 证 明 算 法 11,8 第 3) σὺ 步 所 得 的 新 运 输 计划 的 
耗费 比 原 运输 计划 要 小 。 


证 ”假设 对 应 于 wo 的 ciu ,— Ws— v0, 我 们 如 联结 8;, 到 
tj 的 新 边 6ο 到 BG( 广 ), 恰 得 到 一 个 含有 边 eo 的 回路 
To 一 (by, δω, bn, δε, “"", ὅπ, Bo, bso) 
选 δ--πιϊηζώιη, Όμι, 0 
将 Δ ΠΗ͂Ι ων ὥαμ, “'', Όρο 诸 数 减 去 2 ιο, Όθων ”'', Όω. ΤΕ 
数 加 上 . δ, 得 矩阵 Χ’, 比如 8&=3 时 ,情况 如 下 ; 
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7ο | δι μα 24 


| 
本 3 wd τη [όν 
| 


Ν + Va 二 0 Xa, — 0 . 21 
η α,, τὸ «'» | 
σι), 一 9 04 4 十 人 “se | 3 


- 


Χ’ 显然 是 一 个 运输 计划 且 BG (于) 元 回路 , ΒΑΣ ὃ 的 诺 数 中 
至 少 有 一 个 为 0。 现 计算 Οκ Χο 
-0»Χ'-Ο»Χ-δά., 

这 里 

ΙΟ Can ο ΝΟ ΙΟ ο η 

ο Πε ο. 十 人 

ο Ds 二 Ww 十 Vi 二 十 Wi 十 Dy) 

一 Ci 一 人 一 OO . 

πιο Χ “οι Χ ΕΕ, | ᾽ 

11.84 证 明定 理 11 ὅ 的 着 是 真 。 即 如 果 κ. 是 最 优 运 输 
计划 , 那么 存在 数 Wi，W2，…，Um，V1，V9，*…，%Vn 满足 (11-3) 和 
(11-5) 陈 。 

证 ”如果 三 是 最 优 的 运输 计划 (包括 退化 的 ), 则 可 用 算法 
11.8 中 的 方法 找 出 诸 由 很。 对 应 于 wwy*0 的 ου 咎 工法 中 的 
解法 保证 

Ci 一 2 十 全) 
对 应 于 wy 二 0 的 ου, Ἡ χε ουσυι οι, 洛 不 然 ， 按 算法 雯 .3 的 
3)， 可 找 出 一 个 比 Χ ο. Χ', ἘΞ ΧΕ ΒΚ 
的 予 盾 。 

11.05 已 知 供应 量 6，(，8， 和 需求 量 5, δ, 11, 单位 运费 矩 

阵 
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OO -= 
3 4 1 
用 算法 11.3, 求 其 最 优 运 输 计划 Χο 

解 人 图 无 回路 的 运输 计划 


4 8 2 
1 2 8 


ᾱ. 
5 1 0840 
χ- ! 4 89.9 
ο 60 
δ. δ.5π. 
ο-ε 
00 
对 ze 天 0 的 运输 数列 方程 组 


4 和 十 和 一 C11 一 全 
ΟΡ Γρ ο) 
165 1-99 --ροα-- 2 
Ws 十 V3 二 624 二 3 
Ws 十 Ve 二 C33 二 1 
令 ..-θ, ΑΑΡΑΕΗ οἱ--4, υρ--8, εἱρ----1. Vs =4,， ws= 
一 3， 为 方便 起 见 ， μμ... πο Χ 
的 首 行 


4 ὃ 4 
ο[Γ6σ 1. ο 
-110 4 :| 
-3[0 ο 81 


对 w= 二 0 的 运输 数 作 验证 ， 
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0183 一 4 一 0 一 2 一 0 一 4 一 --ᾱ 

6ai 一 W%a 一 位 一 二 一 《一 忆 --ᾱ-- 一 2 

δῃι---η--υι--ᾱ8--(--8) --ᾱ--2 

69» --υᾳ--ϑα--4-(-8)- 8-4 
该 计划 不 最 优 ( 因 为 上 述 结果 中 有 两 个 负 值 ), 选 出 

013 一 一 Va 一 一 2 

加 一 条 边 (81, ἐ9) 到 BGA(ZSE) 中 ,形成 回路 , 该 回路 对 应 于 运输 计 
划 中 带 方 框 的 运输 数 如 下 ， 


5 [| | 
0 ΜΕ 
ο ο 8 
选 6 一 1, 对 运输 计划 作 如 下 修改 。( 通 过 对 回路 上 运输 数 作 1-1 
利 一 ) 
CT5 ο 1 
太一 0 δ | 
0 0 8 
对 修改 后 的 运输 计划 ,再 如 上 述 那 样 计算 各 ww 久之 值 , 并 
把 结果 列 于 矩阵 的 左 列 和 首 行 。 
4 1 2 
Or5 ο 11 
10 5 2 
-1ἱο ο «| 


作 验 证 (对 zw 一 0 的 各 点 ) 
θ1ο Wi—Vs=3—0—1=2 
Ca1 一 Wa 一 Vi 一 1 一 1 一 4= 一 4 
031 一 Vs 一 二 3 一 (一 1) 一 4=0 
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Cs2— Us— Vs—=4—(—1)—t=4 
选 唯一 的 负 值 cm 一 ws 一 m4 一 一 么 在 BG( 及 ) 中 加 一 条 边 (ss, 生 )， 
形成 回路 , 回路 对 应 如 下 所 示 的 带 框 运输 数 


5 
[ο] ο [2] 


选 9 一 2， 修改 后 的 运输 计划 和 计算 出 的 各 4 2 如下: 
4 5 2 


ο [τ 


作 验 证 κ 
Cl 一 4 一 0 一 3 一 0 一 5 一 一 2 
6233 一 sa 一 0 一 3 一 (一 3) 一 2 一 4 
Cat— Us— υἱ--ὃ--(--1) --4--0 
Ορο--ἱε--Ό--4-- (--1) --δ--0 
选 唯一 的 负 值 01s 一 一 ?一 一 2， 加 边 成 回路 并 修改 运输 计划 ， 
ο οσο. ο. 
2 


3 2 

050 8 ὃ 
-115 2 0 
--0Ο 0 8 
C1 — WV1=4—0—2=2 


ss — Wg ~— V3 = Ὁ -- (--1) ο.» 
οµ--4- οι (1) —2=2. 


作 验 证 


ο Ὁ 129 


Csa2— ευ. -4-- (--ᾖ) -ὃ--52 
因为 每 个 αμ 对 应 的 C5 一 Wt 一 Vj 之 0， 有 所 以 最 后 得 到 一 个 
节 优 运输 计划 。 其 耗费 为 


ια Συ, --0--.7--8--10--16--02-- 83 


ἘΠῚ Ο.Χ 计算 耗费 也 得 32。 
11.86 求解 下 列 运 输 问题 。 已 知 供应 量 6, 7, 8, 9 ΤΠ 
求 量 5, δ, 5, 156, 单位 运费 矩阵 


3 2 1 4 
2 3 5 1 

O 一 | 
1 5 2 8 
4 3 2 4 

解 ” 应 用 题 11.28 方法 及 结果 得 初 奴 输 计划 为 

0 1 5 0 

χ19ο ο ο 7 了 | 
5 ο ο 8 
0 4 ο 5 


κ 19 αι”, Ws 一 一 2, Ws 一 0, Ww 一 1, οι-- 1, υ.--2, Όε-- 1, 0ι-- ο 
因为 


C611 一 2 一 各 二 3 一 0 一 1 二 2 
C14— Wi—V4=4—0—83=1 
Goal— WUg—V1=2 二 2—1i1=3 
G22— Wg— Va—=3++2—2=3 
c23 一 Wa 一 93 一 5 十 2 一 下 =6 
63a 一 2a 一 0 一 5 一 0 一 2 一 58 
C33 一 2s 一 %8 一 2 一 0 一 二 一 芋 
C41 一 WW4 一 1 一 和 一 1 一 414=2 
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C43 — Wa— ὑπ α--]1--1--θ 
所 以 Χ 已 是 最 优 运 和 辆 计划 。 
评注 ”本 题 如 果 用 西北 角 规 则 做 ， 要 用 5 κ Πο 
.11.28 方法 之 优越 性 。 男 外 最 优 运 输 计 划 不 唯一 。 如 本 题 
΄ ο 5 1 0 
Kk 0 0 7 
Χ- 
5 008 
0Ο ο 4 5η 
也 是 最 优 运输 计划 , 读者 可 验证 耗费 都 是 60。 
11.91 求解 下 列 运 输 问 题 ， 其 中 供应 量 7，8，9， 需 求 量 
4, τ, 19, 单位 运费 矩阵 


4 1.2 
οτι 5 3 4 
1 2 3 


解 ” 用 西北 角 规 则 求 出 初始 运输 计划 Χο 
4 3 017 
和 -0 4 48 
ΜΗ 

4 


κ αι, ἠρ--2, "η--1, υι--4, 0-1, 0 一 2。 因 为 
Ο4--1--ϑα--2--0--2--0 
921 一 Vg 一 各 一 和 2 一 2 一 和 4 二 一 4 
C31 一 Wa 一 人 二 1 一 1 一 4= 一 4 
Csa— Uas— Va—=2—1— -10 
有 负 值 。 选 σαι 点 作 调 整 ， 即 加 (ss, ἱ) 21, 使 构成 回路 ,回路 对 
应 于 以 下 所 示 带 框 运输 数 。 
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调整 值 为 4, 调整 后 得 


. ο το 
Χ΄-- Ο 8 
4 0 5 


这 是 退化 的 运输 计划 ， 不 能 确定 其 最 优 性 。 因 此 改 供 应 量 为 
7 十 3s，8,，9, 需求 量 为 4 十 se, 7 十 s, 18 十 8, 使 成 为 6- 运输 问题 。 
用 西北 角 规 则 求 得 初始 运输 计划 为 | 
4 十 5 3+2s 0 Wi+3e Ὃ 
=-| Ο 4-5 η 

0 0 9 9 

41-58 7+8 13 十 8 
和 上 边 的 方法 一 样 ， 求 得 如 一 0, Ws 一 2，ws 一 1, υι-4, υ»-1, 
vs 一 2, 经 检查 有 负 值 , 选 zei 作 调 整 点 , 调整 后 得 运输 计划 

0 τε 0 
0 --ξ 8+2e 
4--ε 0 5 一 8 
κο, 0-4, ἠα--1, υἱ-0, 2a 一 1, 8 一 3， 经 检查 已 无 负 
但。 令 5s=0 得 


Χ'- 


是 最 优 运 答 计划 , 耗费 为 58。 
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评注 ”se- 运 输 计 划 中 ,8 的 系数 可 以 是 负 值 , 这 一 点 与 一 般 
运输 问题 不 同 。 

11.98 考虑 一 个 具有 即 个 供应 量 工 1, τη, 171 ΤΚ 
量 1, 1,…, 土 的 退化 的 运输 问题 ， 试 分 别 用 西北 角 规 则 、 东 南 
角 规 则 、 东 北角 规则 求 出 运输 计划 。 

解 ”用 西北 角 规 则 求 得 


-十 8 (2 一 工 )8 0 0 so。 «.. .. 1 --ης 
0 1 一 《一 2)8 (πα) ε 0 vo .., ... 1] 
0 | 0 ϱ 0 ... ]--8 ε αἱ . 
ο 0 0 ϱ 0 ... 0 Γι 
1 十 e 1-8 16 116... 116 1-6 
用 东南 角 规 则 求 得 的 后果 与 上 述 全 同 。 
用 东北 角 规 则 求 得 
0 0 ».. 0 0 (π--- 128 lell+ne κ 
0 0 0 ... 0 (η. 1.--(--λ)ε 0 | 
0 28 1 一 23 .. 0 0 0 0 1 
ε 1 一 83 0 .. 0 0 0 0 1 
Κα! 0 0 ... ο 0 0 ο 1 
1 二 8 le 1-6 «.. … 1-6 11-68 1--6 


1.95 ”如果 供求 总 量 不 相等 , 如 何 描述 求 最 小 耗费 的 运输 
计划 问题 。 

解 ” 车 总 < 总 by, 则 增加 一 个 虚拟 的 供应 站 ssz 它 具有 
供应 量 ann 一 总 太一 总 qs 而 该 站 到 各 需求 站 的 单位 运费 都 为 0。 
反之 ,车 总 o> 总 b 则 可 设置 一 个 虚拟 的 需求 站 , 它 的 需求 量 
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为 Όμω σ]αι-- δλδ, 同时 各 供应 站 到 该 站 的 单位 运费 都 为 0。 
从 而 把 它们 看 成 等 量 运输 问题 ， 求 出 最 优 运输 计划 ， 它 对 应 着 
原 问题 的 最 小 耗费 运输 计划 。 只 不 过 由 虚拟 站 发 出 的 数量 或 发 
到 虚拟 站 的 数量 都 不 能 计 入 实在 供应 站 和 和 需求 站 的 实际 数量 


ΠΗ. 
11.40 求解 最 优 指派 问题 ,其 中 速度 矩阵 
1 2 8 
ο-ι 5 4 9 
3 1 9 


解 ”用 西北 角 规 则 求 得 初始 运输 计划 
1--ε 28 0 1-36 
和 ,一 | 0 1--ε 8 1 
0 0 1 1 
| Ἱ--ε 1-59 1+8 
求 得 Wi 一 0, Ws 一 2, Us 一 2, υι--1, ϑρ--2, Vs 一 0, 因为 
Wt Vs m61s=0+0—3=—3 
Wo 十 久 一 C21 二 2 十 1 一 2 二 4 
Us 一 C031 一 2 十 1 一 3 二 0 
14 -|- 9 --θμο-- ὁ-ἰ-ὁ--ἶ -- 8 
选 zs {ΕΙ μι, δες 


0 ο 1 
求 得 εἰἰ--0, 2, ἵἱα----1, οἱ 1, υ0-- 2, V9 一 3, 因为 
Ua 十 人 一 Gaol 二 2 十 1 一 2 二 1 
Wia 二 ba 一 Ca 一 4 十 3 一 2 一 3 


ee 要 17 


19 1-91 -- 031 二 一 工 十 工 一 3 一 一 8 
?3 Va 一 0C33 一 一 十 2 一 工 一 0 
选 81 作 调 整 点 ， ; δε 118 


5 6 ἸἹ--α 
和 ,一 |0 1 0 
1 0 0 


求 得 一 0, 2-2, ws 一 2, οι 1, v2 一 2, vs 二 3。 因为 
Wa 十 1 一 C21 二 2 十 1 一 2 二 1 
Wa 二 Va—C23=2 十 3 一 2 二 3 
Ws 十 Vo 一 Ca2 二 2 十 2 一 1 二 3 
wa 十 8 一 6ss 一 2 二 3 一 2 一 3 
已 无 负 值 , 令 s- 0， 得 


0 0 1 
Αγιο 1 ο 
1 ο 0 


改 所 求 最 优 指派 是 (3, 2, 1)。 
11. 和 求解 最 优 指 派 问题 ,其 中 速度 矩阵 


ο 3 1 4 
3 2 1 8 

|2 2 2 8 
4 3 4 2. 

解 ” 应 用 题 十 .28 的 方法 求 初始 解 ， 不 过 现在 是 对 应 于 较 
大 的 ου 值 的 zs 先 填 , 结果 得 
0 0 968 1--ε 
κ. 1 0 0 0 
ΕΕ 1--6 0 0 
ϱ Ze 1--36 0 
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求 得 101 Ξ 0. 119 = 3, Ws =2, Wa 二 3 7 Φα --0, Φα--1, 
V4 二 4。 因 为 Wi 十 v2 一 612 一 0 十 0 一 3= 一 3， 选 zia 作 调整 点 ， 调 
整 后 得 


Vi1=0 


2 


0 468 0 1-8 

1 0 0 0 

8 1-8 0 0 

0 -ᾱ 1158 0 

3Κ 18 1-0, 1-2, ἆθζ--1, μ-θ, οι 1, υ9--δ, υ--, 
V4 一生 。 因为 Ws 十 和 一 041 一 0 十 1 一 4 二 一 3, 选 Vaz 作 调 整 点 ， 调整 
后 得 


Χ,- 


0 35 0 11-68 
1 0 0 0 
Χ.-- 
0 1 0 0 
8 —28 1--68 0 
求 得 ειτ-θ, wa 一 一 1, µας --ᾱ, υ.-0, οἱ--4, υἱ--ὃ, 0”-4, 
- 因为 | ες 
μι--φι--σιι--0-!4--.0--4 
1 9-10 -4- 1-5 
ta 十 93 一 6C33 一 一 工 十 3 一 4 一 0 
W%a 十 aa 一 Cog 一 一 十 4 一 上 一 了 
2a 十 9 一 Ca 一 一 圭 十 和 4 一 3 一 (0 
{ο {-91--091-Ξ--114--2Δ--1 
Ws 十 Vs 一 C89 一 一 14 十 4 一 2=1 
Ws 十 和 一 G34 二 一 1 十 4 一 3=0 
244 十 94 一 044 一 0 十 4 一 纺 一 2 
全 非 负 值 , 令 6-0, 得 
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ο Ὁ) - οὉ 
ο - 5 
η ο Ὁ) ςῦ 
ο ο Ὁ 请 


故 所 求 指派 为 (4, 1, 3, 3) 。 

11.42 有 m=-5 个 人 ,n=6 件 工作 ,第 1 个 人 对 工作 2, 8, 
4, 5 是 合格 的 。 第 2 个 人 对 工作 二 8, 5, 6 是 合格 的 。 第 3 个 
人 对 工作 5, 6 是 合格 的 。 第 4 个 人 对 工作 6 是 合格 的 。 第 5 
个 人 对 工作 5, 6 是 合格 的 。 试 求 册 人 对 工作 的 最 大 指派 。 (一 
个 工作 只 能 由 一 个 人 完成 , 且 一 人 只 能 做 一 件 工 作 。) 

解 ” 这 是 第 九 章 中 研究 过 的 最 大 匹配 问题 。 它 是 最 优 指派 
问题 的 特殊 情况 , 可 以 转化 为 最 优 指派 问题 来 解 。 方 法 是 : 

1) m<<%w 时 可 增设 % 一 m 个 虚拟 人 。 反 之 , m>>n 时 可 增设 
m 一 n 件 虚拟 工作 。 总 之 ， 使 %=n， 以 符合 最 优 指派 问题 的 条 
件 。 
”2) 定义 速度 矩阵 C= (οὐ) “ΠΕ. 如 果 人 写 合 适 于 工作 也 则 
ου, ΤΠ) os=0。 增 设 的 虚拟 人 (或 工作 ) 所 对 应 的 行 (或 列 ) 
的 ου 全 为 0。 | 

这 样 ， 求 得 具有 最 大 总 速度 et 十 con 十 … 十 Cn --ρ } 1 ὑκ 
(ἐι,, ὁ», τν, ὁ) 就 是 最 大 匹配 。 当然 要 除去 其 中 虚设 成 分 。 

按 上 述 方法 , 增设 虚拟 的 第 6 个 人 , 并 得 到 速度 矩阵 


-- 


ο 1 1 1 1 ο 
1 0 1 0 1 1 
0 0 0 0 1 1 
6) -- 
ο ο ο ο ο 1 
ο ο ο ο 1 1 
ο ο ο ο ο ο |.. _ 
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用 题 11.28 方法 求 得 初始 年 阵 为 
1 十 8 & 
0 0 
0 0 
0 0 
0 

1 


ο ο ο ο ο 
. ο ο Ὁ 5 


0 
. 0 0 . 
求 得 μι--0, “ρ--1, Was 一 --ᾱ, 1, 5-0, ο -ᾱ, οι5- 0, 
v2 二 Vs 一 V4 一 V5 王 V6 一 4+。 因为 we 十 一 061 一 一 J+0-0= 一 4, 选 


θα 作 调 整 得 


σος ο ο - ο 9 
ο Ὁ ο Ὁ ο 


55 


"ο τε δε 8 ε 8 
1 0 0 ο ο 0 
. ο 0 0 1 0 0 
ρ.. 
ο 0 0 0 ο 工 
0 Ο 0 ο 1 .0 
8 0 1—s 0 0 0 


求 得 Wi=0, wa—0, ws 二 --1, wa=1, ws=0, 2w6 一 一 二 η 二 
oo 一 人 一 由 一 好 一 1 06 一 0。 因 wa 十 6 一 ca6 一 0 二 0 一 1 一 一 二 选 
229 作 调 整 得 


~ 0 1i+s 38 8 8 0 

---α 0 0 0 0 8 
0 0 0 1 0 0 

让 ,一 

0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 0 

_ 236 0 1-2 0 ο ου. 

求 得 二 Wa 一 VW4 一 Ws 一 0，Ws 一 We 二 一 1， 入 一 Va 一 V8 二 V4 二 全 一 


v6 二 1 β Ws 十 5 一 635 一 -1-1-]1- --1, 选 zs5 作 调 整 得 


ο 8524 »' 


ΙΓ 0 116 36 2. 0 0 
1-5 0 0 0 U ε 
Xx. 0 0 1-6 8 0 
0 0 0 0 ο 1 
0 0 0 0 1 0 
28 0 Ἴ-ε 0 ο ο 
求 得 Wi 一 us 一 WW 二 0， Us=Wws=uUe = --ᾱ., ιτ υ9τ- υπ d= 
9001, V5 二 2。 检 查 所 有 σὐ--0 处 已 无 负 值 。 令 s=0 人 得 
0 i 0 0 0 ο 
1 0 0 0 0 0 
τ. ο ο 0 i 0 0 
0 0 0 0 ο 1 
ο 0 0 ο ιο 
0 0 1i 0 0 0 
Ox 太一 4。 故 所 求 最 大 指派 为 ， 
第 工人 指派 给 工作 2 
第 2 人 指派 给 工作 1. 
第 3 人 无 工作 (他 对 工作 4 的 速度 为 0); 
第 4 人 指派 给 工作 6, 
第 5 人 指派 给 工作 5。 
评注 ”此 类 问题 手工 计算 很 麻烦 ， 不 如 用 二 部 图 求 最 大 匹 
配方 法 简明 。 | 


11.45 ἸΓΙΗΕΞΒ11.8-.α1 ΕΗΒ ο ΜΗ ΓΗ 
-Ὅβνβμο Ὁξ 2 是 由 如 的 所 有 具有 下 述 性 质 的 子 集 组 成 

(1) 每 个 子 集 与 乡 的 每 个 元 素 的 交 不 空 。 

(2) 每 个 子 集 是 具有 性 质 (1) 的 最 小 者 。 
那 末 , % 是 如 上 唯一 的 杂乱 , 使 得 (多 ，.%) 是 如 的 一 个 区 组 化 


9 四 用 有 


系统 。 | 
证 ΠΗ͂Ι ΒΒ Ε-Λ 26 πιο 我 们 首先 证 明 (Θ᾽, 2) 
是 召 上 的 区 组 化 系统 。 设 ΒΕ ἈΛΛ μα θε Μι 和 δ», 假定 六 
有 多 的 元 素 是 Ει 的 子 集 , 那 末 乡 的 每 一 元 素 和 和 Βα 的 交 不 空 ， 
根据 .和 的 定义 ， 五 s。 含有 ή Ίσα Κο 现在 假设 存在 一 
个 乡 的 元 素 PC 加 并 且 存 在 一 个 « μπι ΚΓ. Βα, Ελ] Μι 
和 力 s 形成 召 的 一 个 划分 , ΒΙΠΕ: ὅ,βΗΡΩΚ- σ, Βλ 
和 «ΗΕ ΜΜ, %) 是 如 的 区 组 化 系统 。 

现在 证 明 :区 的 唯一 性 。 若 不 然 , 有 (多 ，21) Πι(ό, 22) [3] 
为 召 上 的 区 组 化 系统 ,而 9 不同 于 9 不 妨 设 有 到 :EX%i 而 
Καθ. ΗΝ, ΠΑΣ. .Yi 和 .%s)。 我 们 作 召 的 划分 {8 一 
Κι, 玉 直 ,根据 区 组 化 系统 的 定义 ,对 ( 乡 ，.%2) 而 言 , 设 有 Θ’ μὴ 
元 素 属 于 刀 一 到 +， 因而 ,对 (9 罗 ，2 ΠΕ, Ἢ 3 的 元 素 3 刁 
Κι, 因 玉 :不 是 .ta 的 元 素 ， 所 以 Κο Εις ΡΕΝΑ ΒΕ 
的 划分 { 百 一 天 。 开赴， 假设 有 .1 的 一 个 元 素 Κ.Ε.Κ}, 那 末 ， 
Κ,ΞΚ.Η Κι Κι ΧΙ ιτ Ε ΓΙ ἀπ ΠΒ ΧΗΣ, 
(0 «υπ, Θ᾽ 的 元 素 Ες Ε- Κε, 关 而 对 (多 ,5) 而 
Ἐ, ΒΕ Ρς Ε-- Κακή ΚΕ, Κ. ΧΧΧ, 26ο) 
是 区 组 化 系统 了 矛盾。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

11.44 证 明定 理 11.9 一 一 设 ( 乡 , %) 是 有 限 集 召 的 一 个 
区 组 化 系统 , 了 是 马上 上 的 实 值 函 数 。 那 末 


max minf(e) =min max (6) 
Pe εΕῬ ΚΕ ΕεΕεΚ 


证 设 己 是 多 的 一 个 元 率 , Κ 是. 光 的 一 个 元 素 , 根据 定 
理 11.8, 存在 一 个 元 素 οοΕΡΏΓΚ, ΜΙ 
min f (e) <f (ο) < max (6) 
或 mp fe) mer f 6) 
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因为 对 所 有 乡 中 的 卫 和 光 中 的 尺 , 上 式 都 成 立 。 我 们 得 到 


max min f(e)<min max Τ(6) 
Ρε εεῬ Κε ee 


但 根据 算法 11.4 的 (11.15) 式 ,有 
max min fl(e)>min max f(e) 
ew ος hew eenh 


因而 max min fl(e)=min max Ἰ(6) 
Ρε ος Τε. ee 


1.45 图 .8 的 G@ 中 边 上 的 数字 表示 边 的 容量 。 

(a) 者 边 容量 表示 最 大 交通 流 , 试用 算法 Τι .4 确定 入 到 4 
的 一 条 基本 链 ， 使 得 通过 这 条 链 ， 可 以 获得 % 到 4 的 最 大 交通 
流 。 | | 

(Ὁ) 车 边 容量 表示 高 度 , 试用 算法 ΤΙ.4 πῆ υ] υ[ῃ κ-- 
条 基本 链 , 使 得 党 着 这 条 链 , 从 到 % 所 经 过 的 边 的 最 大 高 度 达 
最 小 值 。 


图 11.8 


解 议 乡 表示 联结 公 和 4 的 基本 链 的 集合 ， 届 表示 分 高 
2 和 史 的 基本 制 的 集合 。 429, 2 ) 和 ( 光 ,， 儿 ) 痢 是 边 集 召 上 的 
区 组 化 系统 ， 符 合 定 理 11.9 条 件 。 再 则 边 容量 就 是 如 上 的 一 
个 实 值 泪 数 。 将 图 中 的 各 边 用 e 的 形式 标记 在 图 上 。 

今 αι-- 4, as 一 3 43 一 2, 4 二 1 那么 


ο 524.» 


&o= (ὄ 

Fi1= {6ι, θη, θα] 

F ,= θα, 6ο, 615, e614} 

fs = ον θα, ὅτι, 615, C16; θιτὶ 

Fs = {64, Cr, C10, 615, Θα 
运用 算法 11.4 127 3ν 9) ο 

(α) 显然 Ρο, Ἔοἱ) ΕΙ, οι) FiU Ρα 都 不 含 多 中 的 任何 

κω 3] υ 的 一 条 基本 链 )， 而 FoU FiU FaU Fs 含有 乡 的 元 
案 , 比如 了 = {e1, 6ᾳ, 618}, 所 以 到 "的 最 大 交通 流 是 


min f(e)=as=2 
ες 5 


(ϱ) 类 似 于 (a)， 显 然 Ρο, οἱ) δι ΤΑ 中 任何 元 素 
(4} 88 εὐ υ [|---1-34:2153|), 而 FoU WJUFs 含 有 .将 的 一 个 元 
Ξε Κ--ήει, ea es 所 以 到 4 的 最 小 最 大 高 度 是 


nin fle) =Q9 一 3 
eE ΒΝ 


ΠΠ ο ΠΕ 88 Ῥ-- 6., θε, 611, 68) 到 wv 时 经 过 的 最 大 高 度 达 到 
这 个 最 小 值 3。 | 

评注 ”对 于 (a), 如 何 判断 FoU Σι. UP 是 否 售 有 终 
中 的 一 个 元 素 , 似乎 不 那么 容易 。 这 里 可 以 使 用 下 述 技 巧 , 最 初 
把 G 看 成 不 具有 任何 边 的 图 , 逐步 地 添加 了 i, 了 2, … 的 边 于 人 9 
中 , 查看 每 次 添加 是 否 构 成 到 % 的 一 条 通路 。 

类 似 地 , 对 于 (b), 可 逐步 地 从 原 图 中 删 去 了, 了。,，… 中 的 
各 边 ， 并 在 每 次 删除 时 ， 查 看 从 和 ?是否 已 处 于 不 连通 的 成 分 
中 。 如 果 同 时 还 要 求 出 达到 最 小 最 大 高 度 的 链 ， 假 如 恰好 在 删 
2 Ει 中 的 边 时 % 和 4% 才 不 连通 ， 那 么 把 原 图 中 删 去 δι, 了 FP，， 
… 4 中 所 有 边 之 后 残留 的 图 记 作 G ,G 中 任 一 条 公 到 的 
基本 链 碗 是 所 求 。 


ο Ώ 253 ου 


11.46 设 乡 是 有 限 集 合 如 上 的 一 个 杂乱 。 试 证 明 

(8) 若 空 集 名 是 乡 的 一 个 元 素 ， 那 末 它 是 乡 的 瞧 一 的 元 
ει ΠΗ 

(ο) απ, 3) 是 召 的 区 组 化 系统 , 那 末 2 是 空 集 。 

证 ( 设 任 一 PE 多 ,因为 ESP( 空 集 是 任何 集合 的 于 
集 ), 由 杂乱 的 定义 Έτ ο 

(Ὁ) 对 召 的 任何 划分 如 = {Bi1， Πα}, 恒 有 你 有 有 因而 不 
Ε.Σ 中 任何 元 素 开 可 使 到 CBs。 又 这 样 的 划分 是 任意 的 ， 
当 如一 入 时, Βλ-- Πιο ΗΠ! Κ,Κκα ΜΜ 2 为 空 集 。 

1.1 ημας ΙΓ. ΕΠΗ {Πε Θ᾽ ΠΒ 
所 有 的 成 员 含 有 相同 个 数 的 元 素 , 那么 用 是 如 上 的 杂乱 。 

证 设 Pi, Pa€ 乡 ,由 于 |Pi| -- 85, 所 以 它们 之 间 不 能 
有 真 包含 关系 。 ο. 那么 Pi 一 了 了 a。 由 定义 乡 是 
名 上 的 杂乱 。 

11.48 (a) 设 刀 =-{1 3 -.. 9-1}, 68 ΕΙ Β Ίτη 
个 元 素 的 子 集 族 。 试 求 马 的 区 组 化 系统 ( 兄 , ή) 如 果 f(e) -- 
eec 忆 ) ,利用 算法 11.4, 3Κ τὰκ min }(9) 2.18. 


(0) Ἡ Ε--{1, 2, ο». 2η} Ἐ ή (8) ο 

解 (a) 根据 上 题 的 结果 , ΞΕ ΕΑΠ, ΒΗ 
11.8, :入 的 任 一 个 元 素 五 应 是 与 乡 中 任 一 元 素 交 不 空 的 最 小 
集合 。 由 于 召 只 有 2% 一 1 个 元 素 , 所 以 取 下 为 有 的 任何 % 个 
元 素 即 可 . 让 Κ᾿ 遍历 所 有 选 法 即 构成 入， 这 样 几 = 多 。 央 此 
(多 , 钨 ) 是 召 上 的 区 组 化 系统 。 

应 用 算法 11.4 时, ἔ ο ο, ἔι-- {έν (ὁ-- 1, 2，…，2m 一 工 ) ， 
显然 ，Fo， FoUB “…，FoU FiU…UF,_1 中 各 集合 最 多 含有 
n 一 1 个 元 素 ， 因 而 它们 不 含 多 中 任何 元 素 。 而 Ρο) FiU… 


9926. 


ΤΝ ἐΤ8 ». 


υ/,.ιΟΕ,. 含有 多 中 的 一 个 元 素 { 2,…, 对 。 所 以 


max min Τ(6) τα 
Σε εΕΡ 


(0) 3κ||(α) ἠδ} 3, ο΄ Δε ΕΡΤ ΠΥΡΑ Γ38 


族 。 而 maxmin f(e) =n。 
PE ος 


11.49 对 下 列 速度 矩阵 , 试 求 最 优 的 瓶颈 指派 。 
8 


3 4 2 5 6 
O=| ο 5 3 4 1 
4 2 3 2 5 
3 7 6 2 4 


κ ”假定 二 部 图 中 的 边 用 ου 表示 。 应 用 算法 11.4, 令 &1 一 
7, αρ-6, 03=65, αι--4, as—=3, 6=2, αφ--1ο ΒΒΆ 
Fo= ὤ 
Fi = {615, C52} 
ῬΡο-- ἴσου, 058} 
fs = {624, C32) Csr 
Ρ 4 一 《613， C22, C34, σαι, 055} 
F's= {0619, C21, C38, 048, 051} 
Fe= {611, 028, 681, C42, C44, C54} 
Έτ-- {cu, 605} 
先 作 5 个 结扎 代表 人 ,5 个 绪 所 代表 工作 的 图 , 逐步 地 加 
Κι, Ρο, … 中 的 边 到 相应 的 结 点 上 ， 而 每 次 深 加 边 之 后 ， 考 察 
(或 用 求 最 大 匹配 算法 ) 能 人 否 构 造 一 个 完全 匹 了 配 。 
显然 , 洪 加 ZoU δι) ο) F's 中 所 有 边 后 ,图 中 尚 不 能 构成 
一 个 完全 匹配 。 如 图 11.9 所 示 。 
再 添加 了 中 所 有 边 之 后 ， 可 得 一 个 完全 嘴 配 ;人 1 一 工作 


ο 827» 


ο...) 


[> 


ει 11.9 | 图 11.10 


3, 人 2 一 工作 2 人 3 一 工作 4 人 4 一 工作 1,， 人 5 一 工作 5。 恕 
图 11.10 中 的 粗 线 所 示 。 即 最 优 指 派 为 (3, 9, 4, 1, δ), 最 大 瓶 
强 速 度 为 4。 

ο 1150 设 多 , 光 是 如 上 的 杂乱 , 使 得 对 所 有 吾 上 的 实 值 - 
ρα δς f, 定理 11.9 中 的 等 式 都 成 立 。 证 明 (0, YY) 是 如 的 区 组 
化 系统 。 : 

证 ”用 反 证 法 。 假 定 ( 多 ，%) 不 是 区 组 化 系统 ， 那 么 至 少 
有 一 个 PoE 力 和 天 oE.X， Ῥοῃ Κο” (7ο 设 了 是 这 样 的 函数 ， 
厂 ες Po, 则 Τ(6) --ὦ, Ἔ e Ρο, 则 Γ(6) «Γα, 那么 显然 有 


max min f(e)= min f(e)=a (1) 
Ρε ὦ ες ες ΡῸ 


又 Ko 不 含 Po 中 的 任何 元 素 (Po 几 Ko 一 0), 所 以 


max f(e) <a 
ες μα 


因而 
min max f(e) <max f(e) =a (2) 
由 (1) 式 和 (2) 式 , 得 
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max min f(e)>minmaxz Fe) | 
Ρε εΕΡ Κε ες ΚὮὯ 


这 和 题 设 予 盾 。 这 就 证 明了 命题 。 
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